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よいクラスの対象を定義して、然る後にそれを分類することは数学の主題の一つで

ある。代数幾何学においては、対象の同型類を分類するにはしばしば離散的なパラメー

ターと連続的なパラメーターの両方が必要となる。後者はモジュライと呼ばれ、それ

自身が再び幾何学的な対象となる。古典的な例は楕円曲線のモジュライ空間であり、こ

れを記述する方法としては定義方程式のパラメーターを分類する代数的な手法と、周

期を分類する超越的な手法の 2種類がある。前者から後者への写像は超幾何関数、そ

の逆写像は保型形式で与えられ、これらの研究は19世紀数学の華であった。

古典的かつ美しい理論がある時に、より広い世界において、拡張された形でその理

論を再び見出すことは、数学の進歩を支える指導原理の一つである。楕円曲線とその

周期の理論は、点やレベル構造などの付加構造が付いた場合や高種数の曲線、高次元

の多様体などに拡張され、現在も活発に研究されている。

一方で、幾つかの状況では、考える対象を古典的な代数多様体に限るのは不自然か

つ不十分である。例えば、ある多様体Xの連接層の導来圏が、別の多様体Y の連接層

の導来圏の半直交分解の成分として現れることがあるが、この状況でY を変形しても、

これが誘導する半直交成分の変形がXの通常の意味での変形から来るとは限らない。

典型的な例としては、P

5

の3次超曲面Y の連接層の導来圏の
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という半直交分解がある [Kuz10℄。この時のAはD

b


ohY の非自明部分と呼ばれ、2次

元のCalabi-Yau圏になる。特別なY に対するAは適当なK3曲面Xの導来圏と同値に

なるが、一般には `非可換K3曲面'の導来圏と呼ぶべきものになる。

また、ミラー対称性の観点からも、考える対象を古典的な代数多様体に限るのは不

自然かつ不十分である。Kontsevi
h [Kon95℄ によって提唱されたホモロジー的ミラー

予想は、任意のCalabi-Yau多様体Xに対してあるCalabi-Yau多様体Y が存在して
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となることを主張するが、Y のシンプレクティック多様体としての変形が必ずX の複

素多様体としての変形に対応するわけではない。実際、Y のシンプレクティック多様体

としての変形にはh

2

(Y )次元の自由度があるが、これは一般にはh

1;n�1

(X) = h

1;1

(Y )

よりも真に大きい。

また、量子群や可積分系への応用の観点からも、非可換代数多様体を研究すること

は自然かつ重要な問題である。後述する非可換射影平面 (あるいは Sklyanin代数)は、

もともと量子逆散乱法の文脈で導入されたものである [Skl82℄。また、2重アファイン

He
ke環 [Obl04, EOR07℄やPainlev�e方程式の研究 [OR℄においても、非可換代数幾何は

新たな興味深い視点を提供する。

さて、非可換代数幾何へのアプローチには大まかに分けて2種類ある。1つはアーベ

ル圏を考えるものであり、もう1つは適当な enhan
ement付きの三角圏 (例えば三角dg

圏や安定1圏)を考えるものである。どちらも一長一短があるが、ここではアーベル
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図 1: Beilinson箙
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図 2: ADHM箙

圏を考える立場を取る。アーベル圏があればその導来圏として三角圏が得られるので、

こちらの方がより詳しい情報を見ていることになる。

古典的な場合と同じく、非可換多様体のモジュライ理論には局所理論と大域理論があ

る。局所理論はアーベル圏の変形理論であり、非可換幾何の文脈において [LVdB05,

LVdB06℄ などによって追求された。ここでは、古典的な小平-Spen
er 理論において

H

�

(T

X

)が果たす役割が、アーベル圏のHo
hs
hildコホモロジーによって担われてい

る。一方、大域的なモジュライ空間の構成、特に、適当な安定性条件を導入してコンパ

クトなモジュライ空間をスキームとして構成することは、これまで為されて来なかった。

ある種の代数多様体の連接層の導来圏は、箙を用いて記述されることが知られてい

る。典型的な例はBeilinsonによるもので、P

2

上の連接層の導来圏を図1の箙に関係式
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を入れたものの表現の導来圏と同定する [Be��78℄。これによって、P

2

上の連接層のモジュ

ライ空間を調べる問題は、(少なくとも原理的には) 線形代数の問題に帰着される。こ

れと関連の深い重要な仕事に、S

4

上のインスタントン (あるいはP

2

上の枠付きベクト

ル束) の同型類が図2の箙に

[b
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℄ + ij = 0 (4)

という関係式を入れたものの表現の同型類と対応することを示した Atiyah-Drinfeld-

Hit
hin-Maninの結果がある [AHDM78℄。また、この関係式を変形したものと非可換多

様体上のインスタントンの関係が [NS98, NS07℄ において議論された。

ベクトル束が箙の表現と対応しているならば、空間は箙の関係式と対応していると

考える事は自然である。この考えに基いて、我々は箙の関係式のモジュライ函手を定

義し [AOUb, De�nition 3.5℄、それが代数的スタックで表現されることを示した [AOUb,

Proposition 3.6℄。

また、ある有限次元代数が関係付き箙で記述されている時に、代数の変形が必ず箙

の関係式の変形から来ること [AOUb, Proposition 5.1℄と、変形理論を司るHo
hs
hild

複体が高次の構造も込めて導来同値で不変であること [Kel, LVdB05℄から、局所的には

非可換代数多様体の変形は必ず箙の関係式の変形から来る。従って、箙の関係式のモ

ジュライは対応する非可換代数多様体のモジュライの良い近似を与えると期待される。

更に、我々は射影平面、2次曲面および3次曲面に対して、箙の関係式のコンパクト

なモジュライスキームを、幾何学的不変式論を用いることによって構成した。P

2

の導



来圏を記述する図1の箙に対しては、関係式のコンパクトなモジュライ空間は
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で与えられ [AOUb℄、量子情報理論において 3 qutritのSLOCC (sto
hasti
 lo
al oper-

ations and 
lassi
al 
ommuni
ation)同値類のモジュライ空間として研究されている
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と自然に同型になる [OUb℄．また、このモジュライ空間は [ATVdB90℄によって分類さ

れた非可換射影平面の双有理的なパラメトリゼーションを与える。

P

2

の連接層の導来圏を記述する箙は一通りではなく、Markov triple (すなわちDio-

phantus方程式a

2

+ b

2

+ 


2

= ab
を満たす自然数の3つ組 (a; b; 
)) と1対1に対応する

ことが知られている。Markov tripleの集合は3つのZ=2Zの自由積Z=2Z�Z=2Z�Z=2Z

と1対1に対応することが知られており、特に無限集合になる。異なる箙に対応する関

係式のモジュライ空間の間には 
anoni
alな (即ち、基底の取り方に依らない)同型が存

在し、しかもこの同型は完備例外列やポテンシャル付き箙(quiver with relation)の変

異 (mutation)と整合的である [OUa℄。

2次曲面の連接層の導来圏は箙
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によって記述され，関係式は C
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の 2次元部分空間になる．関係式のコンパ

クトなモジュライ空間は
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で与えられるが，これは量子情報理論において4 qubitのモジュライ空間として研究さ

れており，不変式環は次数2, 4, 4, 6の元で自由に生成される [LT03℄．また、このモジュ

ライ空間は [VdB11℄によって分類された非可換 2次曲面の双有理的なパラメトリゼー

ションを与える。

3次曲面の連接層の導来圏は箙
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によって記述され，関係式は i; j = 0; 1; 2の各々に対して，v

0;i

から v

2;j

への長さ 2の

道のなす3次元ベクトル空間の1次元部分空間たちからなる．関係式のコンパクトなモ

ジュライ空間は
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であり，8次元のトーリック多様体をなす [AOUa℄。非可換射影平面は可換な3次曲線

を因子として含むが、モジュライ空間M

rel

は非可換射影平面とその上の 3次曲線上の

6点の双有理的なパラメトリゼーションを与えている。
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