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概 要

傾斜対象を持つ代数多様体の連接層の導来圏は関係付き箙を用いて記述されるが，こ

の関係式を変形することで，代数多様体の可換とは限らない変形を調べることが出来る．

ここでは，Tarig Abdelgadir氏と大川新之介氏との共同研究に基いて，射影平面の非可換

変形と Beilison箙の関係式のモジュライ空間の関係について議論する．

The derived 
ategory of 
oherent sheaves on an algebrai
 variety admitting a tilting

obje
t is des
ribed in terms of a quiver with relations, and one 
an study not ne
essarily


ommutative deformations of the algebrai
 variety by deforming the relations. In this

pro
eeding, we dis
uss our joint work with Tarig Abdelgadir and Shinnosuke Okawa on

the relation between non-
ommutative proje
tive planes and moduli spa
e of relations

of the Beilinson quiver.

1 導入

箙 (quiver)とは有向グラフのことであり，形式的には

� 頂点 (vertex)の集合Q

0

� 矢印 (arrow)の集合Q

1

� 矢印の根本 (sour
e)と先端 (target)を対応させる写像 s; t : Q

1

! Q

0

からなる組Q = (Q

0

; Q

1

; s; t)として定義される．典型的な例としては，1つの頂点と 1つの矢

印からなる Jordan箙や，3つの頂点と 6本の矢印からなるBeilinson箙などがある．

任意の i = 1; : : : ; k � 1に対して s(a

i+1

) = t(a

i

) を満たす矢印の列 (a

k

; : : : ; a

2

; a

1

)を長さ

(length)が kの道 (path)と呼ぶ．また，各頂点 v 2 Q

0

に対し，vで始まって vで終わる長さ 0

の元 e

v

を考えて，これも道と呼ぶ．道の張るベクトル空間に

(a

k

; : : : ; a

1

) � (b

l

; : : : ; b

1

) =

(

(a

k

; : : : ; a

1

; b

l

; : : : ; b

1

) s(a

1

) = t(b

l

)

0 その他

(1.1)

で積を入れたものを道代数 (path algebra)と呼び，CQで表す．頂点に付随する長さ 0の道は

この代数の冪等元になる．箙Qとその道代数の両側イデアル I � CQの組 (Q; I)を関係付き

箙 (quiver with relations)と呼ぶ．例えば，Jordan箙の道代数は 1変数多項式環 C [x℄であり，
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図 1.1: Jordan箙
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図 1.2: Beilinson箙

その関係式は C [x℄のイデアルである．Beilison箙の道代数は有限次元の非可換環であり，その

関係式として

I

0

= (y

2

z

1

� z

2

y

1

; z

2

x

1

� x

2

z

1

; x

2

y

1

� y

2

x

1

) (1.2)

を考えると，三角圏の同値

D

b


ohP

2

�

=

D

b

mod CQ=I

0

(1.3)

が存在する [Be��78℄．より一般に，代数多様体Xが傾斜対象を持てば，ある関係付き箙 (Q; I)

と三角圏の同値

D

b


ohX

�

=

D

b

mod CQ=I (1.4)

が存在する [Bon89, Ri
89℄．この同値を用いて，X上のベクトル束のモジュライ空間 (より正

確には，偏屈連接層のモジュライ空間)を箙の表現を用いて記述できる．

それでは，X上のベクトル束ではなくX自身のモジュライ空間も箙の言葉を用いて書ける

のだろうか．射影平面に対しては，この問いは次のような答を持つ：

定理 1.1 ([AOUb℄).

1. 塩田の楕円モジュラー曲面の自然なコンパクト化 S(3)の Hesse 群 G

216

による商空間

M

n
P

2は非可換射影平面のコンパクトなモジュライ空間を与える．

2. Beilinson箙の関係式のコンパクトなモジュライ空間M

rel

= Gr

3

(C

3


 C

3

)== SL(C

3

) �

SL(C

3

) は P(6; 9; 12)と同型になる．

3. 自然な双有理射M

n
P

2

! M

rel

が存在して，M

n
P

2の有理直線を一点に潰し，その外側

では同型になっている．

2次曲面 [OUa℄や 3次曲面 [AOUa℄に対しても類似の結果が成り立つ．特に，3次曲面の場

合の箙の関係式のモジュライ空間は8次元のトーリック多様体 (P

2

)

9

==(C

�

)

18

になり，P

2

の一

般の位置にある 6点の配置空間を 4次元の局所閉部分スキームとして含んでいる．

2 非可換射影平面

準連接層のアーベル圏や連接層の導来圏の観点から見ると，代数多様体の変形を代数多様体

の範囲に限定して考えることは必ずしも自然ではない．圏の変形の接空間は 2次のHo
hs
hild

コホモロジーで与えられるが，Ho
hs
hild-Kostant-Rosenberg同型により，代数多様体Xの 2

次のHo
hs
hildコホモロジーは直和H

0

(�

2

T

X

)�H

1

(T

X

)�H

2

(O

X

) で与えられることが知ら

2



れている．この直和分解の第 2成分H

1

(T

X

)は小平-Spen
er理論により通常の (あるいは「可

換な」)変形の接空間になっているが，残りの 2つの成分H

0

(�

2

T

X

)とH

2

(O

X

)は代数多様体

の通常の意味での変形から来ない圏の変形の接空間になっており，それぞれ構造層を非可換に

する方向 (Poisson変形，あるいは狭義の非可換変形)および層の貼り合わせ条件を一般化する

方向 (gerbeへの変形) に対応している．

代数多様体の概念の拡張として，Artin-Zhang[AZ94℄は可換とは限らない次数付き結合代数

Aに対し

QgrA := GrA=TorA (2.1)

の形のアーベル圏を考えて，これを非可換射影多様体とみなすことを提案した．ここでGrA

はA上の次数付き右加群のなすアーベル圏で，TorAは上に有界な加群の余極限として与えら

れる加群たちのなす充満部分圏である．TorAが GrAの Serre部分圏なので，商圏QgrAも

アーベル圏になる．

次数付き環A =

L

1

n=0

が連結性A

0

= C を満たし，しかも右加群 C = A=A

>0

が

0! A(�3)! A(�2)

�3

! A(�1)

�3

! A! C ! 0 (2.2)

の形の射影分解を持つ時，3次元の 2次AS正則環 (quadrati
 AS-regular algebra of dimension

3)と呼ばれる [AS87℄．3次元の 2次 AS正則環の同型類は，P

2

の 3次曲線X，その自己同型

� 2 AutX，それにX上の次数 3の直線束 Lの組 (X; �; L)で適当な条件を満たすものの同型

類と 1体 1に対応する [ATVdB90℄．ここで組 (X; �; L)と (X

0

; �

0

; L

0

)は，同型写像' : X ! X

0

が存在してL

�

=

'

�

L

0

かつ' Æ � = �

0

'が成り立つ時に，同型であると定義される。

3次元の 2次AS正則環Aを用いてQgrAの形に書けるアーベル圏を非可換射影平面 (non-


ommutative proje
tive plane)と呼ぶ．非可換射影平面の同型はアーベル圏の同値として定義

される．2つのAS正則環AとA

0

が同型であれば対応する非可換射影平面QgrAとQgrA

0

は

同型になるが，逆は必ずしも成立しない．

非可換射影平面の同型類は，3 次元の 2 次 AS 正則 Z代数の同型類と 1 対 1 に対応する

[SvdB01℄．ここで，Z代数は次数付き環の拡張であり，その AS正則性も自然に定義される．

3次元の 2次 AS正則 Z代数の同型類は、P

2

の 3次曲線 X とその上の次数 3の直線束 2つ

の組 (X;L

0

; L

1

)で適当な条件を満たすものの同型類と 1対 1に対応する [BP93℄．ここで組

(X;L

0

; L

1

)と (X

0

; L

0

0

; L

0

1

)は，'

�

L

0

0

�

=

L

0

と '

�

L

0

1

�

=

L

1

を満たす同型 ' : X ! X

0

が存在する

時に，同型であると定義される．

3 3つ組のコンパクトなモジュライ空間

3次曲線のHesse族

S(3) := f((x : y : z); (t

0

: t

1

) 2 P

2

x:y:z

� P

1

t

0

:t

1

j t

0

(x

3

+ y

3

+ z

3

) + t

1

xyz = 0g ! P

1

t

0

:t

1

(3.1)

は，P

2

をHesse束 (Hesse pen
il)の基点 p

0

; : : : ; p

8

で爆発して得られる有理楕円曲面である:

S(3)

�

=

Bl

p

0

;:::;p

8

P

2

: (3.2)
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例外曲線は位数 3の点からなる切断を与える．SL

2

(Z)のレベル 3の主合同部分群を

�(3) = ker (SL

2

(Z)! SL

2

(Z=3Z)) (3.3)

とおくと，�(3)n Z

2

は

(
;m; n) : (�; z) 7!

�

a� + b


� + d

;

z +m� + n


� + d

�

: (3.4)

によって H � C に自然に作用するが，この作用による商を塩田の楕円モジュラー曲面と呼ぶ：

S

0

(3) := (H � C )=(�(3) n Z

2

)! X

0

(3) := H =�(3): (3.5)

Hesse族 S(3)は楕円モジュラー曲面 S

0

(3)の射影モデルになっている．Hesse群

G

216

:=

 

SL

2

(Z)n

�

1

3

Z

�

2

!,

(�(3)n Z

2

)

�

=

SL

2

(Z=3Z)n (Z=3)

2

(3.6)

の S

0

(3)への自然な作用は S(3)に延長され，爆発 (3.2)を通して P

2

の双有理自己同型を引

き起こす．この双有理自己同型が実は双正則であり，G
216

が AutP

2

�

=

PSL

3

(C ) の Hesse束

を束として保つ元たちからなる部分群に一致することが容易に分かる．S(3)の一般の点 pに

対し，(E

p

;O

E

p

(3p

0

);O

E

p

(3p))は [BP93℄によって 3次元の 2次 AS正則 Z代数に対応する．

ここで，p 2 S(3)の属する楕円ファイバーを E

p

で表した．S(3)の一般の 2点 p; q に対し，

(E

p

;O

E

p

(3p

0

);O

E

p

(3p))と (E

p

0

;O

E

p

0

(3p

0

);O

E

p

0

(3p

0

))が同型になるための必要十分条件は，あ

る g 2 G

216

に対して p

0

= g � pとなることである．このことから，

M

n
P

2

:= S(3)=G

216

(3.7)

が双有理的な意味で非可換射影平面の同型類をパラメトライズすることが分かる．Hesse群

の自然な射影 SL

3

(C ) ! PSL

3

(C ) による逆像をG

648

と書くと，3変数多項式環 C [x; y; z℄ の

G

648

による不変式環は次数が 6, 9および 12の不変式 I

6

; I

9

; I

12

によって自由に生成されている

[Mas89℄:

C [x; y; z℄

G

648

�

=

C [I

6

; I

9

; I

12

℄: (3.8)

4 関係式のコンパクトなモジュライ

頂点 v

0

から頂点 v

1

への矢印が張るベクトル空間と頂点 v

1

から頂点 v

2

への矢印が張るベク

トル空間をそれぞれ

V

1

:= spanfx

1

; y

1

; z

1

g; V

2

:= spanfx

2

; y

2

; z

2

g; (4.1)

とおくと，(1.2)の関係式 I

0

は V

1


 V

2

の 3次元部分空間である．関係付き道代数 CQ=I

0

の平

坦な変形は、I
0

を V

1


 V

2

の別の 3次元部分空間に変形することに対応する。関係付き道代数

CQ=I と CQ=I

0

が半単純代数 C

Q

0

= C e

v

0

� C e

v

1

� C e

v

2

上の代数として同型であることの必

4



要十分条件は，関係式 I と I

0

がGL(V

1

)�GL(V

2

)の自然な作用で移り合うことである．幾何

学的不変式論的商

M

rel

:= Gr

3

(V

1


 V

2

)== SL(V

1

)� SL(V

2

) (4.2)

を関係式のコンパクトなモジュライと呼ぶ．Grassmann多様体の幾何学的不変式論的な記述

Gr

3

(V

1


 V

2

)

�

=

P(V

0

� V

1

� V

2

)== SL(V

0

) (4.3)

に注意すると，この商空間は量子情報理論において 3 qutritの SLOCCモジュライ空間として

研究されている

P(V

0

� V

1

� V

2

)== SL(V

0

)� SL(V

1

)� SL(V

2

) (4.4)

と自然に同型になる [OUb℄．ただし，V

0

は 3次元のベクトル空間である．27変数多項式環

C [V

0


 V

1


 V

2

℄の SL(V

0

)� SL(V

1

)� SL(V

2

)による不変式環もやはり次数が 6, 9および 12の

不変式 J

6

; J

9

; J

12

によって自由に生成されている [Cha39℄:

C [V

0


 V

1


 V

2

℄

SL(V

0

)�SL(V

1

)�SL(V

2

)

�

=

C [J

6

; J

9

; J

12

℄: (4.5)

(3.8)と (4.5)の関係は，Vinberg [Vin76℄による次数付きLie環に付随する不変式論の特別な場

合になっている．

5 2次曲面および3次曲面

2次曲面の連接層の導来圏は箙

v

0

v

1

v

2

v

3

a

1

a

2

b

1

b

2

a

0

1

a

0

2

(5.1)

によって記述され，関係式は V

1


 V

2


 V

3

の 2次元の部分空間になる．関係式のコンパクトな

モジュライ空間は

M

rel

= Gr

2

(V

1


 V

2


 V

3

)== SL(V

1

)� SL(V

2

)� SL(V

3

) (5.2)

= P(V

0


 V

1


 V

2


 V

3

)== SL(V

0

)� SL(V

1

)� SL(V

2

)� SL(V

3

) (5.3)

で与えられるが，これは量子情報理論において4 qubitのモジュライ空間として研究されてお

り，不変式環は次数 2, 4, 4, 6の元で自由に生成される [LT03℄．

3次曲面の連接層の導来圏は箙

v

0;0

v

1;0

v

2;0

v

0;1

v

1;1

v

2;1

v

0;2

v

1;2

v

2;2

: (5.4)
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によって記述され，関係式は i; j = 0; 1; 2の各々に対して，v
0;i

から v

2;j

への長さ 2の道のなす

3次元ベクトル空間の1次元部分空間たちからなる．関係式のコンパクトなモジュライ空間は

M

rel

:= (P

2

)

9

==(C

�

)

18

(5.5)

であり，8次元のトーリック多様体をなす．P

2

を一般の位置にある 6点で爆発すると滑らかな

3次曲面を得るが，モジュライ空間M

rel

はこの 6点の配置空間を 4次元の局所閉部分スキーム

として含んでいる．
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