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Gを SL3(C)の有限部分群で，Gの C3への自然な作用が原点のみを固定点に

持つようなものとする．この時，商空間C3/Gはクレパントな特異点解消Xを持

ち，Xの例外因子に台を持つ連接層の導来圏Dbcoh0Xは，C3の原点に台を持つ

G同変な連接層の導来圏DbcohG
0 C3と三角圏として同値になる（[3]とその参考文

献を参照）：

Dbcoh0X ∼= DbcohG
0 C

3.

これをMcKay対応と言う．これは，標語的に言うと，特異点を持つ複素解析空

間C3/Gの幾何を調べる際に，単にその上の連接層（これは複素部分多様体や正

則ベクトル束の一般化である）を考えたのでは有限の射影的分解が取れないなど

の不都合が生じるので，クレパントな特異点解消Xを取ってその上の連接層を考

える方法や，割る前のC3の上でG同変に考える（これは商空間を軌道体として

考えることに相当する）などの方法があるが，導来圏まで行けばどちらも同じで

ある（三角圏として同値な圏を与える）ことを意味する．ここで導来圏を考える

のは本質的であり，アーベル圏のレベルでは coh0Xと cohG
0 C3は同値にならない．

さて，三角圏を使った定式化が本質的であるもう１つの例として，Kontsevich

[8]が 1994年の国際数学者会議で提出した次の予想がある：

予想 (ホモロジー的ミラー予想). 任意の 3次元Calabi-Yau多様体Mに対し，あ

る 3次元 Calabi-Yau多様体W が存在して，M の連接層の導来圏とW の深谷圏

の導来圏が三角圏として同値になる：

DbcohM ∼= DbFukW.

ここで，W の深谷圏とは，対象がW のLagrange部分多様体で，射がLagrange

部分多様体の FloerコホモロジーであるようなA∞圏であるが，これを定義する

ことは難しい問題である（[4]を見よ）．

このホモロジー的ミラー予想は，1994年の段階で既に存在した位相的ミラー予

想（これは任意の 3次元Calabi-Yau多様体M に対してある 3次元Calabi-Yau多

様体が存在して，それらのHodge数の間に

hi,j(M) = h3−i,j(W )

なる関係がある事を主張する）や，古典的ミラー予想（上のような組 (M, W )で，

さらにM の周期とW のGromov-Witten不変量の間に不思議な関係があるよう



なものの存在を主張する）などの背後にある最強の予想として提出されたもので，

三角圏を空間と思ってその幾何を研究するという全く新しい視点を提供する．こ

の予想は，McKay対応が連接層の導来圏を考える限りにおいてはC
3上でG同変

に考えることとC3/Gのクレパントな特異点解消の上で考えることの間に区別が

ないことを主張するように，ミラーをなす組 (M, W )においては，M の複素幾何

（連接層の導来圏）とW のシンプレクティック幾何（深谷圏の導来圏）を考えるこ

との間に区別はなく，一方における問題は他方の問題に置き換えて考えることが

できることを主張する．もちろんM の複素幾何的な問題が全てW のシンプレク

ティック幾何的な問題に翻訳できるわけではないし，逆にW のシンプレクティッ

ク幾何的な問題で対応するM の複素幾何的な問題が存在しないようなものもあ

るが，そういった問題は，合同変換で不変でない図形の性質がEuclid幾何におけ

る研究の対象にはなり得ないように，ホモロジー的ミラー的な意味では真に幾何

学的な問題ではないと考えられる．

ここで重要なのは，ミラー対称性によって問題の難しさが保存されないことで

あり，一方において困難な問題が他方では易しくなることによって，様々な応用

が期待される．これはMcKay対応でも同様で，例えばC3/Gのクレパントな特

異点解消のK群やその上のEuler形式（Extの次元の交代和）などが有限群Gの

表現論から容易に求まる（例えば [7]などを見よ）．

さて，McKay対応においてGがAbel群Aの時には，商空間C3/Aはトーリッ

ク多様体になる．一方，トーリック多様体に対しては Batyrev [2]，Givental [5]，

Hori-Vafa [6]などによって標準的な方法でミラーを作ることができる．従って，

このミラーの深谷圏と C3上の A同変な連接層の導来圏（これは上のMcKayに

よってC3/Aのクレパントな特異点解消Xの連接層の導来圏と言っても良い）と

の関係が自然に問題になる．

問題をより正確に定式化しよう．SL3(C)の有限Abel部分群は随伴作用によっ

て極大トーラスの中の

A =
{
diag(x, y, x−1y−1) ∈ SL3(C)

∣∣(xn, yn) ∈ 〈(ζa
a+b+1, ζ

b
a+b+1)〉

}

という形の部分群に移せる．ここで，a, b, nは自然数，ζa+b+1は 1の原始 a+ b+1

乗根，そして 〈(ζa
a+b+1, ζ

b
a+b+1)〉は (ζa

a+b+1, ζ
b
a+b+1)で生成されるZ/(a + b + 1)Zと

同型な (C×)2の部分群である．商空間C3/Aはトーリック多様体であり，扇と呼

ばれる組み合わせ論的な対象（R3の中の錐体の集合）によって完全に記述され

る．トーリック多様体に対する扇は SL3(Z)による作用の分の自由度があるので

一意には定まらないが，ここではC3/Aに対する扇として，扇の 1次元錐の生成

元の集合を {vi = (vi,1, vi,2, vi,3)}3
i=1 としたときに，任意の iに対して vi,3 = 1で

あり，かつ vi = (vi,1, vi,2) ∈ Z2とおいたときに，{vi}3
i=1を頂点とするR2の中の

三角形が原点を内点に含むようなものを取る．この「原点を内点に含む」という

仮定によって，孤立していない不動点を持つ n = 1かつ ab = 0の場合と，例外的

な場合として n = 2かつ a = b = 0の場合が排除される．上のような {vi}3
i=1とし



て，例えば n > 2かつ a = b = 0の時には

v1 = (n − 1,−1, 1), v2 = (−1, n − 1, 1), v3 = (−1,−1, 1)

が取れる．

さて，このようにトーリック多様体C3/Aに対する扇が与えられたとき，その

1次元錐の生成元の最初の 2つの成分への射影の集合 {vi}3
i=1を頂点とするような

R2の中の三角形を∆とおき，∆をNewton多角形とするような 2変数Laurent多

項式W (x, y) ∈ C[x±1, y±1] を 1つ選んで固定する．ここで，Laurent多項式

∑

i,j

ai,jx
iyj ∈ C[x±1, y±1]

のNewton多角形は，ai,j 6= 0となるような (i, j)たちのなす Z2の部分集合のR2

における凸包として定義される．この状況で，W が定義する写像W : (C×)2 =

SpecC[x±1, y±1] → CをC3/Aのミラーと呼ぶ．

W (x, y)の係数は「ミラーの複素構造」の変形のパラメータであり，C3/Aのク

レパントな特異点解消のシンプレクティック構造の変形に対応する．ここで，「ミ

ラーの複素構造」と括弧をつけた理由は，今の場合ミラーは普通の意味の空間で

はなく (C×)2上の関数W だからである．ここで例えばW のファイバーW−1(0)

に注目することにすると，W (x, y)の係数は普通の意味でW−1(0)の複素構造の

変形のパラメータになっている．以下ではW 側でシンプレクティック幾何を考え

るので，W (x, y)の係数としては（十分一般である限り）何を取っても良い．

この状況で，(C×)2に

ω =

√
−1

2

(
dx ∧ dx

|x|2 +
dy ∧ dy

|y|2
)

によって自然なシンプレクティック構造を入れると，

W : (C×)2 → C

は Seidel [12]の意味での完全Morseファイブレーションになる．ここで n次元

Kähler多様体Eから開Riemann面Sへの正則写像W が完全Morseファイブレー

ションであるとは，大雑把に言うと，EのKähler形式が完全形式（ここからE

は必然的に開多様体になる）であり，W が有限個の非退化な臨界点のみを持つ

（すなわち，W の臨界点と臨界値の周りでEとSの正則局所座標を適当に取って，

W = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
nとできる）ことを指す．

完全MorseファイブレーションW : E → Sにおいて，W の臨界値と交わらな

いような経路 c : [0, 1] → Sと，W の c(0)におけるファイバーの点 p ∈ W−1(c(0))

に対し，pから始まる cの持ち上げ c̃p : [0, 1] → Eが，EのKähler形式 ωを使っ

て，c̃pの微分が常にW のファイバーの接空間と ωに関して直交するという条件

によって定義される．



W の臨界点の集合に適当な順序を入れたものを (pi)
N
i=1 とし，W の正則値 t0

を 1つ選んで固定する．ここで，N はW の臨界点の個数である．さらに，i =

1, 2, . . . , Nに対して，Sの t0からW (pi)に至る滑らかな経路 ci : [0, 1] → Sで，し

かるべき性質を満たすもの（a distinguished set of vanishing pathsと呼ばれる．

例えば [1]を見よ）を選ぶと，対応する消滅サイクルたち (Ci)
N
i=1 が

Ci = {p ∈ W−1(t0) | lim
t→1

c̃p(t) = pi}.

によって定義される．これらの CiたちはW−1(t0)に ωの制限によってシンプレ

クティック構造を入れたとき，その Lagrange部分多様体になる．

さらに，全ての i = 1, . . . , N に対して，Ci の適当な次数付け（grading）（例

えば [11]を見よ）とスピン構造を 1つ選んで固定しておく．次数付けは Floerコ

ホモロジーの次数を定めるために，そしてスピン構造は概正則写像のモジュライ

空間の向き付けのために必要である．この時，完全Morseファイブレーション

W : E → Sの有向深谷圏（directed Fukaya category）と呼ばれるA∞圏（A∞圏

は通常の圏の拡張であり，射がコチェイン複体で，射の合成がコホモロジーのレ

ベルでしか結合的にならない）Fuk→W が次のようにして定まる：

• 対象の集合は消滅サイクルたちである：

Ob(Fuk→W ) = (C1, . . . , CN),

• CiとCjの間の射は

Fuk→W (Ci, Cj) =






0 i > j,

C · idCi
i = j,⊕

p∈Ci∩Cj
spanC{p} i < j

で与えられる．

• 正の自然数 k と 0 ≤ i0 < i1 < · · · < ik ≤ N なる消滅サイクルの列

Ci0 , . . . , Cik，それにそれらの間の射の集合 pl ∈ Cil−1
∩Cil , l = 1, 2, . . . , kに

対し，射の合成mkは

mk(p1, . . . , pk) =
∑

p0∈Ci0
∩Cik

#Mk+1(Ci0 , . . . , Cik ; p0, . . . , pk)p0

で与えられる．

ここで，#Mk+1(Ci0, . . . , Cik ; p0, . . . , pk)は以下を満たす組 ((D2, (z0, . . . , zk)), ϕ)

のモジュライ空間Mk+1(Ci0, . . . , Cik ; p0, . . . , pk)の安定コンパクト化の元の個数

である（モジュライ空間の仮想次元が零でないときは 0とする）：(D2, (z0, . . . , zk))

は閉円盤D2 = {z ∈ C | |z| ≤ 1}とその境界 ∂D2の上の反時計回りに並んだ k +1



個の点の組で，ϕ : D2 → W−1(0)は ϕ(∂lD
2) ⊂ Cil 及び ϕ(zl) = pl を任意の l

に対して満たす正則写像であり，組 ((D2, (z0, . . . , zk)), ϕ)の自己同型群は有限で

ある．ここで l = 0, 1, . . . , kに対し，zlと zl+1で挟まれた ∂D2の区間（ただし，

zk+1 = z0とする）を ∂lD
2とおいた．詳しくは [4]，[12]，[13]などを見よ．標語

的に言うと，深谷圏における射の合成（あるいは Floerコホモロジーの積といっ

ても同じことだが）は概正則円盤の数え上げで得られる．

「有向」と呼ぶのは，対象の集合に順序が入っていて，i > jならばFuk→W (Ci, Cj) =

0であることによる．Seidel [12] は消滅サイクルのdistinguished basisの取り替え

による有向深谷圏Fuk→W の変化がRudakovら（[9]を見よ）の意味でのmutation

であることを示した．特に，有向深谷圏の導来圏は消滅サイクルの distinguished

basisの取り方によらずに定まる．

さて，W : (C×)2 → Cが C3/Aのミラーの時，適当に臨界値と消滅サイクル

を選ぶと，Fuk→W はA∞圏としての高次の演算を持たず，単に次数付き圏にな

る事が分かる．この圏がDbcohA
0 C3 （あるいはC3/Aのクレパントな特異点解消

X に対して，Dbcoh0X と言ってもよいが）と密接に関係していることを期待し

たいのだが，DbcohA
0 C3は有向ではない．それどころか，Serre双対性によって，

DbcohA
0 C3の任意の 2つの対象 E とF と任意の整数 kに対して

Extk(E ,F) ∼= (Ext3−k(F , E))∨

が成り立つ．ここで，(•)∨ は相対ベクトル空間を表す．そこで，Fuk→W から

DbcohA
0 C3と同値な圏を構成するために，Seidel [10]，(10a)にある trivial extension

という概念を使う．これは一般に，

i > jの時 Ext∗(Ci, Cj) = 0

を満たす有向（あるいは「Fano的」な）圏と自然数 dから，射の集合を 2倍にす

ることによって

Extm(Ci, Cj) = (Extd−m(Cj, Ci))
∨

を満たす「d次元Calabi-Yau的」な圏を作る手法であり，これによって Fuk→W

を拡大したものを FukW と呼ぶ．この時，次が成り立つ：

定理 1. 上の状況で，三角圏の同値

DbcohA
0 C

3 ∼= DbFukW

が存在する．

証明は具体計算による．方針はどの場合も同じなので，a = b = 0の場合を説

明する．この時，W としては

W =
xn−1

y
+

yn−1

x
+

1

xy



が取れる．このW の臨界点は

xn = yn =
1

n − 2

を満たす n2個の点であるが，これらに名前をつけて，0 ≤ i, j ≤ n − 1に対し

pi,j =

((
1

n − 2

)1/n

ζj
n,

(
1

n − 2

)1/n

ζ i−j
n

)
,

但し ζn = exp[2π
√

1/n]，とおくと，対応する臨界値は

W (pi,j) =
n

(n − 2)1−2/n
ζ−i
n

となる（図 1）．ここで原点がW の正則値なので，t0 = 0を基点に取り，臨界点の

添字集合 {(i, j)|0 ≤ i, j ≤ n−1}に i > kまたは i = kかつ j > lの時 (i, j) > (k, l)

という順序（辞書式順序）を入れて，ci,jを基点 t0から臨界値W (pi,j)までの直線

として定義する（図 1）．

W の基点 t0 = 0でのファイバーW−1(0)は Fertmat型の代数曲線

W−1(0) = {(x, y) ∈ (C×)2|xn + yn + 1 = 0}

であり，第 2成分への射影

π : W−1(0) → C×

∈ ∈

(x, y) 7→ y

によって，C×の n点 {y ∈ C×|yn + 1 = 0}で分岐する n重被覆として表せる．

消滅サイクル Ci,j の πによる像 π(Ci,j)は，任意の j, k = 0, . . . , n − 1に対し

π(Ci,j) = π(Ci,k)となって iにしかよらないので，これをCiで表す（図 2を見よ．

ここで白丸は原点，黒丸は πの分岐点である）

W のファイバーW−1(0)は，πの分岐点から無限遠点までカットを入れたC×

のコピーを n枚用意して，分岐点の周りを反時計回りに一周するとき，カットを

横切ると j番目のシートから j + 1番目のシートに移るように張り合わせたもの

になっている．この見方で消滅サイクルCi,jの周辺を拡大したものが図 3である．

細かい点線はカットであり，実線は消滅サイクルの j番目のシートに乗っている

部分を，そして粗い点線は j + 1番目のシートに乗っている部分を表している．

一方，DbcohA
0 C3は n2個の生成元 {Ei,j}n−1

i,j=0を持つ．ここで，Ei,j は原点の構

造層O0と ρi,j(1, 0) = ζ i
n，ρi,j(0, 1) = ζj

nで定まる (Z/nZ) × (Z/nZ)の既約表現

ρi,j : (Z/nZ) × (Z/nZ) → C×のテンソル積O0 ⊗ ρi,j である．O0をKoszul分解

することによって，

Extm(Ei,j, Ek,l) = HomA(∧mρNat ⊗ ρi,j, ρk,l)
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を得る．ここで，ρNatは包含写像A ↪→ SL3(C)が定めるAの 3次元表現であり，

∧mρNatはそのm次外積表現を表す．これから，k = 0, 3に対して

Extk(Ei,j, Ek,l) =

{
C i = k, j = lの時，

0 その他，

であり，k = 1に対して

Ext1(Ei,j, Ek,l) =

{
C (k, l) = (i + 1, j), (i, j + 1), (i − 1, j − 1)の時，

0 その他，

k = 2に対して

Ext2(Ei,j, Ek,l) =

{
C (k, l) = (i − 1, j), (i, j − 1), (i + 1, j + 1)の時，

0 その他，

となる．

一方，図 3から読み取れるように，ミラー側では (i, j) 6= (k, l)なる i, j, k, l =

0, . . . , n − 1に対し，Ci,jとCk,lが交わるのは

(k, l) = (i − 1, j − 1), (i − 1, j), (i, j − 1), (i, j + 1), (i + 1, j), (i + 1, j + 1)

の時であり，これら全ての場合において交点はただ 1点である．ここで，有向

深谷圏 Fuk→W における２つの対象の間の射は消滅サイクルの交点を基底とす

るベクトル空間であることを思い出すと，DbcohA
0 C3と FukW の間で，対象の対

応を i, j = 0, 1, . . . , n − 1に対して Ei,j と Ci,j が対応するようにつけると，これ

によって射の集合もきちんと対応することが分かる．Fuk→W における射の合成

は，2次元の円盤からW−1(0)への概正則写像で，境界が消滅サイクルに移るよ

うなものを数え上げて得られるが，今の場合，W−1(0)が実 2次元なので，この

数え上げはW−1(0)の上での Ci,j たちを境界とする「塗り絵」になる．図 3で

斜線を付けた 2つの領域は Fuk→W における m2 の計算に現われる概正則三角

形であり，それぞれ pi,j ∈ Fuk→(Ci,j−1, Ci,j)と qi,j ∈ Fuk→(Ci,j, Ci+1,j)の合成

が ri,j ∈ Fuk→(Ci,j−1, Ci+1,j)になること，および si,j ∈ Fuk→(Ci−1,j−1, Ci,j−1)と

pi,j ∈ Fuk→(Ci,j−1, Ci,j)の合成が ti,j ∈ Fuk→(Ci−1,j−1, Ci,j)になることを符合を除

いて示している．符合は消滅サイクルのスピン構造から決まり，スピン構造とし

て自明でないものを取ると，上の 2つの積の一方は正，他方は負になることが分

かり，DbcohA
0 C3における Extの米田積と一致する．

注意．Fuk→W を拡大した圏 FukW は，

Y = {(x, y, z, w) ∈ (C×)2 × C
2|W (x, y) − zw = 0}

で定義される複素 3次元空間 Y の「普通の意味の」（つまり，有向ではない）深

谷圏と次のようにして一致すると期待される：写像 Y 3 (x, y, z, w) 7→ zw ∈ Cの



t ∈ CにおけるファイバーはW−1(t) ∈ (C×)2とQt = {(z, w) ∈ C2|zw = t}の直
積である．W−1(t)は tがW の臨界値W (pi,j)の時に特異点を持ち，Qtは t = 0の

時に特異点を持つ．従って，t平面で t = 0からW の臨界値への道を選んで，その

道に沿ってQtの消滅サイクルとW の消滅サイクルの直積を並べると，区間 [0, 1]

上の S1 × S1束で，区間の境界 0の上では片方の S1が，境界 1の上ではもう一

方の S1が潰れているようなものが出来る．この [0, 1]上の S1 × S1束の全空間は

S3と同相になり，しかも Y の適当なシンプレクティック構造に関して Lagrange

部分多様体になる．こうしてW の消滅サイクルたちから Y の Lagrangian S3た

ちが作られるが，作り方からこれらの Lagrangian S3たちは z = w = t = 0の上

でしか交わらない．さらに，これらの Lagrangian S3たちを境界に持つ概正則円

盤は必ずW−1(0)×{(0, 0)}に含まれる．何故なら，概正則円盤の (x, y)成分への

射影とW の合成写像による像は Cへの概正則円盤になるが，Lagrangian S3た

ちのこの合成写像による像は原点でしか交わらないので，最大値の原理によって

定数でなければならないからである．あとは (z, w)成分への射影に対して同じ議

論をして，概正則円盤の (z, w)成分が定数であることを見れば良い．このように

して，W の消滅サイクルから来る Lagrangian S3たちを対象の集合とする Y の

深谷圏は Fuk→W の 3次の trivial extensionになっていることが期待される．
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