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概 要

平面の中の与えられた格子領域を大きさ 1� 2の長方形で隙間無く埋めること
をドミノによるタイル張り（domino tiling）と言う．例えば、領域として大きさ2� 3の長方形を取ると、３通りのドミノによるタイル張りが可能である．このド
ミノによるタイル張りの、領域を大きくする極限の話題から初めて、Laurent多項
式に対して定まるMahler測度と呼ばれる量に関する紹介をしたい．1 ドミノによるタイル張り(m;n) 2 Z2に対し、Tmnを (m;n); (m+1; n); (m;n+1); (m+ 1; n+ 1) 2 R2 を頂点

とする R2 の中の辺の長さが 1の正方形とする．Z2の部分集合�に対し、R(�) := [(m;n)2� Tmn
を �が定める格子領域と呼ぶ．つまり、格子領域とは格子点を頂点とし、辺が常に x
軸または y軸に平行な多角形で囲まれるような R2 の領域のことである．R(�)が連結
でない場合には各連結成分ごとに議論すれば良いので、以下ではR(�)は常に連結で
あると仮定する．格子領域Rを大きさが 1 � 2の長方形で隙間無く覆うことをドミノ
によるタイル張り（domino tiling）と言い、その場合の数をZ(R)で表す．Z(R)を分
配関数（partition funtion）、logZ(R)をエントロピー（entropy）と呼ぶ．例えば、� = f(0; 0); (1; 0); (2; 0); (0; 1); (1; 1); (2; 1)gの時、そのドミノによるタイル張りは 3通
りある（図 1）．
もう少し一般の領域として、自然数 nに対して大きさが 2� nの長方形領域Rnを考

え、この領域のドミノによるタイル張りの場合の数 Zn = Z(Rn)の nを大きくしたと
きの漸近挙動を調べよう．Rnの左上のマスにはドミノを縦向きに置くか横向きに置く
かで 2通りの選択肢があるが、ここにドミノを縦に置いたときの残りの領域はRn�1と
一致するので、Rnの左上のマスにドミノを縦向きに置く場合の数は Zn�1である．一
方、同じ場所にドミノを横向きに置くと、左下のマスにはドミノを横向きに置くしか

ないので、残りの領域はRn�2になる．こうして、有名な Fibonai数列の漸化式Zn = Zn�1 + Zn�21



図 1: 大きさ 2� 3の矩形領域とそのドミノによるタイル張り
を得る．最初の数項はZ1 = 1; Z2 = 2; Z3 = 3; Z4 = 5; Z5 = 8; Z6 = 13; : : :
一般項は Zn+2 = 1�� � f2(�n+1 � �n+1)� ��(�n � �n)g
である．ただし、 � = 1 +p52 ; � = 1�p52
とおいた．従って、ドミノ 1個当たりのエントロピーの極限はlimn!1 logZnn = log 1 +p52 ! � 0:481212 (1)
となる．2 Kasteleynの定理
さて、より一般の格子領域に対してエントロピーを計算し、その漸近的な振る舞い

を調べたい．そのために有用なのがKasteleyn行列の方法である．まず、格子領域Rに
対し、その双対グラフ（dual graph）をGとおく．ここで、G = (V;E)がグラフであ
るとは、V が集合であり、E � V (2)は V の 2次の対称積の部分集合であることを指す．
但し、V の 2次の対称積 V (2)は、直積 V � V を、2つの成分の置換 (v1; v2) 7! (v2; v1)
で生成されるZ=2Zの作用で割ったものである．この時、V の元をGの頂点、Eの元
をGの辺と呼ぶ．(v; w) 2 V � V に対し、これの代表する V (2)の元を fv; wgで表す．fv; wg 2 Eの時、2つの頂点 vと wは辺で結ばれているといい、またこの時、vと w2



を辺 fv; wgの端点と呼ぶ．Z2の部分集合�で指定される格子領域R(�)の双対グラフ
は、頂点の集合が�であり、２つの頂点 (m;n)と (k; l)は対応する正方形 Tmnと Tklが
隣接している（すなわち、jm� nj = 1かつ k = l、またはm = nかつ jk � lj = 1）時
に辺で結ばれているとして定義される．G = (V;E)を頂点の集合 V が有限であるようなグラフ、n = #V をその頂点の個
数とする．頂点に適当な番号を付けて V = fv1; v2; : : : ; vngとおくと、Gの隣接行列
（adjaeny matrix）と呼ばれる n次の正方行列M がMij = (1 viと vjが辺で結ばれている時;0 その他

で定まる．

格子領域Rに対し、その双対グラフの隣接行列の成分に重みを付けたものK(R)を(K(R))ij = 8>><>>:1 viと vjが水平な辺で結ばれている時;p�1 viと vjが垂直な辺で結ばれている時;0 その他

で定義し、格子領域Rに対するKasteleyn行列と呼ぶ．PSfrag replaements 11 22 34
図 2: 格子領域R1; R2とその双対グラフの頂点の番号付け

例えば、格子領域R1; R2の双対グラフの頂点に図 2にあるように番号を付けると、
対応するKasteleyn行列は K(R1) =  0 p�1p�1 0 ! ;

K(R2) = 0BBB� 0 p�1 1 0p�1 0 0 11 0 0 p�10 1 p�1 0 1CCCA
となる．

次の定理はKasteleynによる [12℄： 3



定理 1 (Kasteleyn). Rを単連結な格子領域、K(R)を対応する Kasteleyn行列とす
ると、 Z(R) =pj detK(R)j:
証明．格子領域Rに対し、その双対グラフG(R)は頂点を適当に塗り分けることに

よって常に 2色グラフ（bipartite graph）にできる．ここで 2色グラフとは、グラフで
あって、頂点の集合 V が V = V1`V2と２つの非連結和に分解されていて、全ての辺
は V1と V2の元を結んでいる（すなわち、V1の元どうしや V2の元どうしを結んでいる
辺は存在しない）ものを指す．例えば、大きさ 3� 4の矩形領域の双対グラフは、図 2
の様にして 2色グラフになる．ここで、V1に属する頂点を白丸で、V2に属する頂点を
黒丸で表した．

図 3: 大きさ 3� 4の矩形領域の双対グラフ
さて、Rのドミノによるタイル張りは、次のようにして定義されるG(R)のダイマー

配置（dimer on�guration）と 1対 1に対応する：グラフGの辺の集合Eの部分集合Dがダイマー配置であるとは、任意のGの頂点 v 2 V に対して、vを端点として持つDの元がただ一つ存在することを言う．Rのドミノによるタイル張りが与えられたと
き、G(R)の辺の集合で、ドミノの境界と交わらないものをDとおくと、Dはダイマー
配置になる（図 2）．ちなみに、ダイマーとは二量体を指す化学用語である（単量体だ
とモノマー，重合体だとポリマーになる）．上のような対象は、ダイマーの非常に単純

化された統計力学的な模型と考えることができる．

図 4: ドミノによるタイル張りと双対グラフのダイマー配置の対応
ドミノによるタイル張りが可能であるためには、V1と V2に属する頂点の数が同じで

なければならない．この数を nとおき、G(R)の頂点に、v1から vnが V1の元で、vn+14



から v2nが V2の元であるように番号を付けると、対応するKasteleyn行列はK(R) =  0 K(R)K(R) 0 !
の形になる．ここで、K(R)は n次の正方行列であり、0は n行 n列の零行列である．
従って、 jdetK(R)j = ��detK(R)��2
となる．さて、G(R)のダイマー配置Dから、i = 1; : : : ; nに対し、viを頂点として含
む辺でDに属するもののもう一方の頂点を v�(i)+nと定めることによってSnの元を定
めることができる．これによってダイマー配置のなす集合はSnの部分集合になるが、K�(R) = sgn � K1�(1)(R) � � �Kn�(n)(R)
とおくと、Kasteleyn行列の定義から、��K�(R)�� = (1 � 2 Snがドミノによるタイル張りに対応する時、0 � 2 Snがドミノによるタイル張りに対応しない時、
となる．一方、任意の単連結な格子領域のドミノによる任意の 2つのタイル張りは、大
きさ 2 � 2の正方形領域のタイル張りに対する図 2に示したような操作の繰り返しに
よって互いに移り合う．

図 5: 大きさ 2� 2の正方形領域のタイルの張り替え
しかも、この操作によってK�(R) が変わらないことは容易に確かめられるので、Z(R) = X�2Sn ��K�(R)�� = �����X�2SnK�(R)����� = ��detK(R)�� =pj detK(R)j

を得る．3 矩形領域のエントロピー

さて、この Kasteleynの定理を使って大きさがm � nの矩形領域 Rm;nのエントロ
ピーを計算しよう．この時、Kasteleyn行列はmn行mn列の正方行列になり、その5



((s; t); (u; v))成分K(s;t);(u;v)はK(s;t);(u;v) = 8>><>>:1 js� uj = 1かつ t = vの時;p�1 s = uかつ jt� vj = 1の時;0 その他;
となる．K 2 End(C m 
 C n)を、C m 
 C n の標準的な基底 eu 
 evと es 
 etの間の行
列要素がK(s;t);(u;v)であるような線形写像とする．ここで、整数 jと kに対しベクトルfjkを fij = mXu=1 nXv=1 sin �jum+ 1 sin �kvn+ 1eu 
 ev
で定めると、これはKasteleyn行列の固有ベクトルになる：Kfjk = �2 os j�m+ 1 + 2p�1 os k�n+ 1� fjk:ffjkgj=1;:::;mk=1;:::;nが C m 
 C n の基底になるので、detK = mYj=1 nYk=1�2 os j�m + 1 + 2p�1 os k�n + 1�
となる．これから、ドミノ一個当たりのエントロピーの極限はlimm;n!1 12nm logZ(Rm;n) = limm;n!1 14nm log j detKj= limm;n!1 14nm mXj=1 nXk=1 log ����2 os j�m+ 1 + 2p�1 os k�n + 1����= limm;n!1 14nm mXj=1 nXk=1 log ����exp[ j�m + 1p�1℄ + exp[� j�m + 1p�1℄+ exp[ k�n+ 1p�1℄ + exp[� k�n + 1p�1℄����= 14 Z 10 d� Z 10 d� log ���(ep�1�� + e�p�1��) +p�1(ep�1�� + e�p�1��)���= 116 Z 1�1 d� Z 1�1 d� log ���(ep�1�� + e�p�1��) +p�1(ep�1�� + e�p�1��)���
となる．ここで、 x = ep�1��; y = p�1ep�1��
とおくと、 d� = 1�p�1 dxx ; d� = 1�p�1 dyy6



より、limm;n!1 1nm logZ(Rm;n) = � 116�2 Zjxj=1 dxx Zjyj=1 dyy log ����x + 1x + y � 1y ����= � 116�2 Zjxj=1 dxx Zjyj=1 dyy log ����(x+ 1)2x + (y � 1)2y ����= � 116�2 Zjxj=1 dxx Zjyj=1 dyy log ����(x+ 1)2x + (y + 1)2y ���� (2)(3)
となる．4 高さ関数

さて、より一般に、矩形とは限らない格子領域のドミノによるタイル張りの数の漸

近挙動を調べたい．そのために重要なのが、ドミノによるタイル張りから定まる高さ

関数（height funtion）の概念である [18℄, [3℄, [13℄．Rを格子領域とし、対応する双対
グラフを 2色に塗り分ける仕方（2通りある）が 1つ指定されているとする．この時、Rのドミノによるタイル張りと、Rの高さ関数と呼ばれる Rの格子点の集合 e�から
整数の集合Zへの写像の同値類が 1対 1に対応する．ここで、格子領域Rの格子点と
は、Rの境界または内部にある格子点を指す．格子領域Rが有限集合 � � Z2によっ
てR = R(�)と表されているとき、格子点の集合はe� = [(m;n)2�f(m;n); (m+ 1; n); (m;n+ 1); (m+ 1; n+ 1)g
となる．関数 h : e�! Zが高さ関数であるとは、隣接する格子点 u; v 2 e�に対し、h(v)� h(u) = (�1 または 3, 辺 uvの左側の面が白色の時、1 または �3, 辺 uvの左側の面が黒色の時、
であり、しかも jh(v)� h(u)j = 1; 辺 uvがRの境界に属する時、
を満たすことを指す．ここで、辺 uvの左側の面とは、uを下、vを上と思ったときに
左側に来る面を指す．2つの高さ関数 h; h0 : e�! Zが同値であるとは、ある整数 k 2 Z
が存在して、任意の p 2 e�に対して h(p)� h0(p) = kが成り立つことを指す．Rの格子
点の上の高さ関数 hに対して、対応するドミノによるタイル張りを、jh(v)� h(u)j = (1; 辺 uvがドミノの境界になる時、3; 辺 uvをドミノが横切る時、 (4)
を満たすように定義すると、この対応でRのドミノによるタイル張りとRの格子点の
上の高さ関数の同値類が 1対 1に対応する（図 4）．7
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図 6: ドミノによるタイル張りと高さ関数の対応5 高さ関数とConwayのタイル張り群
さて、ここでThurston [18℄による高さ関数の取り扱いを紹介しよう．有限生成な群Gとその生成元 g1; g2; : : : ; gnが与えられたとき、Gの g1; g2; : : : ; gnに関するCayleyグ

ラフと呼ばれる有向グラフで、辺にn個の色が付いたもの�(G) = (V;E1; : : : ; En)が次
のように定義される：頂点の集合はG自身（すなわち V = G）であり、i = 1; 2; : : : ; n
と (g; h) 2 V � V に対し、 h = ggi
となるとき gから hに向かう i番目の色の辺が存在する（すなわち (g; h) 2 Ei）．ここ
で、G = (V;E)が有向グラフであるとは、V が集合でEが V �V の部分集合であるこ
とを指す．この状況で、2つの v; w 2 V に対し、(v; w) 2 Eならば vから wに向かう
辺が存在するという．さらに、辺の集合EがE = E1aE2a � � �aEn
と共通部分を持たない和集合に分割されているとき、辺が n色に色分けされていると
いう．群GのCayleyグラフ �(G)は生成元 g1; g2; : : : ; gn 2 Gの取り方に依存する．
任意の g 2 Gに対し、それが定義するCayleyグラフ �(G) = (V;E1; : : : ; En)の変換V 3 h 7! gh 2 V;E 3 (k; h) 7! (gk; gh) 2 E;

は �(G)の自己同型なので、GはG自身のCayleyグラフに作用し、しかもこの作用は
頂点の集合に対して推移的である（つまり、群のCayleyグラフは常に等質グラフにな
る）．また逆に、この性質は群のCayleyグラフを特徴づける：nを自然数とし、ある
有向グラフ �の辺が n色に塗り分けられていて、任意の i = 1; 2; : : : ; nと任意の �の
頂点 gに対し、gから出る辺で i番目の色を持つものがただ一つ存在する時、このグラ
フが適当な群Gとその適当な生成元 g1; g2; : : : ; gn 2 Gに対する Cayleyグラフである
ことの必要十分条件は、�の任意の２つの頂点 g; hに対し、gを hに移すような�の自
己同型が存在することである． 8



ここで、Gがさらに有限表示である（つまり、g1; g2; : : : ; gnからなる有限個の語（す
なわち、g1; g2; : : : ; gnで生成される自由群の元）R1; R2; : : : ; Rkがあって、GがG = hg1; g2; : : : ; gn j R1 = 1; R2 = 1; : : : ; Rk = 1i
と表示されている）と仮定すると、Gの g1; g2; : : : ; gnに関する Cayleyグラフ �(G)の
語R1; R2; : : : ; Rkに対応するサイクルに 2次元の円盤を張り付けることによって、2次
元の複体 �2(G)を作ることができる．�(G)のループに対応するGの元は単位元なの
で、必ずR1; R2; : : : ; Rkの積で与えられ、このことから複体 �2(G)は単連結であるこ
とが分かる．

さて、Z2の生成元 g1 = (1; 0); g2 = (0; 1)に対応するCayleyグラフ �(Z2)は、Z2の
隣接点を左から右、下から上に結んだ有向グラフになる（図 5）．Z2の生成元 g1; g2の
間の関係式は R1 = g1g2g1�1g2�1
で与えられ、対応する �2(Z2)は R2 と同相になる．

PSfrag replaements g1g2
図 7: Z2に対するCayleyグラフ

ここで、単連結な格子領域Rを与えると、その境界 �Rをなぞることによって自由群F = hg1; g2iの元B(R)が定まる．この境界 �Rが閉曲線であることから、射影F ! Z2
によるB(R)の像が単位元 0 2 Z2であることが分かる．ここで、Rが 1つのドミノで
覆われる領域の時、B(R)はこのドミノが縦に置かれているか横に置かれているかに
よって D1 = g1g22g1�1g2�2
または D2 = g12g2g1�2g2�19
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図 8: ドミノ 1個で覆われる領域
となる（図 5）．
ここで、ドミノ群Dを、g1と g2で生成される自由群を関係式D1とD2で割った群

として導入する： D = hg1; g2 j D1 = 1; D2 = 1i
この時、与えられた格子領域Rがドミノによるタイル張りを持つための必要条件は、Rの境界から定まる語B(R)がDで単位元に等しいことである．また、格子領域のド
ミノによるタイル張りに限らず、より一般のCayleyグラフの中の与えられた領域が適
当な図形によってタイル張りされるための必要条件が、その領域の境界から定まる語

が、タイル張りに使う図形から定まる群（これをConwayのタイル張り群（Conway'stiling group）という）において単位元になることとして与えられる．
このドミノ群 Dを使うことによって、高さ関数を次のように理解することができ

る．Z2はDの商群なので、自然な射影 � : D ! Z2が存在し、これを Cayleyグラフ
に持ち上げることによって、Dの g1; g2に関するCayleyグラフ �(D)から Z2の g1; g2
に関する Cayleyグラフ �(Z)への自然な射影が存在する．�の核は g1g2g1�1g2�1で生
成されており、Zと同型なので、�(D)の頂点は �(Z)の頂点 (m;n)と Zの元 kの組(m;n; k) 2 Z3として与えられる．ここで、�(Z2)の 2色グラフとしての構造を 1つ選
んで固定する（辺ではなく頂点を色分けする）．この時、�(D)の頂点 (m;n; k)から出
る 2本の辺は、(m;n)が白い頂点の時、g1に対応する (m+ 1; n; k + 1)に向かう辺と、g2に対応する (m;n + 1; k � 1)に向かう辺からなり、(m;n)が黒い頂点の時、g1に対
応する (m+ 1; n; k� 1)に向かう辺と、g2に対応する (m;n+ 1; k+ 1)に向かう辺から
なる．この状況で、格子領域Rのドミノによるタイル張りは、Rに対応する �(Z2)の
部分グラフG0(R) = R\�(Z2)（これはRの双対グラフG(R)とは異なることに注意）
の上での �の切断（すなわち、写像 h : G0(R) ! ��1(G0(R)))で、合成 � Æ hがG0(R)
の恒等写像になるもの）と 1対 1に対応している．この hがドミノによるタイル張り
に対応する高さ関数である．また、高さ関数のこのThurstonによる解釈は、ドミノと
は限らないより一般の図形によるタイル張りにも一般化することができ、重要である．
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6 高さ関数の漸近挙動と変分原理

高さ関数は、ドミノの配置という組み合わせ論的な量を格子点上の関数というより

扱いやすい量に置き換えることによって、矩形とは限らない一般の領域のドミノによ

るタイル張りの漸近挙動を調べる基本的な道具を提供する．例えば、ドミノによるタ

イル張りが 2つ与えられたとき、その間の距離というものをどうして定義すればいい
かはあまり明らかではないが、高さ関数の観点からは、対応する 2つの高さ関数の差
の最大値を取ることが自然であると考えられる．

さて、「ドミノによるタイル張りの漸近挙動」という言葉で何を指すのかを明確にし

よう．RをR2の領域で、その境界 �Rが区分的に滑らかな単純閉曲線であるものとし、
さらにRの境界 �R上の 2-Lipshitz関数hb : �R ! R
で、R上の2-Lipshitz関数に拡張できる（すなわち、R上の2-Lipshitz関数h : R ! R
で境界 �Rへの制限 hj�Rが hbと等しいものが存在する）もの（このような hbをRの
漸近境界高さ関数（asymptoti boundary height funtion）と呼ぶ）が 1つ固定されて
いるとする．ここで、R2 の部分集合 S上の実数値関数 h : R ! R が 2-Lipshitz関数
であるとは、Sの開円盤による被覆が存在して、その被覆に属する任意の開円盤U に
対して、(x1; y1); (x2; y2) 2 U \ Sならばjh(x1; y1)� h(x2; y2)j � 2max(jx1 � x2j; jy1 � y2j)
が成り立つことを指す．

この時、適当な自然数 nに対し、大きさを 1=n倍した格子 (1=nZ) � (1=nZ)を考
え、その上の単連結な格子領域Rを取る．以下、格子領域には常に白と黒の市松模様
（hekerboard pattern、双対グラフの頂点を 2色に塗り分けると言っても同じことで
ある）が指定されているとする．ここで、組 (P; hP )が部分高さ関数（partial heightfuntion）であるとは、P がRの格子点の部分集合であり、hP は P 上の整数値関数hP : P ! Z
であって、P に属する 2つの格子点 u; v 2 P が隣接している時、hP (v)� hP (u) = (�1 または 3, 辺 uvの左側の面が白色の時、1 または �3, 辺 uvの左側の面が黒色の時、
を満たすことを指す．特に、P がRの境界 �Rの上にある全ての格子点の集合PBの時
に、(PB; HB)が部分高さ関数になるようなHBをRの境界高さ関数（boudary heightfuntion）と呼び、P がRの上の全ての格子点の集合 e�である時、(e�; H)が部分高さ
関数になるようなHをRの完全高さ関数（omplete height funtion）と呼ぶ．Rの完
全高さ関数 hは (4)によってRのドミノによる自由タイル張り（free domino tiling あ11



るいは domino tiling with free boundary onditions）、すなわち、Rを部分集合として
含む適当な格子領域のドミノによるタイル張りで、任意のドミノの内点の集合とRの
内点の集合の共通部分が空集合ではない（言い換えると、任意のドミノの少なくとも

半分はRに含まれている）ようなものと 1対 1に対応している．
さらに、上の状況で、部分高さ関数 (P; hP )に対して hP を格子の大きさに応じて

スケールしたもの (P; hP=n)を正規化された部分高さ関数（normalized partial heightfuntion）と呼ぶ．境界高さ関数や完全高さ関数も同様の方法で正規化する．
この準備のもとで、正の実数 � 2 R>0に対し、(1=nZ)�(1=nZ)の格子領域RとRの

正規化された境界高さ関数 (PB; HB=n)が領域Rとその漸近境界高さ関数 hbの �近傍
にあるとは、任意の x 2 �Rに対してある y 2 PBが存在して、xと yのR2のEulid計
量に関する距離が �未満（すなわち、�Rと �Rが R2 の閉部分集合に対するHausdor�
距離に関して �以内）になり、しかもそのような xと yに対して����hb(x)� 1nHB(y)���� < �
となることを指す．

ここで、次のような問題を考えよう：Rを R2 の領域で、その境界 �Rが区分的に
滑らかな単純閉曲線であるものとし、hb : �R ! R をRの漸近境界高さ関数とする．f(Rn; Hn)g1n=1を (1=nZ)� (1=nZ)の格子領域Rnとその境界高さ関数 (PB; Hn)の組
の列で、正規化した境界高さ関数の列 f(R; (PB; Hn=n))gが上のような位相に関して(R; hb)に収束するものとする．この時、Rnのドミノ 1個当たりのエントロピーの極限
を求めよ．

上の問いに対する答えはCohn-Kenyon-Proppの変分原理によって与えられる．これ
を述べるために、エントロピー汎関数を導入しよう．

まず、jsj+ jtj � 2 を満たす実数 sと tに対し、その局所エントロピー ent(s; t) 2 R
を ent(s; t) = 1� (L(�pa) + L(�pb) + L(�p) + L(�pd)) (5)
で定義する．ここで、L(�)は L(z) = � Z z0 log j2 sin tjdt
で定義される Lobahevsky関数であり、pa; pb; p; pdは上のような s; tから2(pa � pb) = t; (6)2(pd � p) = s; (7)pa + pb + p + pd = 1; (8)sin(�pa) sin(�pb) = sin(�p) sin(�pd) (9)
によって定まる． 12



さて、RをR2 の領域で、その境界 �Rが区分的に滑らかな単純閉曲線であるものと
する．このとき、R上の実数値 2-Lipshitz関数 h : R ! R に対し、そのエントロピーEnt(h) 2 R が Ent(h) = 1Area(R) ZR ent(�h�x; �h�y )dx dy
で定義される．ここで、Area(R)はRの面積である．任意の 2-Lipshitz関数 hはほと
んど至るところ微分可能であり、微分可能な点において�����h�x ���� + �����h�y ���� � 2
を満たすので、上の式は正しく定義されている．

定理 2 (Cohn-Kenyon-Propp [7℄). Rを R2 の領域で、その境界 �Rが区分的に滑
らかな単純閉曲線であるものとし、hb : �R ! R を漸近境界高さ関数とする．さらに、f(Rn; (PB; Hn))g1n=1を (1=nZ)� (1=nZ)の格子領域Rnとその境界高さ関数 (PB; Hn)
の組の列で、正規化した組の列 f(Rn; (PB; Hn=n))gが (R; hb)に収束するものとする．
このとき、R上の 2-Lipshitz関数 h : R ! R で境界への制限 hj�Rが hbと一致するも
の全体のなす空間の上でエントロピー汎関数はただ 1つの最大値を持ち、Rのドミノ1個あたりの自由エネルギーは n!1でこの最大値に収束する．
さて、上の定理の証明の概要を述べよう．エントロピー汎関数の最大値の存在はR

上の 2-Lipshitz関数で境界への制限が hbと一致するもの全体のなす空間が一様収束位
相に関してコンパクトであることから、一意性はエントロピー汎関数の凸性Ent�f1 + f22 � > Ent(f1) + Ent(f2)2
から従う．エントロピー汎関数の凸性は局所エントロピー関数の凸性から来るのだが、

局所エントロピー関数の凸性は、jsj+ jtj � 2を満たす任意の s; t 2 R に対してentss(s; t) < 0; enttt(s; t) < 0; entss(s; t) enttt(s; t)� entst(s; t)2 > 0
となることを直接計算で示すことによって証明される．

従って、問題はエントロピー汎関数がどこから来て、何故それがドミノによるタイ

ル張りの漸近挙動を支配しているかである．これを説明するために、まず正方形領域R2n;2nの対辺を同一視して得られるトーラス上の格子領域を Tnとし、その双対グラフ
の辺を図 6のように a; b; ; dの 4種類に分ける．そして、このダイマー配置Dに対し、Dに含まれる辺 a; b; ; dの数をそれぞれNa(D); Nb(D); N(D); Nd(D)とおいて、次の
重み付きの分配関数を考える：Zn(a; b; ; d) = XD:Tn 上のダイマー配置 aNa(D)bNb(D)N(D)dNd(D)
ここで、a; b; ; dは辺のラベルであると同時に変数であるとも考えている．13
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図 9: T2の双対グラフとその辺の重み
ここで、a; b; ; dが正の実数の時には、ダイマー配置Dの現われる確率がaNa(D)bNb(D)N(D)dNd(D) に比例するとしてダイマー配置全体の集合（これは n に依

存する有限集合である）に確率測度を入れることができる．統計力学の観点からは、log a; log b; log ; log dが辺 a; b; ; dの化学ポテンシャル（hemial potential）に対応す
る．この確率測度は a; b; ; dを一様に定数倍しても変わらない．また、ab = dの時、Tnの単連結な部分格子領域 Rと、Rの外側のドミノによるタイル張りを 1つ固定す
ると、重み a; b; ; dから決まる Tn上の確率測度が内側の領域のドミノによるタイル張
り全体のなす集合に誘導する条件付き確率は一様分布になる（証明は単連結な格子領

域のドミノによるタイル張りが図 2にある操作の繰り返しで互いに移り合うことによ
る）．これを条件付き一様性（onditional uniformity）といい、この条件 ab = dを課
すことで、ダイマー配置の重みの実質的な自由度は a; b; ; dを一斉に定数倍する自由
度を除いて 2次元になる．
さて、Naは確率変数になり、その期待値はE(Na) = XD:Tn 上のダイマー配置NaaNa(D)bNb(D)N(D)dNd(D)Zn(a; b; ; d)= aZn �Z�a

となる．従って、特定の a型の辺がランダムなダイマーDに含まれる確率を全ての a
型の辺に渡って平均したものは pa(n) = a2n2Zn �Z�a
である．pb(n); p(n); pd(n)も同様に定義する．正の実数 � > 0に対し、U� = fD j Dは jNa(D)� E(Na)j < �E(Na); jNb(D)� E(Nb)j < �E(Nb);jN(D)� E(N)j < �E(N); jNd(D)� E(Nd)j < �E(Nd)をみたすTn上のダイマー配置 g 14



とおき、U�の元の個数をMnとおく：Mn = #U�:Cohn-Kenyon-Propp [7℄のTheorem 1.3で述べられているように、十分大きな自然数n
に対し、Tnのドミノによるタイル張りの圧倒的多数は U�に入り、U�に入らないタイ
ル張りの個数は n2に関して指数関数的に少ない（すなわち、適当な正の実数 r < 1に
対して rn2 で上から押さえられる）．従って、分配関数はZ �MnaE(Na)bE(Nb)E(N)dE(Nd)
と近似され、logMn � logZ � E(Na) log a� E(Nb) log b� E(N) log � E(Nd) log d
となる．ここで、辺 a; b; ; dの含まれる個数が平均値に近いものの数Mnの対数をドミ
ノの個数で割った ent(a; b; ; d) = 12n2 logMn
をエントロピーと呼ぶ．さらに、分配関数の対数Fn(a; b; ; d) = logZn(a; b; ; d)
を自由エネルギーと呼び、ドミノ 1つあたりの自由エネルギーをfn(a; b; ; d) = 12n2Fn(a; b; ; d)
とおく．すると、 pa(n) = �fn�a
であり、entn(a; b; ; d)は fn(a; b; ; d)を Legendre変換することによって得られる：entn(a; b; ; d) = fn(a; b; ; d)� pa(n) log(a)� pb(n) log(b)� p(n) log()� pd(n) log(d):
さて、トーラスが単連結ではないので、Tnのダイマー配置に対応する高さ関数は一

般には定義できない（一価にならない）．しかし、Tnのダイマー配置は、その普遍被覆
であるZ2のCayleyグラフのダイマー配置で周期2nを持つものと 1対 1に対応し、後者
に対しては高さ関数を対応させることができる．こうして得られる高さ関数h : Z2 ! Z
は一般には周期的にはならず、4n個の整数 hx;1; hx;2; : : : ; hx;2n; hy;1; hy;2; : : : ; hy;2nが存
在して、 h(k + 2n; l) = h(k; l) + hx;lh(k; l + 2n) = h(k; l) + hy;k15



となる．ここで、この高さ関数の変化の合計をHx = hx;1 + hx;2 + � � �+ hx;nHy = hy;1 + hy;2 + � � �+ hy;n
とおくと、高さ関数とドミノによるタイル張りの関係から、Hx; Hyは辺 a; b; ; dがダ
イマー配置に含まれている個数Na; Nb; N; NdとHx = 2(Nd �N)Hy = 2(Na �Nb)
という関係にある．従って、x軸及び y軸に沿った単位長さ当たりの高さ関数の変化の
期待値 s及び tはそれぞれ s = 2(pd(n)� p(n))t = 2(pa(n)� pb(n))
となる．

さて、ここで nが大きくなる極限を考察しよう．Kasteleyn行列の方法は Tnの場合
にも拡張され、f(a; b; ; d) = limn!1 12n2 logZn(a; b; ; d)= � 116�2 Zjxj=1 dxx Zjyj=1 dyy log ����(a+ bx)2x + (+ dy)2y ���� (10)
となる．さらに、pa = limn!1 pa(n) = �f�a= � 116�2 Zjxj=1 dxx Zjyj=1 dyy a + b=x(a + bx)2=x+ (+ dy)2=y ;
であり、また pb; p; pdに関しても同様である．これからent(a; b; ; d) = f(a; b; ; d)� pa log a� pb log b� p log � pd log d
となり、これを高さ関数の平均的変化 sと tの関数として表すと、多少の計算の後に(5)を得る．ここで、(6)、(7)、(8)、(9)における pa; pb; p; pdは辺の重み a; b; ; dとa = sin(�pa); b = sin(�pb);  = sin(�p); d = sin(�pd);16



で関係している．(6)と (7)は辺の含まれる確率と高さ関数の変化の期待値の関係であ
り、(8)は任意の頂点が必ず a; b; ; dのどれかの辺の端点になっているという条件、そ
して (9)は条件付き一様性である．a + b+  + d = 1
を満たす正の実数 a; b; ; dがさらにどの数も残りの 3つの数の和よりも小さいという条
件、すなわち a < b + + d;b < + d+ a; < d+ a+ b;d < a+ b + ;
を満たすとき、辺の長さが a; b; ; dの 4角形で、円に内接するものが存在する（図 6）．
この時、a; b; ; dと pa; pb; p; pdの関係は、長さが a; b; ; dの辺が切り取る円弧の角度がPSfrag replaements ab d

図 10: 円に内接する 4角形
それぞれ 2�pa; 2�pb; 2�p; 2�pd となることで与えられる．
さらに、上半空間 H = f(x; y; z) 2 R3 j z > 0g

を Poinar�e計量 ds2 = dx2 + dy2 + dz2z2
によって双曲多様体と思い、その境界 R2 [ f1gの中の R2 に上の 4角形を描いて、そ
の 4つの頂点と無限遠点1を頂点とするような上半空間上の理想 5面体を V とおく
と、ent(a; b; ; d)は V の体積を�で割ったものになっている．特に、a = b =  = d = 1
とおくと、 ent(1; 1; 1; 1) = 1� (4L(�=4))
となる．ここで、Lobahevsky関数の展開L(z) = 12 1Xk=1 sin(2kx)k217



を使うと、GをCatalan定数G = 1� 132 + 152 � 172 + � � �
としたときに ent(1; 1; 1; 1) = 2G� � 0:583122
となることが分かる．これは (1)で与えられる 2� nの矩形領域のドミノ 1個当たりの
エントロピーの極限よりも少し大きくなり、細長い領域に比べて縦も横も大きな領域

の方がドミノによるタイル張りの平均的な自由度が大きいことが見て取れる．

これまでの議論から、jsj+ jtj � 2を満たす実数 sと tが与えられたとき、この sと t
を高さ関数の変化の期待値として持つような Tnのドミノによるタイル張りの個数は、s = 2(pd(n)� p(n));t = 2(pa(n)� pb(n));
かつ条件付き一様性 ab = d
を満たすような a; b; ; dを用いてexp[2n2 ent(a; b; ; d)℄
で与えられる．また、nが大きいときにはドミノによるタイル張りの数に対する境界の
影響は小さいので、矩形領域R2n;2nのドミノによる自由タイル張りで、高さ関数の変
化の期待値 sと tが与えられたものの個数も全く同じ式で与えられると考えられる．さ
らに、一般の領域Rと、その上の 2-Lipshitz関数 hに対しても、その領域を格子のス
ケール 1=nよりは十分大きく、しかも関数 hの変化のスケールよりは十分小さな矩形
領域の合併集合で近似しておいて、それぞれの矩形領域の上で hを線形関数で近似し、
近似的にそのような高さ関数を持つドミノによるタイル張りを与えるような辺の重みa; b; ; dで条件付き一様性を満たすものを求めて、その a; b; ; dに対してエントロピー
を計算し、このエントロピーを足し上げることによって、Rを近似するような格子領
域のドミノによるタイル張りで、与えられた 2-Lipshitz関数 hに近い高さ関数を持つ
ものの個数を計算することができる．これがエントロピー汎関数の意味である．従っ

て、ドミノによるタイル張りの高さ関数の期待値は n ! 1でエントロピー汎関数を
最大にするような 2-Lipshitz関数に漸近し、ドミノ 1つ当たりのエントロピーは対応
するエントロピー汎関数の最大値に収束することが分かる．7 Mahler測度n変数のLaurent多項式P (x1; � � � ; xn) 2 C [x�11 ; � � � ; x�1n ℄に対し、その対数的Mahler
測度 m(P )をm(P ) = 1(2�p�1)n Zjx1j=1 dx1x1 � � �Zjxnj=1 dxnxn log jP (x1; � � � ; xn)j18



で定義する．さらに、M(P ) = exp[m(P )℄とおいて、P のMahler測度と呼ぶ．(10)よ
り、2変数 Laurent多項式 P (x; y) = (a+ bx)2x + (+ dy)2y
に対し、そのMahler測度が定数倍を除いてトーラスのドミノによるタイル張りにおけ
るドミノ 1個当たりの自由エネルギーの極限と一致することが分かる．n = 1の時、正の実数Rに対しP (x) = a0 dYi=1(x� ai);jaij � R i = 1; : : : ; N;jaij > R i = N; : : : ; d;
とおくと、Jensenの公式（例えばAhlfors [1℄参照）より、12�p�1 Zjxj=R log jP (x)jdxx = N logR + log jP (0)j � NXi=1 log jaijR
であるので、特にR = 1とおいてm(P ) = log ja0j+ dXi=1 log+ jaij
を得る．ただし、log+ jaij = maxflog jaij; 0g とおいた．
さて、次の定理は [19℄で Kronekerの定理と呼ばれている．ここでの証明は [15℄、Lemma 19.1 に従った．

定理 3. 最高次の項の係数が 1の整係数Laurent多項式P (x) 2 Z[x�1℄の対数的Mahler
測度が零になるための必要十分条件は、P (x)が単項式といくつかの円分多項式の積
の形 P (x) = xk1(x)2(x) � � � r(x)
に書けていることである．ここで、k 2 Z、r 2 N であり、i = 1; 2; : : : ; rに対し、i(x)
は円分多項式（すなわち、1の冪根の最小多項式）である．
証明．Jensenの公式から十分性は明らかなので、必要性を示す．まず、適当な k 2 Z

に対して x�kP (x)を考えることにより、P (x)の最低次の項は 0次であると仮定して
良い． P (x) = xs + as�1xs�1 + � � �+ a0 = (x� �1)(x� �2) � � � (x� �s)
とおく．Jensenの公式により、m(P ) = 0ならば P (x)の全ての根の絶対値が 1以下で
ある： j�ij � 1; i = 1; 2; : : : ; s:19



ここで、解と係数の関係から �1 � � ��s = a0 2 Z
である．a0 6= 0なので、a0 = 1であり、i = 1; : : : ; sに対して j�ij = 1が従う．P (x)が
実係数の多項式なので、任意の i = 1; : : : ; sに対し �iの複素共役 �iも P (x)の根であ
る．ここで、�i = �i�1なので、P (x)の最小分解体をK、その整数環をOKとおくと、�iと �i�1がともにOK に入る．従って、Kの任意の素点 vに対し、j�ijv = 1となる．
さて、Kのアデール環を A K とおき、Kを A K に対角に埋め込むと、Kは A K の中で
離散になるので、P (x)の根 f�igsi=1で乗法的に生成されるKの部分群G = h�iisi=1のA K における像も離散になる．一方、Kの任意の素点 vに対し、j�ijv = 1なので、GのA K における像は A K のコンパクト集合Qv:K の素点fav 2 Kv j javjv � 1g に入る．コン
パクト集合の離散部分集合は有限集合なので、Gは有限群になり、Gの元が全て 1の
冪根になることが分かる．従って、P (x)は円分多項式の積で書ける．
円分多項式以外の整係数多項式に関しては、次の予想がある：

予想 4 (Lehmer). ある正の実数 が存在して、任意の P (x) 2 Z[x℄で、円分多項式と
単項式の積ではないものに対して m(P ) > 
が成り立つ．

この予想は未解決であるが、Lehmerが提出したL(x) = x10 + x9 � x7 � x6 � x5 � x4 � x3 + x + 1;m(L) = 0:162357 : : :
よりも小さい対数的Mahler測度を持つ整係数多項式は見つかっていない．
多項式P (x) = asxs+ as�1xs�1+ � � �+ a1x+ a0は、i = 0; 1; : : : ; sに対し ai = as�iを

満たすとき、回文的（reiproal）という．Smythは 1971年の博士論文 [16℄において、
回文的でない整係数の 1変数多項式の対数的Mahler測度の最小値はm(x3 � x� 1) = 0:281199 : : :
であることを示した．8 Mahler測度とL関数の特殊値1981年に Smythは 2変数の多項式 1 + x + y
の対数的Mahler測度を計算し、m(1 + x + y) = 3p34� L(��3; 2) = L0(��3;�1) (11)20



を得た [17℄．ここで、自然数N と mod N のDirihlet指標 � : (Z=NZ)� ! C � に対
し、対応するDirihletの L関数 L(�; s)がL(�; s) = 1Xn=1 �(n)ns = Yp：素数 �1� �(p)p�s��1
で定義される．また、��3は次のようにして定義されるmod 3のDirihlet指標である：
一般に、整数mに対しN = (jmj m � 1 mod 4のとき、j4mj m � 2; 3 mod 4のとき、
とおくと、Q (pm)は円分体Q(�N )の部分体になる．ただし、�Nは 1の原始N乗根であ
る．Gal(Q (pm)=Q) �= f�1g、Gal(Q(�N )=Q) �= (Z=NZ)�であり、この同型によって
制限写像Gal(Q (�N )=Q) ! Gal(Q (pm)=Q) に対応する (Z=NZ)�の指標 (Z=NZ)� !f�1gを �mと呼ぶ．�mは具体的には、素数 pに対し、�m(p) = 8>><>>:0 (p)がOQ(pm)で分岐するとき、1 (p)がOQ(pm)で異なる 2つの素イデアルの積に分かれるとき�1 (p)がOQ(pm)の素イデアルの時 (12)
で与えられる．m = �3の時、��3(n) = ��3n � = 0; 1;�1 if n � 0; 1; 2 mod 3
は mod 3の原始奇指標になり、対応するDirihletのL関数はL(��3; s) = 1Xn=1 ��3(n) 1ns= 1� 12s + 14s � 15s + � � �
となる．

注意 5. 代数体KのDedekindゼータ関数を�K(s) =Xa #(OK=a)�s =Yp �1�#(OK=p)�s��1
で定義する．ただし、OK はK の整数環で、aと pはそれぞれOK の零でないイデア
ルと零でない素イデアルを動くとする．すると、1以外の平方数で割れない整数mに
対し、2次体 Q(pm)のDedekindゼータ関数 �Q(pm)(s)は�Q(pm)(s) = �(s)L(�m; s)
と積に分解する．ここで、�(s)はRiemannのゼータ関数である．21



Smythの結果を受けて、1984年にChinburgが次の問題を提出した：
問題 6 (Chinburg). 正の自然数 f に対し、2変数多項式Pf (x; y) 2 Z[x; y℄と零でない
有理数 rf で、 m(Pf ) = rf fpf4� L(��f ; 2)
を満たすものは存在するか？11節で見るように、このChinburgの問題は、双曲幾何と密接に関係する．
さて、1997年にDeningerは、nを任意の自然数とするとき、n変数の整数係数Laurent

多項式 P (x1; : : : ; xn)がトーラス T n = f(x1; : : : ; xn) 2 (C �)n j jx1j = � � � = jxnj = 1g
上に零点を持たないとき、P の対数的Mahler測度m(P )が混合モチーフのDeligne周
期であることを示した [11℄．これによってMahler測度とL関数の特殊値の関係が、モ
チーフの周期とL関数の特殊値の間の関係に関するBloh-Beilinson予想の文脈に位置
づけられることになる．このDeningerの仕事に触発されて、Boydは 2変数Laurent多
項式P (x; y) 2 Z[x�1; y�1℄と P (x; y) = 0の Jaobi多様体の成分であるような楕円曲線E、それに高さの小さな有理数Bの組 (P;E;B)で、数値的に高い精度でL0(E; 0) � Bm(P )
を満たすものを数百個見つけ、これが実際にL0(E; 0) = Bm(P ) (13)
を満たすことを予想した [4℄．以下の 2つの節では、Rodriguez Villegasの論説 [19℄に
沿って、このBoydの予想に関するRodriguez Villegasたちの仕事を紹介しよう．9 楕円曲線とレギュレーターEをQ 上の楕円曲線とすると、そのN�eronモデル Eと呼ばれるZ上の楕円曲線が定
まり、Eの素数 lを法とした還元は有限体 Fl 上の曲線を定める．この曲線 E mod lが
滑らかになるときに Eは lで良い還元（good redution）を持つと言い、E mod lが特
異点を持つとき、Eは lで悪い還元（bad redution）を持つと言う．Eは lで悪い還元を
持つ時、E mod lの特異点が節点（node）であるか尖点（usp）であるかによって Eはlでそれぞれ乗法的還元（multipliative redution）、加法的還元（additive redution）
を持つと言う．Eが lで乗法的還元を持つとき、節点での 2本ある接線の傾きがともにFl に入っていれば E は lで分裂乗法的還元（split multipliative redution）を持つと
言い、そうでない（すなわち、 Fl の拡大体にしか入らない）とき、非分裂乗法的還元
（non-split multipliative redution）を持つと言う．E(Fl)を Eの Fl有理点の集合とする．Eが lで良い還元を持つとき、整数 alを、E(Fl)
の元の個数#E(Fl)を使って al = l + 1 +#E(Fl)22



で定める．この状況で、Eの L関数をL(E; s) = Yl:良い還元 11� all�s + l1�2s Yl:分裂乗法的還元 11� l�s Yl:非分裂乗法的還元 11 + l�s
で定義する．

さて、一般に F を体とするとき、その 2次のK群K2(F )が、生成元をfx; yg; x; y 2 F�;
関係式を fx; 1� xg = 1; x 6= 0; 1;fx1x2; yg = fx1; ygfx2; yg;fx; y1y2g = fx; y1gfx; y2g;
とする可換群として定義される（例えばMilnor [14℄を見よ）．但し、F� = F n f0g はF の可逆元の集合である．
体 F に対し、F� � F�から可換群Aへの関数 で、(x; 1� x) = 1; x 6= 0; 1;(x1x2; y) = (x1; y)(x2; y);(x; y1y2) = (x; y1)(x; y2);(x; 1�x) = 1を満たすものを Steinberg記号（Steinberg symbol）と呼ぶ．ここで、A

の演算を乗法的に表した．K2(F )の定義から、Aに値をとる Steinberg記号を与えるこ
ととK2(F )からAへの準同型 を与えることは同値である．
例 7. Hilbert記号（Hilbert symbol）A = f�1g �= Z=2Zとし、a; b 2 F�に対して、(a; b)を(a; b) = (1 ax2 + by2 = 1が F で解を持つ時、�1 ax2 + by2 = 1が F で解を持たない時、
で定義すると、は Steinberg記号になる．これをHilbert記号という．
例 8. 馴指標（tame symbol）v を F の離散付値とし、対応する整数環 O = fx 2 F j v(x) � 0gの極大イデアルfx 2 F j v(x) > 0gをm、剰余体O=mを kとおく．Tateは vにおける馴記号�v : K2(F )! k�
を、 F� � F� 3 (x; y) 7! (�1)v(x)v(y) xv(y)yv(x) mod m23



で定義し、これを用いて K2(Q ) = A2 � A3 � A5 � � � �
を示した．但し、A2 = f�1gであり、奇素数 pに対しAp = F�p である．
さて、話を戻して、Eを Q 上の楕円曲線、EC をEの Q から C への係数拡大、C (E)

をEC の有理関数体とする．f; g 2 C (E)�（つまり、恒等的に零ではないEC 上の 2つ
の有理関数）に対して、�(f; g) = log jf jd arg g � log jgjd arg f
は、EC の C 有理点の集合E(C )から f と gの極と零点の集合 Sを除いた、コンパクト
とは限らないRiemann面E(C ) n S上の実数値C1級微分形式を定める．定義から�(f; g) = ��(g; f);�(f1f2; g) = �(f1; g) + �(f2; g)d�(f; g) = Im(dff ^ dgg ) = 0;
が容易に従う．さらに、Jensenの公式から、w 2 E(C )に対し、wを中心とする十分小
さな円周Cを取ると 12� ZC �(f; g) = log j(f; g)wj
が確かめられる．但し、(f; g)wは点w 2 E(C )に対応する C (E)の離散付値（つまり、EC 上の有理関数に対してそのwでの極または零点の位数を対応させる写像）から決ま
る馴記号である．このことから、有限集合 S � E(C )に対しK2;S(E) = \w=2SKer�w � K2(C (E))
と定義すると、写像 (f; g) 7! �(f; g)は写像r : K2;S(E)! H1(E(C ) n S;R)
を定める事が分かる．さらに、E の R 有理点の集合に適当に向きを入れたもの E(R)
はE(C )の実 1次元のサイクルになり、� 2 K2;;(E)に積分12� ZE(R) r(�)
を対応させることによって写像 K2;;(E)! R
が出来る．さて、K2(E)とK2(E)をそれぞれEと EのQuillenの 2次のK群とすると、Q をテンソル積すると同型になる写像K2(E)! K2;;(E) � K2(Q(E))24



が存在して、K2(E)は、Q をテンソル積すると消える部分を除いて、分裂乗法的な還
元を持つ素数 1つごとに 1つの条件で定義されるK2(E)の部分群と同型になり、上の
写像はレギュレーター写像 r : K2(E)! R
を定める．

予想 9 (Bloh-Beilinson予想). Eを Q 上の楕円曲線、E を Eの N�eronモデルとす
る．この時、K2(E)のAbel群としての階数は 1であり、ある � 2 K2(E) nK2(E)tor と
ある零でない有理数B 2 Q� が存在して、L0(Ek; 0) = B r(�)
が成り立つ．ここで、K2(E)tor はK2(E)の捩れ部分群である．2変数 Laurent多項式 P (x; y)に対し、そのNewton多角形�(P )を、P (x; y)におけ
る xmynの係数が零でないような (m;n) 2 Z2 � R2 たちのなす集合の R2 における凸
包（つまり、そのような (m;n)たちを含む最小の凸集合）として定義する．Danilov-Khovansky [10℄によって、代数的トーラスSpeC [x�1 ; y�1℄の中でP (x; y) = 0で定義さ
れるアファイン代数曲線の種数は、P (x; y)がNewton多角形�(P )を持つLaurent多項
式のなす空間の一般の元であれば、�(P )の内部にある格子点の数に一致する．例えば、
一般の d次多項式のNewton多角形は頂点を (0; 0); (d; 0); (0; d)とする 3角形であり、そ
の内部の格子点の個数は (d� 1)(d� 2)=2である．一方、超楕円曲線のNewton多角形
は頂点を (0; 0); (d; 0); (0; 2)とする 3角形であり、その内部の格子点の個数は (d� 1)=2
である．

さて、Laurent多項式P (x; y)のNewton多角形�(P )の辺 � に対し、� の上の格子点
を、端から順に �(0); �(1); ldots; �(s)と呼ぼう．ここで、s 2 N は線分 � の長さであり、�のどちらの端点を �(0)と定めても良い．さらに、i = 0; 1; : : : ; sに対して �(i) = (m;n)
であるとき、iを P (x; y)における xmynの係数として、1変数多項式 P� (t)をP� (t) = sXi=0 iti
で定義する．2変数 Laurent多項式 P (x; y)の Newton多角形�(P )の任意の辺 � に対
し、P� (t)の根が全て 1の冪根であるとき、P (x; y)は temperedであるという．定理 3
により、これは�(P )の任意の辺 � に対して P� の対数的Mahler測度が消えることと
同値である．この概念の重要性は次の命題による：

命題 10 (Rodriguez Villegas, Bornhorn). fx; ygN 2 K2;;(E)となる自然数Nが存
在するための必要十分条件は P が temperedであることである．
さて、P (x; y)を 2変数 Laurent多項式とし、P (x; y) = 0で定義される代数的トー

ラス T = SpeC [x; x�1 ; y; y�1℄の中のアファイン代数曲線 CÆは Q 上定義されていて、25



jxj = jyj = 1で定まる実トーラス T � Tと交わらないとする．CをCÆの P2における
閉包CÆを正規化して得られる Q 上の非特異代数曲線とし、x; yを関数体 Q(C)の元と
見なす．

定理 11 (Rodriguez Villegas). 上の状況で、ある  2 H1(C;Z)が存在してm(P ) = 12� Z r(fx; yg):
が成り立つ．

さらに、C が楕円曲線なら がE(R)の代表するホモロジー類の整数倍であること
も知られている．従って、もし fx; yg 2 K2(C (E))がK2(E)に入れば、Boydの予想がBloh-Beilinson予想から従うことが分かる．さらに、有理数倍は問題ではないので、
たとえ fx; ygがK2(E)に入らなくても、適当な自然数N に対して、fx; ygN がK2(E)
に入ればよい．Danilov-Khovanskyの定理と命題 10を合わせると、Q 上の楕円曲線EとK2(E)の元
の組を作るには、格子点を頂点とし、内部に格子点をただ一つ含む多角形を選び、そ

の多角形をNewton多角形に持つ temperedな 2変数 Laurent多項式で、対応する楕円
曲線が Q 上定義されているものを持ってくるという方法が有力である．格子点を頂点
に持つ多角形�が内部に格子点をただ一つ含むことの必要十分条件は、Batyrev [2℄の
意味で反射的である（すなわち、�の極双対（polar dual）�Æを�Æ = f(u; v) 2 R2 j up+ vq � �1 for 8(p; q) 2 �g
で定義すると、(�Æ)Æ = �となる）ことである．
注意 12. これは 2次元の場合の特殊事情によるものであり、一般には反射的であるこ
とは内部に格子点をただ一つ含むことよりも真に強い．反射的な多面体はトーリック

超曲面として表される Calabi-Yau多様体のミラー対称性と深い関係がある．例えばCox-Katz [9℄の 4章などを参照．10 Mahler測度と保型形式
前節を踏まえ、複素数 k 2 C に対しPk(x; y) = x + 1x + y + 1y � k

で定義される 2変数 Laurent多項式の対数的Mahler測度m(Pk) = 1(2�p�1)2 Zjxj=1 dxx Zjyj=1 dyy log ����k � (x+ 1x + y + 1y )����26
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図 11: Pk(x; y)のNewton多角形

を考察しよう．任意の k 2 C に対し Pk(x; y)は temperedであり、対応するNewton多
角形は図 10にあるように反射的になる．また、(10)に現われる Laurent多項式におい
て a = b =  = d = 1とおくと、これはPk(x; y)において k = �4としたものと等しい：P�4(x; y) = (1 + x)2x + (1 + y)2y :
さて、 X = xy; Y = xy
と座標変換して、X; Y を改めて x; yとおくと、m(Pk) = 1(2�p�1)2 Zjxj=1 dxx Zjyj=1 dyy log ����k � (x+ 1x)(y + 1y )����
となる．さらに、k 2 R、k > 4と仮定すると、m(Pk) = 1(2�p�1)2 Zjxj=1 dxx Zjyj=1 dyy log ����k � (x + 1x)(y + 1y )����= 1(2�p�1)2 Zjxj=1 dxx Zjyj=1 dyy Re log �k � (x+ 1x)(y + 1y )�= log k + 1(2�p�1)2 Zjxj=1 dxx Zjyj=1 dyy log �1� 1k (x + 1x)(y + 1y )�= log k + 1(2�p�1)2 Zjxj=1 dxx Zjyj=1 dyy "� 1Xn=1 1nf1k (x + 1x)(y + 1y )gn#= log k � 1Xn=1 an2nkn
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となる．但し、 an = 12�p�1 Zjxj=1 dxx (x+ 1x)n= �(x + 1x)nの定数項�= (� nn=2� nが偶数の時;0 その他

とおいた．ここで、対数的Mahler測度の正則版 em(Pk)をem(Pk) = 1(2�p�1)2 Zjxj=1 dxx Zjyj=1 dyy log �k � (x+ 1x + y + 1y )�= log k � 1Xn=1 an2nkn
で定義すると、これは kの多価関数になる．この両辺を log kで微分し、微分と積分の
順序交換をすると、k ddk em(Pk) = 1(2�p�1)2k ddk �Zjxj=1 dxx Zjyj=1 dyy log �k � (x+ 1x + y + 1y )��= 1(2�p�1)2 Zjxj=1 dxx Zjyj=1 dyy k ddk log �k � (x + 1x + y + 1y )�= 1(2�p�1)2 Zjxj=1 dxx Zjyj=1 dyy kk � (x+ 1x)(y + 1y )= 1(2�p�1)2 Zjxj=jyj=1 kdxdykxy � (x2y + xy2 + x+ y)
となる．楕円曲線Ekを f(x; y) 2 (C �)2 j Pk(x; y) = 0g
のP2 � (C �)2における閉包として定義すると、最後の行はこの楕円曲線Ekの周期（つ
まり、正則微分形式の適当なサイクルでの積分）になっており、Laurent多項式P (x; y)
の対数的Mahler測度が P (x; y) = 0で定義される代数曲線の周期と密接に関係してい
ることが窺える．� = 1=k、� = �2とおき、em(Pk)を log kで微分したものを �の関数と見てu0(�) = k ddk em(Pk)= �2� dd� em(Pk)28



とおくと、 u0(�) = 1Xn=0 �2nn �2�n= F (12 ; 12; 1; 16�)
となる．Ekの周期の満たす Piard-Fuhs方程式は、� = �d=d�を使って表すと��2 � 4�(2� + 1)2�u = 0: (14)
となり、これの u0以外の解をFrobeniusの方法（すなわち、�2 = 1となる �を導入し、u(�) = 1Xn=0 an(�)�n+�; �� = 1 + � log�; a0(�) = 1
とおいて上の微分方程式に代入し、形式解を求めてu(�) = u0(�) + u1(�)�
とおく方法）によって求めると、u1(�) = u0(�) log�+ 1Xn=1 �2nn �2 n�1Xk=0 2(2k + 1)(k + 1)�n= u0(�) log�+ 8�+ 84�2 + 29603 �3 + � � �
となる．(14)は � = 1=16と � =1にも確定特異点を持ち、� = 0; 1=16;1の周りを回
る道に沿った、(14)のu0とu1=2�p�1を解の基底とするモノドロミー行列M0;M1;M1
を計算すると M0 =  1 10 1! ; M1 =  1 0�4 1! ; M1 =M1M0
となる．これから、(14)のモノドロミー群が�0(4) = ( a b d!����� ad� b = 1 かつ  � 0 mod 4)
であることが分かる．さて、楕円曲線Ekの周期の 2倍を� = 12�p�1 u1u0 ;
とおき、 q = e2�p�1�29



とする．さらに、qの関数 �(q)を�(q) = 1Xn=0 (2n+ 1)q2n+11� q2n+1= 1Xn=0 Xdj2n+1 d q2n+1= q + 4q3 + 6q5 + 8q7 + 13q9 + � � �
で定義すると、�を qの関数と思ったもの �(q)は�(q) = �(q)(q)2 = q � 8q2 + 44q3 � 192q4 + � � �
と表される．ここで、(q)は u0を qの関数と思ったもの(q) = u0(�(q))
であり、次のKroneker-Eisenstein級数による表示を持つ：(q) = 1 + 4 1Xn=1Xdjn ��4(d)qn: (15)
ここで、��4は (12)で定義されたDirihlet指標であり、具体的には��4(n) = ��4n � = 0; 1; 0;�1; n � 0; 1; 2; 3 mod 4の時
で与えられる．さらに、関数 e(q)をe(q) = q d�=dq�
で導入すると、 e(q) = 1� 4 1Xn=1 n2��4(n)qn1� qn= 1� 4 1Xn=1Xdjn d2��4(d)qn (16)
となる．�、、eは Piard-Fuhs方程式 (14)のモノドロミー群 �0(4)に関してウエイ
トがそれぞれ 0、1、3の保型形式である．e(q)の定義からe(q) = u0(�(q))qd�=dq�= u0(�(q))d log�d log q= �2dem(Pk)d log� d log�d log q= �2dem(Pk)d log q30



なので、これと (16)を合わせると、2qdem(Pk)dq = �1 + 4 1Xn=1 n2��4(n)qn1� qn= �1 + 4 1Xn=1Xdjn d2��4(d)qn
を得る．この式の両辺を log qで積分すると、em(Pk) = �12 log q � 2 1Xn=1 n��4(n) log(1� qn)= �12 log q � 2 1Xn=1 1nXdjn d2��4(d)qn
を得る．ただし、積分定数は � = 0の周りでの振る舞いem(Pk) = �12 log(�) +O(�); q = �+O(�2);
から決めた．これからMahler測度の正則版 exp[em(Pk)℄の無限積表示exp[em(Pk)℄ = q� 12 1Yn=1 (1� qn)�2��4(n)
を得る．em(Pk)を � = log qの関数と見たものをG(�)で表す：G(�) = ��p�1� + 2 1Xn=1 1nXdjn d2��4(d)qn (17)= 16Im(�)�2 X(m;n)2Z2n(0;0)��4(n) 1(m4� + n)2(m4� + n) : (18)
すると、 m(Pk) = Re[G(�)℄
である．

さて、EkのWeierstrass標準形はy2 = x3 + k22 (k22 � 1)x2 + k416x
なので、k2 2 Q ならばEkは Q 上定義されている．このEkの L関数と対数的Mahler
測度の関係を議論しよう． 31



例 13. 退化した場合：k = �4および k = 0の時、対応する � はそれぞれ上半平面への �0(4)の作用に関する
尖点 � = 0および � = 1=2になり、Ekは有理曲線に退化する．k = �4の時、(17)に形
式的に � = 0を代入すると G(0) = 2L4(1)
となる．ただし、L4(s)はRe(s) > 3なる s 2 C に対してL4(s) = 1Xn=1Xdjn ��4(d)d2 1ns = �(s)L(��4; 2� s); (19)
で定義される．�(s)と L(��4; s)の関数等式からL4(1) = L0(��4;�1)
である．同様の議論で m(P0) = 0
が得られる．

例 14. 虚数乗法を持つ場合：k = 4p2の時、� = p�1=2であり、E4p2はZ[p�1℄ で虚数乗法を持つ． : A Q(p�1) ! C �
をE4p2=Q (p�1)に関する量指標とし、L( ; s) =Yp �1�  (p)#(Z[p�1℄=p)�s��1
を対応するHekeの L関数とすると、DeuringによりL(E4p2; s) = L( ; s)
となる． は具体的には ((2mp�1 + n)) = ��4(n)(2mp�1 + n)
で与えられ、この時、(18)からm(P4p2) = 16�2L(E4p2; 2)= L0(E4p2; 0)
を得る．同様のことが k = 2p2; � = (1 +p�1)=4 に対しても成り立つ．32



例 15. モジュラー曲線の場合：k = 3p2の時、E3p2はモジュラー曲線X0(24) = H=�0(24)と同型になる．ここで、H = f� 2 C j Im� > 0g
は上半平面、�0(24) = ( a b d! j a; b; ; d 2 Z; ad� b = 1;  � 0 mod 24)
は SL2(Z)の合同部分群である．この場合のBloh-Beilinson予想はBeilinsonによって
証明されており、 L0(Ep18; 0)m(Pp18) 2 Q�
が従う．11 Mahler測度と双曲多様体の体積
この節での記述は [5℄および [6℄を参考にした．上半空間H = f(x; y; z) 2 R3 j z > 0g

を、上半空間のPoinar�e計量に関する向きを保つ等長写像全体のなす群 PSL(2; C )の
離散部分群�で割った商空間X = H =�を双曲多様体と呼ぶ．ここで、Xがトーラスカ
スプを 1つだけ持つ（すなわち、�X = T 2）と仮定しよう．この条件は、例えばXがS3
から結び目を取り除いた補空間の時には自動的に満たされる．この時、�1(�T 2) �= Z2
の生成元を�; �として、Xの基本群の任意の表現 � : �1(X)! SL2(C )に対し、�(�)と�(�)の固有値をそれぞれM; 1=MおよびL; 1=Lとおく．すると、Cooper-Culler-Gillet-Long-Shalen [8℄によって、X; �; �から決まるある多項式 A(x; y)が存在して、任意の�1(X)の表現 �に対してA(L;M) = 0が成り立つ．この多項式A(x; y)をAlexanderに
ちなんでA多項式と呼ぶ（有名な結び目の不変量であるAlexander多項式とは別物で
ある）．A多項式はかならず整係数で temperedになる．�1(�X) �= Z2の生成元 �; �の
取り方にはAuto(Z2) = SL2(Z)の作用の分だけ任意性があるが、 a b d! 2 SL2(Z)に
対して生成元を � 7! a�+ b�; � 7! �+ d�;
と変換すると、A多項式はA(L;M) 7! A(LdM�b; L�Ma)
と変換される．この変換でA(x; y)の対数的Mahler測度m(A)は不変なので、m(A)は�1(�X)の生成元 �; �の取り方によらずXのみから定まる．33



Xが結び目の補空間の時には、�を結び目のメリディアンに取ると、A(x; y)が yの
偶関数になる．従って、ある多項式B(x; y)が存在してA(x; y) = B(x; y2)となる．
さて、Kを図 11にある 8の字結び目（the �gure eight knot）とし、X = S3 nKを3次元球面 S3からKを除いた補集合とする．このとき、Xは双曲多様体になり、上半

図 12: 8の字結び目
空間 H を、PSL(2;Z[1+p�32 ℄)の指数 12の部分群 �で割ったものと同相になることが
知られている．双曲多様体に対してその体積は位相不変量になるが、特に上のXの場
合には Vol(X) = 2D(1 +p�32 )
で与えられる事が分かる．ここでD(z)は、古典的な Eulerの 2重対数関数Li2(z) = 1Xn=1 znn2
によって D(z) = ImLi2(z) + arg(1� z) log jzj
で定義されるBloh-Wignerの2重対数関数（dilogarithm）であり、その特殊値D(1+p�32 )
は、 mod 3の指標 ��3に対するDirihlet L関数の 2での値とL(��3; 2) = 4p39 D(1 +p�32 )
という関係にある．一方、Xに対するA多項式B(x; y) = �y4 + x(1� y � 2y2 � y3 + y4)� x2
に対し Vol(X) = �m(B(x; y))
がBoydによって証明されており、これらを組み合わせると、f = 3に対してChinburg
の問題が肯定的に解決される． 34



より一般に、 � = PSL2(OQ(p�f))
をBianhi群といい、対応する双曲多様体Bf = H =�をBianhi多様体という．Humbert
によって 1919年に VolBf = fpf24 L(��f ; 2)
が示されているので、もし Bf が結び目の補空間として表され、しかもその体積が A
多項式の対数的Mahler測度に �と適当な有理数を掛けたものになっていることが証
明できれば、Chinburgの問題が肯定的に解決できることになる．この方針によって、Boyd、LongとReidによって、f = 23の場合の Chinburgの問題が初めて肯定的に解
決された．
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