
幾何学基礎2演義
問題 1.1. f を集合Xから集合 Y への写像、gを集合 Y から集合Zへの写像とする．この時、
次のそれぞれの主張に対し、正しければ証明を、正しくなければ反例を与えよ：1. f が全射なら g Æ f は全射．2. f が単射なら g Æ f は単射．3. gが全射なら g Æ f は全射．4. gが単射なら g Æ f は単射．5. g Æ f が全射なら f は全射．6. g Æ f が単射なら f は単射．7. g Æ f が全射なら gは全射．8. g Æ f が単射なら gは単射．
問題 1.2. 適当な集合X とその上の二項関係 �で、次のようなものの例を与えよ：1. 反射的だが、対称でも推移的でもないもの．2. 対称だが、反射的でも推移的でもないもの．3. 推移的だが、反射的でも対称でもないもの．
問題 1.3. X を集合、�をX の上の同値関係とする．1. X から商集合X=�への自然な全射 p : X ! X=�

で、X の元 xを xの属する同値類に送るものが存在することを示せ．2. Y を集合とし、Xから Y への写像 f : X ! Y で、x � yなら f(x) = f(y)となるものが
与えられたとする．この時、写像 f : X=� ! Y で f = f Æ pとなるものがただ一つ存在
することを示せ．

問題 1.4. 適当な集合X とその上の二項関係 �で、次のようなものの例を与えよ：1. 反射的だが、反対称でも推移的でもないもの．2. 反対称だが、反射的でも推移的でもないもの．3. 推移的だが、反射的でも反対称でもないもの．



定義 1.1. 全順序集合 (X;�)で任意の空でない部分集合が最小元を持つものを整列集合 (well-ordered set)と呼ぶ．
問題 1.5. 次のようなものの例を与えよ：1. 順序集合だが、全順序集合でないもの．2. 全順序集合だが、整列集合ではないもの．3. 整列集合．
問題 1.6. 順序集合が最小元を持てば、それが唯一の極小元になることを示せ．
問題 1.7. 順序集合とその元で、極小ではあるが最小ではないものの例を与えよ．
問題 1.8. 整列集合の任意の部分集合には自然に整列集合の構造が入ることを示せ．
問題 1.9. 「任意の集合は、その上に適当に順序を定めることによって整列集合にできる」と
いう命題を Zermeloの整列定理 (well-ordering theorem)と呼び、選択公理と同値であるこ
とが知られている．この整列定理を仮定して、選択公理と同値であることが知られている次の

命題を示せ：1. �を添字集合とする空ではない集合の族 fA�g�2�に対し、直積集合Q�2�A�も空では
ない．2. 集合 X から集合 Y への全射 f : X ! Y に対し、ある単射 g : Y ! X が存在して f Æ g
が Y の恒等写像になる．

問題 1.10. 整数係数の多項式の根として得られる複素数を代数的数 (algebrai
 number)と
呼ぶが、代数的数の集合が可算集合であることを示せ．

問題 1.11. 実数の集合 R と、その直積 R2 の濃度が等しいことを示せ．
定義 1.2. 集合X と Y に対し、X から Y への写像全体の集合を Y X で表わす．
問題 1.12. 有限集合X と Y に対し ��XY �� = jXjjY j
となることを示せ．但し、有限集合X に対し jXjでX の元の個数を表わす．
問題 1.13. 集合X に対し、X から 2つの元からなる集合への写像全体の集合を 2X で表わす
と、2X はX の冪集合と自然な 1対 1対応を持つことを示せ．
問題 1.14. 有理数の集合の冪集合と実数の集合の濃度が等しいことを示せ．
問題 1.15. 任意の集合に対し、その冪集合ともとの集合の濃度は等しくないことを示せ．
問題 1.16. 集合が無限集合であることと、その真部分集合との間に全単射が存在することが同
値であることを示せ．ただし、整列定理は仮定して良い．



幾何学基礎2演義
問題 2.1. R2 から R への全単射は存在するが、R2 から R への連続な全単射で、逆も連続にな
るようなものは存在しない．このことを次のようにして示せ：1. f : R2 ! R を連続な全単射とすると、f を R2 n f0gに制限したもの f jR2nf0gも像への連

続な全単射になる．2. R2 n f0gの任意の 2点 pと q に対し、連続写像 
 : [0; 1℄ ! R2 n f0gで 
(0) = pかつ
(1) = qとなるものが存在する．3. ところが、R n ff(0)gの 2点 rと sで、どのような連続写像 d : [0; 1℄ ! R n ff(0)g を持っ
てきても d(0) = rかつ d(1) = sとはできないものが存在する．4. 一方、f jR2nf0g が連続なので、任意の r; s 2 R に対して f(p) = r, f(q) = s となるp; q 2 R2 と、
(0) = pかつ 
(1) = q となる連続写像 
 : [0; 1℄ ! R2 n f0g を取ってd = f Æ 
 : [0; 1℄ ! R n ff(0)gとおくと、この dは d(0) = rかつ d(1) = sなる連続写像
を与える．5. 従って、R2 から R への連続な全単射で、逆も連続になるようなものは存在しない．この
ことを指して、R2 と R は同相 (homeomorphi
)ではないと言う．より強く、R2 からR への連続な単射は存在しない．

また、R2 から R への連続な全射は存在する．従って、上の議論では単射性を本質的に使って
いるのだが、それはどこか．

問題 2.2. V を実 3次元のベクトル空間 R3 とし、W を (1; 1; 1) 2 V で生成される V の部分ベ
クトル空間とする．V の同値関係 �を、x; y 2 V に対し x � y 2 W の時 x � yとして定め、
これによる商空間を V=W と書く．この時、V=W 上の線形写像 f を、[(x; y; z)℄ 2 V=W に対しf([(x; y; z)℄) = x+ y + z
となるように定義することはできない（well-de�nedではない）ことを示せ．
問題 2.3. Xを集合、f : X ! XをXからXへの写像とし、fを 2回合成したもの f2 : X ! X
がX の恒等写像になると仮定する．この時、次が成り立つことを示せ：1. f は全射．2. f は単射．
問題 2.4. 集合X と関数 d : X �X ! R が距離空間の公理から「x; y 2 X が d(x; y) = 0を満
たせば x = y」という条件を除いたものを満たすとき、組 (X; d)を擬距離空間 (pseudometri
spa
e) と呼ぶ．擬距離空間 (X; d) に対し X の 2 項関係 � を、d(x; y) = 0 の時 x � y と
して定義すると、� は同値関係になることを示せ．さらに、写像 d : X � X ! R は写像d : (X= �)� (X= �)! R を引き起こし、組 (X= �; d)は距離空間になることを示せ．これを
擬距離空間 (X; d)に付随する距離空間と呼ぶ．



定義 2.1. R 上のベクトル空間 V から非負の実数の集合 R�0 への写像 k � k : V ! R がノルム
であるとは、次の 3つの条件を満たすことを指す：� 任意の v 2 V に対し、v = 0と kvk = 0は同値．� 任意の v 2 V と � 2 R に対して k�vk = j�jkvk.� 任意の v; w 2 V に対して kv + wk � kvk + kwk:
ベクトル空間とその上のノルムの組をノルム空間と呼ぶ．

問題 2.5. ノルム空間 (V; k � k)に対し、関数 d : V � V ! R をd(x; y) = kx� yk
で定義すると、これは V 上の距離を与えることを示せ．
問題 2.6. ノルム空間 (V; k � k)に対し、ノルムを保つ線形自己同型の集合は群をなすことを
示せ．

問題 2.7. 有限次元のノルム空間 (V; k � k) からノルム空間 (W; k � k) への線形写像の集合Hom(V;W )の上の関数 k � k を、f 2 Hom(V;W )に対してkfk = supv2V kf(v)kkvk
で定義すると、これはHom(V;W )のノルムを与えることを示せ．このノルムをHom(V;W )の
作用素ノルムと呼ぶ．また、この定義は V が無限次元の時にはうまく行かないことを示せ．(ヒント：supが存在しないような線形写像を与えよ．)
定義 2.2. 距離空間 (X; d)の点列 fpng1n=1がCau
hy列であるとは、任意の正数 �に対してあ
る自然数 N が存在して、N より大きい任意の自然数 nとmに対して d(pn; pm) < �が成り立
つことを指す．

定義 2.3. 距離空間 (X; d)の点列 fpng1n=1が点 p 2 Xに収束する (
onverge)とは、任意の正
数 �に対してある自然数 N が存在して、N より大きい任意の自然数 nに対して d(pn; p) < �が
成り立つことを指す．

問題 2.8. 距離空間 (X; d)の収束する点列は Cau
hy列であることを示せ．
問題 2.9. 距離空間 (X; d)のCau
hy列が収束するとき、その収束先はただ一つに定まること
を示せ．

定義 2.4. 距離空間 (X; d)は、Cau
hy列が必ずX の中に収束先を持つとき完備 (
omplete)
であると言う．

問題 2.10. Q を有理数の集合とし、関数 d : Q � Q ! R を x; y 2 Q に対して d(x; y) = jx� yj
で定義すると、組 (Q ; d) は完備ではない距離空間になることを示せ．



幾何学基礎2演義
問題 3.1. 距離空間 (X; d)のCau
hy列の集合を eXとおくと、fpng1n=1; fqng1n=1 2 eXに対してed(fpng1n=1; fqng1n=1) = limn!1 d(pn; qn)
とおくことで eX の擬距離 ed : eX � eX ! R が定まることを示せ．この擬距離空間 ( eX; ed)に付随
する距離空間を (X; d)の完備化 (
ompletion)と呼び、(X; d)で表わす．
注意 3.1. 問題 2.10で与えられた距離空間 (Q ; d)の完備化として、実数の集合に通常の距離を
入れたものが得られる．

問題 3.2. 任意の距離空間に対し、その完備化への距離を保つ自然な単射が存在することを示せ．
定義 3.2. 距離空間 (X; dX )から (Y; dY )への写像が一様連続 (uniformly 
ontinuous)であ
るとは、任意の正数 �に対してある正数 Æが存在して、x; x0 2 X が dX(x; x0) < Æを満たせばdY (f(x); f(x0)) < �となることを指す．
問題 3.3. 距離空間 (X; d)の完備化 (X; d)は次の性質で特徴づけられることを示せ：� (X; d)は (X; d)を部分空間として持つ完備距離空間であり、任意の完備距離空間 (N; dN )

と一様連続写像 f : X ! N に対して、一様連続写像 f : X ! N で f の拡張になってい
るものがただ一つ存在する．

定義 3.3. 素数 pに対し有理数体 Q の p進距離 (p-adi
 metri
)dpを、a; b 2 Q に対しdp(a; b) = 8<:p� ordp(a�b) a 6= bの時;0 a = bの時
で定義する．ただし ordp(a� b)は、a� bを割り切る p冪の中で最大となるような冪指数を指
す．つまり、整数 kと pで割り切れない整数m, nによってa� b = pk nm
と表されるとき、ordp(a� b) = k と定める．
問題 3.4. 任意の有理数 aに対し、 jaj � Yp:素数dp(a; 0) = 1
が成り立つことを示せ．

問題 3.5. 素数 pと p進距離 dpに対し、(Q ; dp)は距離空間であることを示せ．
問題 3.6. 素数 pと任意の有理数 a; b; 
に対し、p進距離 dpは三角不等式よりも強い次の不等
式を満たすことを示せ: dp(a; 
) � maxfdp(a; b); dp(b; 
)g:
この不等式を満たす距離を非 Ar
himedes的距離と呼ぶ．



問題 3.7. 素数 pと p進距離 dpに対し、距離空間 (Q ; dp)は完備ではないことを示せ．
定義 3.4. 素数 pと p進距離 dpに対し、距離空間 (Q ; dp)の完備化を p進有理数体 (the �eldof p-adi
 rational numbers) と呼び、Qp で表わす．また、(Q ; dp)の部分距離空間 (Z; dp)
の完備化は Qp の部分距離空間であるが、これを Zpで表わす．
問題 3.8. Q の加法と乗法は、Qp の加法と乗法に連続に拡張されることを示せ．
問題 3.9. 整数の列 fang1n=1が p進距離に関して Cau
hy列であることの必要十分条件は、� 任意の自然数M に対してある自然数N が存在して、N より大きい任意の自然数mと n

に対して am � anが pM で割り切れる
であることを示せ．

問題 3.10. 任意の素数 pに対し、整数の列 fn!g1n=1は p進距離に関して Cau
hy列であること
を示し、その Zpにおける極限を求めよ．
問題 3.11. 有理数の列 fang1n=1に対し、sn = a1 + a2 + � � �+ an; n = 1; 2; : : : ;
で新しい数列 fsng1n=1を定義する．この時、fsng1n=1が Qp において収束するための必要十分
条件は、実数の列 fdp(an; 0)g1n=1が 0に収束することであることを示せ．
問題 3.12. Zpの任意の元は 0以上 p未満の整数の列 fang1n=0を用いてa0 + a1p+ a2p2 + � � �
と一意的に表されることを示せ．

問題 3.13. aを pと互いに素な整数とする．この時、次を示せ：1. ある整数 bと 
が存在して、ab+ p
 = 1 が成立する．2. 整数の列 fbngで、実数の列 fdp(a�1; bn)g1n=1が 0に収束するものが存在する．3. a�1 2 Zp．
問題 3.14. 素数 pと整数 aに対し、ap � aは pで割り切れることを示せ．
問題 3.15. 素数 pと整数 aに対し、数列 fapng1n=1は Zpで収束することを示せ．
問題 3.16. 素数 pに対し、整数 aと bがdp(a; b) < 1
を満たせば、数列 fapng1n=1と fbpng1n=1は Zpの同じ元に収束することを示せ．
注意 3.5. 奇素数 pと整数 aに対しTei
h(a) = limn!1apn 2 Zp
とおくと、これは群の準同型 Tei
h : (Z=pZ)�! (Zp)�
を誘導する．これをTei
hm�uller 指標と呼ぶ．



幾何学基礎2演義
問題 4.1. 実数の集合 R の次のような部分集合に、実数の通常の大小関係 �から定まる順序を
入れて得られる順序集合は、整列集合かどうかを答えよ：1. P = fp 2 R j pは素数 g.2. R�0 = fx 2 R j x � 0g.3. X = fm+ np2 2 R�0 j m;n 2 Ng.4. Y = fm+ np2 2 R�0 j m;n 2 Zg.
問題 4.2. 日本に住民票を持つ人間の集合を X とおくとき、次の問いに答えよ：1. X に、xが yの子孫であるか x = yのときに x �1 yとして 2項関係を定義する．この

時、(X;�1)は順序集合になるか．また、もし順序集合になるとすると、これは全順序集
合、あるいは整列集合か．2. X に、xの生年月日が yの生年月日よりも後であるか x = yの時に x �2 yとして 2項関
係を定義する．この時、(X;�2)は順序集合になるか．また、もし順序集合になるとする
と、これは全順序集合、あるいは整列集合か．3. (X;�1)および (X;�2)の極大元、極小元はどのような元か．4. 写像 f21 : (X;�1)! (X;�2)をX の恒等写像が引き起こす写像とするとき、f21は順序
を保つか．5. 写像 f12 : (X;�2)! (X;�1)をX の恒等写像が引き起こす写像とするとき、f12は順序
を保つか．

問題 4.3 (Bolzano-Weierstrassの定理). 閉区間 [0; 1℄上の任意の点列 fxng1n=0は収束する部分
列を持つことを示せ．

問題 4.4. 閉区間 [0; 1℄上の実数値連続関数 f : [0; 1℄ ! R は一様連続であることを示せ．
問題 4.5 (中間値の定理). 閉区間 [0; 1℄上の実数値連続関数 f : [0; 1℄ ! R が f(0) < 0かつf(1) > 1を満たすとき、f(x) = 0となるような x 2 (0; 1)が存在することを示せ．
問題 4.6 (最大値の定理). 閉区間 [0; 1℄上の実数値連続関数 f : [0; 1℄ ! R は最大値を持つこと
を示せ．

問題 4.7 (Arzel�a-As
oliの定理). 閉区間 [0; 1℄上の実数値連続関数の族 (fn)1n=0が一様有界か
つ同程度連続ならば、一様収束する部分列を持つことを示せ．



問題 4.8. 正の自然数の集合 N+ に対し、関数 d1; d2; d3 : N+ � N+ ! R をd1(x; y) = jx� yj;d2(x; y) = 8<:0 x = y;1 otherwise;d3(x; y) = ���� 1x � 1y ���� ;
で定義する1. 組 (N+ ; d1)は距離空間であることを示せ．2. 組 (N+ ; d2)は距離空間であることを示せ．3. 組 (N+ ; d3)は距離空間であることを示せ．4. 距離空間 (N+ ; d1)から距離空間 (N+ ; d2)への全単射連続写像で、逆写像も連続になるよ

うなものの例を与えよ．5. 距離空間 (N+ ; d1)から距離空間 (N+ ; d3)への全単射連続写像の例を与えよ．6. 距離空間 (N+ ; d1)から距離空間 (N+ ; d3)への全単射連続写像で、逆写像が一様連続にな
るようなものは存在しないことを示せ．7. 距離空間 (N+ ; d1)は有界ではないことを示せ．8. 距離空間 (N+ ; d2)は有界であることを示せ．9. 距離空間 (N+ ; d3)は有界であることを示せ．10. 距離空間 (N+ ; d1)は完備であることを示せ．11. 距離空間 (N+ ; d2)は完備であることを示せ．12. 距離空間 (N+ ; d3)の完備化を求めよ．13. 距離空間 (N+ ; d1)は全有界ではないことを示せ．14. 距離空間 (N+ ; d2)は全有界ではないことを示せ．15. 距離空間 (N+ ; d3)は全有界であることを示せ．16. 距離空間 (N+ ; d1)は可分であることを示せ．17. 距離空間 (N+ ; d2)は可分であることを示せ．18. 距離空間 (N+ ; d3)は可分であることを示せ．19. 距離空間 (N+ ; d1)上の連続関数で、最大値を持たないものの例を与えよ．20. 距離空間 (N+ ; d2)上の連続関数で、最大値を持たないものの例を与えよ．21. 距離空間 (N+ ; d3)上の連続関数で、最大値を持たないものの例を与えよ．



幾何学基礎2演義 (中間試験)
問題 5.1. X を集合、2X をX の冪集合とする時、X の濃度と 2X の濃度は等しくないことを
示せ．

学籍番号 名前



問題 5.2. f : V ! U を体 k上のベクトル空間の間の線形写像とし、W � V を V の部分ベク
トル空間とする．この時、以下の問いに与えられたキーワードを用いて答えよ：1. V のW による商空間 V=W を (集合として)定義せよ（キーワード：同値関係）．2. 商空間 V=W には自然に k上のベクトル空間の構造が入り、自然な射影 � : V ! V=W は

線形写像になることを示せ（キーワード：well-de�ned）．3. 線形写像 f : V=W ! U が存在して f = f Æ �となるための必要十分条件を与えよ（キー
ワード：核）．



幾何学基礎2演義 (中間試験・解答例)
問題 5.1. X を集合、2X をX の冪集合とする時、X の濃度と 2X の濃度は等しくないことを
示せ．

解答例

集合X からその冪集合 2X への全射は存在しないことを背理法で示す．全射 f : X ! 2X が
存在すると仮定し、 T = fx 2 X j x 62 f(x)g
とおく．写像 f : X ! 2X が全射であり、T 2 2X なので、ある y 2 X が存在してT = f(y)
となる．この時 y 2 T か y 62 T のどちらかが成り立つ．仮に y 2 T とすると、y 2 T = f(y)と
なり、T の定義に反する．また、仮に y 62 T とすると、y 62 T = f(y)となり、再び T の定義
に反する．従って、このような写像 f は存在しない．



問題 5.2. f : V ! U を体 k上のベクトル空間の間の線形写像とし、W � V を V の部分ベク
トル空間とする．この時、以下の問いに与えられたキーワードを用いて答えよ：1. V のW による商空間 V=W を (集合として)定義せよ（キーワード：同値関係）．2. 商空間 V=W には自然に k上のベクトル空間の構造が入り、自然な射影 � : V ! V=W は

線形写像になることを示せ（キーワード：well-de�ned）．3. 線形写像 f : V=W ! U が存在して f = f Æ �となるための必要十分条件を与えよ（キー
ワード：核）．

解答例1. 集合 V 上の 2項関係 �を、2つの元 v; v0 2 V に対し v � v0 2 W の時 v � v0として定める
と、次が成立する：

対称律： V の 2つの元 vと v0が v � v0を満たすならば、ある w 2 W が存在して v � v0 = w
となる．W は部分ベクトル空間なので、w 2W ならば�w 2W である．従って v0�v =�w 2W であり、v0 � vが成立する．

反射律： W は部分ベクトル空間なので、0 2W である．従って任意の v 2 V に対し v � v =0 2W となり、v � vが成立する．
推移律： v � v0, v0 � v00ならば、v � v0 = w, v0 � v00 = w0となる w;w0 2W が存在する．こ

の時 v � v00 = w + w0 2W となるので、v � v00となる．
従って�は同値関係であり、商空間 V=W は集合 V をこの同値関係 �で割って得られる商集
合として定義される．2. 上で得られた商集合 V=W に次のようにしてベクトル空間の構造を入れる：� V の元 v1と v2を代表元に持つ V=W の 2つの元 [v1℄; [v2℄と、基礎体 kの 2つの元 �; �

に対し、�[v1℄ + �[v2℄ = [�v1 + �v2℄．
これがwell-de�nedであることを示すために別の代表元 v01 = v1+w1と v02 = v2+w2を取ると、�v01 + �v02 = (�v1 + �v2) + (�w1 + �w2)
となる．W がV の部分ベクトル空間なので �w1+�w2 2W であり、�[v1℄+�[v2℄が代表元の取
り方によらずに定まることが分かる．こうして定義した V=W の和とスカラー倍がベクトル空間
の公理を満たすことは V がベクトル空間であることから容易に従い、自然な射影 � : V ! V=W
は線形写像になる．3. 上のような線形写像 f が存在するための必要十分条件は、v 2 V に対して f([v℄) = f(v)と
定義した時、これがwell-de�nedになることである．二つの元 v; v0 2 V が同値であるための必
要十分条件は v � v0 = w 2 W となることであり、この時 f(v) � f(v0) = f(w)となる．従っ
て、f がwell-de�nedになるための必要十分条件は、任意の w 2W に対して f(w) = 0となる
ことである．一方、f の核は Kerf = fv 2 V j f(v) = 0g
で定義されるので、この条件はW � Kerf と言い換えることが出来る．



幾何学基礎2演義
問題 6.1. (X; dX )を距離空間、fxng1n=0をX の点列、x1をX の点とするとき、次の 2つの
条件は同値であることを示せ：1. 点列 fxng1n=0は点 x1 2 X に収束する．2. 点 x0を含むXの任意の開集合 U に対し、ある自然数N が存在して、N より大きな任意

の自然数 nに対して xn 2 U となる．
問題 6.2. (X; dX )と (Y; dY )を距離空間、f : X ! Y をX から Y への写像、x1をX の 1点
とするとき、次の 2つの条件は同値であることを示せ：1. 任意の正数 �に対してある正数 Æが存在して、任意の x 2 X に対して dX(x; x1) < Æな

らば dY (f(x); f(x1)) < �.2. X の任意の点列 fxng1n=0で x1に収束するものに対し、Y の点列 ff(xn)g1n=0は f(x1)
に収束する．

問題 6.3. (X; dX )と (Y; dY )を距離空間、f : X ! Y をX から Y への写像、x0をX の 1点
とするとき、次の 2つの条件は同値であることを示せ：1. 任意の正数 �に対してある正数 Æが存在して、任意の x 2 Xに対して dX(x; x0) < Æなら

ば dY (f(x); f(x0)) < �.2. f(x0)を含む任意の Y の開集合 U に対してある X の開集合 V が存在して、V に含まれ
る任意のX の開集合W に対して f(W ) � U となる．

問題 6.4. (X; dX )と (Y; dY )を距離空間、f : X ! Y をX から Y への写像とするとき、次の4つの条件は同値であることを示せ：1. 任意の点 x0 2 X と任意の正数 �に対して、ある正数 Æが存在して、任意の x 2 X に対
して dX(x; x0) < Æならば dY (f(x); f(x0)) < �.2. X の任意の収束する点列 fxng1n=0に対して、limn!1 f(xn) = f � limn!1xn�
が成り立つ．3. 任意の点 x0 2 X と f(x0)を含む任意の Y の開集合 U に対して、あるX の開集合 V が
存在して、V に含まれる任意の X の開集合W に対して f(W ) � U となる．4. Y の任意の開集合 U に対して f�1(U)はX の開集合になる．

問題 6.5. 関数 f : R ! R を f(x) = 8><>:sin�1x� x 6= 00 x = 0
で定めるとき、これが連続にならないことを問題 6.4の同値な 4つの条件のそれぞれを用いて
確かめよ．



問題 6.6. f : X ! Y を集合X から集合 Y への写像とし、(V�)�2�を添字集合 �を持つよう
なXの部分集合の族、(U�)�2�を添字集合 �を持つような Y の部分集合の族とする．この時、
次のそれぞれの主張に対し、正しければ証明を、正しくなければ反例を与えよ．ただし、集合Aに対し A
で Aの補集合を表す．1. f �T�2� V�� = T�2� f(V�):2. f �S�2� V�� = S�2� f(V�):3. �S�2� V��
 = T�2� V 
� :4. �T�2� V��
 = S�2� V 
� :5. f�1 �T�2� U�� = T�2� f�1(U�):6. f�1 �S�2� U�� = S�2� f�1(U�):7. f(V 
� ) = f(V�)
:8. f�1(U 
�) = f�1(U�)
:
問題 6.7. (X; dX ), (Y; dY ), (Z; dZ)を距離空間、f : X ! Y と g : Y ! Z を連続写像とする．
この時、合成写像 g Æ f : X ! Z も連続になることを �-Æ論法を用いて示せ．
問題 6.8. (X;OX ), (Y;OY ), (Z;OZ)を位相空間、f : X ! Y と g : Y ! Z を連続写像とす
る．この時、合成写像 g Æ f : X ! Z も連続になることを示せ．
問題 6.9. R の通常の位相に関して、開集合の族 fUng1n=1で共通部分 \1n=1Unが開集合ではな
い例を与えよ．

問題 6.10. R の通常の位相に関して、閉集合の族 fUng1n=1で、和集合 [1n=1Unが閉集合では
ない例を与えよ．

問題 6.11. 位相空間 (X;O) の部分集合 S に対し、S を含む X の最小の閉集合を S の閉包(
losure)と呼ぶ．R の通常の位相に関して、次の部分集合の閉包を求めよ：1. 開区間 (0; 1)．2. 有理数の集合 Q．3. Z+p2Z= fa+ bp2 j a; b 2 Zg．



幾何学基礎2演義
問題 7.1. (X;O)を位相空間、� : Y ! X を単射とするとき、ここから定まる Y の相対位相は�を連続にするような Y の位相のうちで最弱であることを示せ．
問題 7.2. (X;OX )を位相空間、� : Y ! X を単射とするとき、ここから定まる Y の相対位相OY は次の性質で特徴付けられることを示せ．� 任意の位相空間 (Z;OZ)と任意の連続写像 f : (Z;OZ) ! (X;OX )で f(Z) � �(Y )を満

たすようなものに対し、連続写像 g : (Z;OZ)! (Y;OY )で f = � Æ gを満たすものが唯一
つ存在する．

問題 7.3. (X;O)を位相空間、p : X ! Y を全射とするとき、ここから定まる Y の商位相は p
を連続にするような位相のうちで最強であることを示せ．

問題 7.4. (X;OX )を位相空間、p : X ! Y を全射とするとき、ここから定まる Y の商位相OY は次の性質で特徴付けられることを示せ．� 任意の位相空間 (Z;OZ )と任意の連続写像 f : (X;OX)! (Z;OZ)で、任意のx; x0 2 Xに
対しp(x) = p(x0)ならばf(x) = f(x0)を満たすようなものに対し、連続写像g : (Y;OY )!(Z;OZ)で f = g Æ pを満たすものが唯一つ存在する．

問題 7.5. 位相空間 (X;O)の部分集合 Cが閉であることと、Cの点列 fpng1n=1がX の点 pに
収束するならば p 2 Cとなることが同値であることを示せ．
問題 7.6. 位相空間 (X;O)がHausdor�空間であれば、Xの点列 fpng1n=1の収束先は高々1つ
であることを示せ．

問題 7.7. (X; d)を距離空間とするとき、距離から定まる位相に関して Xがコンパクトである
ことと、X の任意の点列が収束する部分列を持つことが同値であることを示せ．
問題 7.8. 有限集合を Hausdor�空間にするような位相は離散位相に限ることを示せ．
問題 7.9. 離散なコンパクト集合は有限集合であることを示せ．
問題 7.10. 自然数 nに対し、Rn の中で有限個の多項式の共通零点として定義される部分集合
を閉集合として定義すると、これは Rn の位相を与える（すなわち、その補集合を開集合と定
義すると、これは位相の公理を満たす）ことを示せ．これを Rn の Zariski位相と呼ぶ．
問題 7.11. 正の自然数 nに対し、Rn は Zariski位相に関して Hausdor�ではない事を示せ．
問題 7.12. 正の自然数 nに対し、Rn は通常の位相ではコンパクトではないことを示せ．
問題 7.13. 任意の自然数 nに対し、Rn は Zariski位相に関して Hausdor�ではないコンパク
ト空間であることを示せ．

注意 7.1. コンパクト空間の定義に Hausdor�性を含めることも多い．この場合、Hausdor�性
を仮定しないコンパクト空間を準コンパクト (quasi-
ompa
t)空間と呼ぶ．
問題 7.14. 位相空間のコンパクトな部分集合で、閉部分集合ではないものを与えよ．



問題 7.15. R の部分集合が Zariski位相に関して開集合であることと、その補集合が有限集合
であることは同値であることを示せ．

問題 7.16. R の Zariski位相に関する任意の開集合は Hausdor�ではないコンパクト空間であ
ることを示せ．

問題 7.17. R の Zariski位相に関する任意の開集合の閉包は R 全体になることを示せ．
問題 7.18. 有限とは限らない集合 �でパラメトライズされた位相空間の族 f(X�;O�)g�2� が
与えられたとし、�の任意の有限部分集合 I と、各 � 2 I に対してX�の開集合 U� 2 O�を選
んだとき、これに対して直積集合

Q�2�X� の部分集合 U(I; fU�g�2I) をU(I; fU�g�2I) = f(x�)�2� 2 Y�2�X� j x� 2 U� if � 2 Ig
で定義する．この時、O = fU(I; fU�g�2I) j I � � is �nite and U� � X� is open for any � 2 Ig
の元を開集合と定義することで、

Q�2�X� に位相を入れることができることを示せ．これをQ�2�X� の直積位相 (produ
t topology)と呼ぶ．
問題 7.19. 無限集合 �でパラメトライズされた位相空間の族 f(X�;O�)g�2� と、各 � 2 �に
対してX�の空でも全体でもない開集合 U� 2 O�が与えられたとき、直積集合Y�2�U� � Y�2�X�
は
Q�2�X�の直積位相に関する開集合ではないことを示せ．

問題 7.20. 集合�でパラメトライズされた位相空間の族 f(X�;O�)g�2� に対し、Q�2�X� の
直積位相は任意の � 2 �に対して �成分への射影�� : Y�2�X� ! X�
を連続にするような最弱の位相であることを示せ．

問題 7.21. 集合 �でパラメトライズされた位相空間の族 f(X�;O�)g�2� に対し、Q�2�X�
の直積位相は次の性質で特徴づけられることを示せ：任意の位相空間 (Y;Q)と連続写像の族ff� : Y ! X�g�2�に対して、連続写像 f : Y ! Q�2�X�で任意の � 2 �に対して f� = �� Æf
を満たすものがただ一つ存在する．

問題 7.22. 離散位相空間の無限直積は離散位相空間ではないことを示せ．
問題 7.23. 離散有限集合の直積はコンパクトであることを示せ．
問題 7.24. 素数 pに対し、p個の元からなる集合 Z=pZ= f0; 1; : : : ; p� 1gに離散位相を入れ
たものの可算無限直積空間 (Z=pZ)� (Z=pZ)� : : :
は p進整数環 Zpと同相であることを示せ．



幾何学基礎2演義 (中間試験 (その2))
問題 8.1. 集合X と、X の冪集合 2X の部分集合 O � 2X の組 (X;O)が位相空間であること
の定義を述べよ．

問題 8.2. 位相空間の間の写像 f : (X;OX )! (Y;OY ) が与えられているとする．1. f が連続であることの定義を述べよ．
2. f が同相写像であることの定義を述べよ．

問題 8.3. X を集合とし、O1と O2をX に入る 2通りの位相とする．この時、O1が O2より
も強い位相であることの定義を述べよ．

問題 8.4. 位相空間 (X;O)がHausdor�であることの定義を述べよ．

学籍番号 名前



問題 8.5. 以下の問いに答えよ：1. (X;OX )を位相空間とするとき、X の部分集合 Y に入る相対位相 OY の定義を述べよ．
2. (X;OX )を位相空間、�をX上の同値関係とする時、商集合 Y = X=�に入る商位相OY
の定義を述べよ．

3. (X;OX )と (Y;OY )を位相空間とするとき、直積集合X � Y に入る直積位相 OX�Y の定
義を述べよ．

問題 8.6. 次の空欄に「最強」または「最弱」のどちらかの言葉を入れて文章を完成させよ：1. (X;OX )を位相空間、� : Y ,! Xを単射とする時、�の定める Y の相対位相は �を連続に
するような位相の中で（　　　　）のものである．2. (X;OX )を位相空間、�をX 上の同値関係、Y = X=�を商集合、� : X ! Y を自然な
射影とする時、�の定める Y の商位相は �を連続にするような位相の中で（　　　　）
のものである．3. (X;OX )と (Y;OY )を位相空間、X � Y を直積集合、�X : X � Y ! X および �Y :X � Y ! Y を自然な射影とする時、X � Y の直積位相は �X および �Y を連続にするよ
うな位相の中で（　　　　）のものである．

問題 8.7. 位相空間 (X;O)がコンパクトであることの定義を述べよ．



幾何学基礎2演義 (中間試験 (その2)・解答例)
問題 8.1. 集合X と、X の冪集合 2X の部分集合 O � 2X の組 (X;O)が位相空間であること
の定義を述べよ．(i) 全体集合及び空集合が O の元であること：X 2 O かつ ; 2 O．(ii) O が任意の和集合について閉じていること：8� 2 �; U� 2 O =) S�2� U� 2 O.(ii) O が有限個の共通部分について閉じていること：U1; : : : ; Uk 2 O =) Tki=1 Uk 2 O.
問題 8.2. 位相空間の間の写像 f : (X;OX )! (Y;OY ) が与えられているとする．1. f が連続であることの定義を述べよ．Y の任意の開集合に対し、その f による逆像が X の開集合になること：8U 2 OY ; f�1(U) 2 OX :2. f が同相写像であることの定義を述べよ．f が連続な全単射であり、その逆写像も連続になること．
問題 8.3. X を集合とし、O1と O2をX に入る 2通りの位相とする．この時、O1が O2より
も強い位相であることの定義を述べよ．(X;O2)の開集合が必ず (X;O1)の開集合でもあること：O2 � O1:
問題 8.4. 位相空間 (X;O)がHausdor�であることの定義を述べよ．Xの任意の相異なる 2点が開集合で分離できること．すなわち、任意の相異なる 2点x; y 2 X
に対し、ある U; V 2 O が存在して、x 2 U; y 2 V かつ U \ V = ; となること．



問題 8.5. 以下の問いに答えよ：1. (X;OX )を位相空間とするとき、X の部分集合 Y に入る相対位相 OY の定義を述べよ．OY = fY \ U j U 2 OXg:2. (X;OX )を位相空間、�をX上の同値関係とする時、商集合 Y = X=�に入る商位相OY
の定義を述べよ．

自然な射影を � : X ! Y と置くと、OY = fU � Y j ��1(U) 2 OXg:3. (X;OX )と (Y;OY )を位相空間とするとき、直積集合X � Y に入る直積位相 OX�Y の定
義を述べよ． OX�Y = ( [�2�U� � V� ����� 8� 2 �; U� 2 OX ; V� 2 OY) :

問題 8.6. 次の括弧の中に「最強」または「最弱」のどちらかの言葉を入れて文章を完成させよ：1. (X;O)を位相空間、� : Y ,! X を単射とする時、�の定める Y の相対位相は �を連続に
するような位相の中で（最弱）のものである．2. (X;O)を位相空間、�をX 上の同値関係、Y = X=�を商集合、� : X ! Y を自然な射
影とする時、�の定める Y の商位相は �を連続にするような位相の中で（最強）のもの
である．3. (X;OX )と (Y;OY )を位相空間、X � Y を直積集合、�X : X � Y ! X および �Y :X � Y ! Y を自然な射影とする時、X � Y の直積位相は �X および �Y を連続にするよ
うな位相の中で（最弱）のものである．

問題 8.7. 位相空間 (X;O)がコンパクトであることの定義を述べよ．X の任意の開被覆に対し、有限の部分被覆が存在すること．すなわち、X の部分集合の族fU�g�2�が� 8� 2 �, U� 2 O� S�2� U� = X
の 2つの条件を満たすならば、ある有限個の元 �1; : : : ; �n 2 �が存在してX = U�1 [ � � � [ U�n
となること．



幾何学基礎2演義
問題 9.1. 位相空間Xから位相空間 Y への写像が開写像 (open map)であるとは、Xの任意
の開集合の像が Y の開集合になることを指す．同様に、X から Y への写像が閉写像 (
losedmap)であるとは、X の任意の閉集合の像が Y の閉集合になることを指す．
問題 9.2. R から R への写像で、次のような性質を満たすものを与えよ：1. 開かつ閉の写像．2. 開だが閉ではない写像．3. 閉だが開ではない写像．4. 連続な開写像5. 連続でない開写像6. 開でない連続写像7. 連続でない閉写像8. 閉でない連続写像
問題 9.3. コンパクト空間から Hausdor�空間への連続写像は閉写像であることを示せ．
問題 9.4. 全単射な連続写像は必ずしも同相写像とは限らないことを示せ．
問題 9.5. 任意の自然数 nに対し、Rn の部分集合が有界であることと全有界であることは同値
であることを示せ．

問題 9.6. 有界だが全有界ではない距離空間を与えよ．
定義 9.1. 位相空間 (X;O)の部分集合 Y の点 p 2 Y が Y の内点 (interior point)であると
は、pを含むようなXの開集合 U 2 Oで、Y に含まれるようなものが存在することを指す．Y
が内点を持たない時、Y は粗 (nowhere dense)であると言う．
定義 9.2. 位相空間 (X;O)の部分集合 Y の点 p 2 Y が Y の孤立点 (isolated point)である
とは、X の開集合 U 2 O で、U \ Y = fpgとなるものが存在することを指す．
定義 9.3. 0と 2のみからなる 3進小数展開を持つような 0以上 1以下の実数のなす集合をCantor集合と呼ぶ．
問題 9.7. Cantor集合について、次の性質を示せ：1. 閉集合である．2. 粗である．3. 孤立点を持たない．4. 非可算である．



5. 離散位相空間 Z=2Zの可算無限直積空間 (Z=2Z)� (Z=2Z)� � � � と同相である．
定義 9.4. 位相空間 (X;O)が完全不連結 (totally dis
onne
ted)とは、空集合と一点集合以
外の任意の部分集合が連結ではないことを指す．

問題 9.8. 任意の素数 pに対し、p進有理数体 Qp は完全不連結であることを示せ．
問題 9.9. Cantor集合は完全不連結であることを示せ．
定義 9.5. X;Y を位相空間、Map(X;Y )をXから Y への連続写像の集合とする．Xのコンパ
クト集合 Cと Y の開集合 U に対しO(C;U) = ff 2 Map(X;Y ) j f(C) � Ug
とおくとき、 fO(C;U) j C � X is 
ompa
t and U � Y is openg
で生成される位相をMap(X;Y )のコンパクト開位相 (
ompa
t open topology)と呼ぶ．
問題 9.10. 閉区間 [0; 1℄上の連続関数の列 ffng1n=1がコンパクト開位相に関して収束すること
と、一様収束することが同値であることを示せ．

定義 9.6. Xを位相空間、Y を距離空間とするとき、Map(X;Y )の点列 ffng1n=1が広義一様収
束する (
onverge 
ompa
tly)とは、任意のコンパクト集合 K � X に対して、ffng1n=1をK に制限したもの ffnjKg1n=1が一様収束することを指す．
問題 9.11. X を位相空間、Y を距離空間とすると、Map(X;Y )の点列 ffng1n=1がコンパクト
開位相に関して収束することと、X 上で広義一様収束することが同値であることを示せ．
定義 9.7. Hausdor�空間 (G;O)が群の構造を持ち、積を与える写像 G �G ! Gと逆元を与
える写像 G! Gが連続写像であるとき、(G;O)を位相群 (topologi
al group)と呼ぶ．
問題 9.12. R は加法と通常の位相に関して位相群であることを示せ．
問題 9.13. p進有理数体 Qp の可逆元全体の集合 (Qp)�は乗法と p進位相に関して位相群であ
ることを示せ．

問題 9.14. p進整数環 Zpの可逆元全体の集合 (Zp)�は乗法と p進位相に関して (Qp)�のコン
パクトな正規位相部分群であることを示せ．

問題 9.15. 加法群Zは位相群 Rの離散正規部分群であり、商群 R=Zは S1 = fz 2 C j jzj = 1g
に通常の位相と乗法で位相群の構造を入れたものと位相群として同型であることを示せ．

問題 9.16. 商群 (Qp)�=(Zp)�は離散群 Zと位相群として同型であることを示せ．
問題 9.17. 加法群 Q は位相群 Rの正規部分群であるが、商群 R=Q は位相群ではない事を示せ．
問題 9.18. 位相群を離散部分群で割った商空間は Hausdor�空間であることを示せ．
問題 9.19. 位相群をコンパクトな部分群で割った商空間は Hausdor�空間であることを示せ．
注意 9.8. 実は、位相群を閉部分群で割った商空間は Hausdor�空間である事が知られている．
問題 9.20. 位相群の準同型 f : G ! H に対し、Kerf が Gの閉正規部分群で、商群 G=Kerf
は Imf と位相群として同型になることを示せ．


