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年 � � 月 �

日

幾何学基礎 � 演義
定義 �
	��
	 集合 � とその部分集合 
 に対し ����
 で差集合 ���������������
�� を表す．
定義 ��	 �!	"� と 
 を集合、#�$��&%'
 を写像とする．任意の ()��
 に対してある ����� が存在し
て #"*+�!,.-/( となるとき # を全射 02143658749;:=<?>+@BA.C 、任意の �ED�F2�BGH�I� に対して #"*+�EDJ,"-K#"*+�BG�,L��

なら �EDM-��NG となるとき # を単射 0O>�AP7�9P:�<?>+@BA.C という．全射かつ単射な写像のことを全単射
02QR> 7�9P:�<?>+@BA.C と呼ぶ．
定義 ��	TSU	�� と 
 を集合、 #V$=�W%�
 を写像とする．� の部分集合 X と 
 の部分集合 Y に対
し、X の # による像 0J>+Z\[�]B9�C は #"*^X.,_-`�?#"*+�!,a��
b�c�V��Xa�edf
 、Y の # による逆像 0J>+ANgN9;5c1�9
>�Z\[�]
9
C は #6h D *iYj,_-`�����I�k��#"*+�!,l�mYe�edn� で定義される o
問題 ��	p��	q# を集合 � から集合 
 への写像、r を集合 
 から集合 s への写像とする．この時、
次のそれぞれの主張に対し、正しければ証明を、正しくなければ反例を与えよ：

��ot# が全射なら rjul# は全射．
� ot# が単射なら rjul# は単射．
v owr が全射なら rxu�# は全射．
y owr が単射なら rxu�# は単射．
z owrju�# が全射なら # は全射．
{ owrju�# が単射なら # は単射．
� owrju�# が全射なら r は全射．
| owrju�# が単射なら r は単射．

問題 ��	 �!	j# が集合 � から集合 
 への写像で、 X と } が � の部分集合、 Y と ~ が 
 の部分
集合であるとする．この時、次のそれぞれの主張に対し、正しければ証明を、正しくなければ

反例を与えよ：

��ot#"*^XI��}H,"-�#"*^X_,U��#"*�}H,��
� ot#"*^XI��}H,"-�#"*^X_,U��#"*�}H,��
v ot#"*+���wX.,_-�
��l#"*^X_,��
y ot# h D *iYx,��)# h D *^~M,"-�# h D *iY��I~�,��
z ot# h D *iYx,��)# h D *^~M,"-�# h D *iY��I~�,��
{ ot#6h D *�
���Yx,.-��b�w#6h D *iYx,�o



定義 �
	��E	w� を集合、 � を � の二項関係、 �EF2(NFO� を � の任意の元とする．
��oq�)�/� となるとき、 � は反射的 025c9��R9��E>�gN9�C であるという．
� oq�)�/( なら (���� となるとき、 � は対称 021��EZ�Z�9;<45�>�:�C であるという．
v oq�)�/( かつ (���� なら �)��� となるとき、 � は推移的 0�<45c[
A614>�<?>�gB9
C であるという．

反射的かつ対称で、しかも推移的な二項関係のことを同値関係と呼ぶ．

問題 �
	�S�	 適当な集合 � とその上の二項関係 � で、次のようなものの例を与えよ：
��o 反射的だが、対称でも推移的でもないもの．
� o 対称だが、反射的でも推移的でもないもの．
v o 推移的だが、反射的でも対称でもないもの．

定義 ��	 �!	�� を集合、 � を � の上の同値関係とする．この時、�)��( となるような � と ( を同
一視して得られる集合を � の � による商集合とよび、 ����� で表わす．
問題 �
	��E	w� を集合、 � を � の上の同値関係とする．

��oq� から商集合 ��� � への自然な全射
� $��&%���� �

で、 � の元 � を � の属する同値類に送るものが存在することを示せ．
� o�
 を集合とし、� から 
 への写像 #�$��&%'
 で、�)�/( なら #"*+�U,"-�#"*+(�, となるものが
与えられたとする．この時、写像 #�$=������%�
 で #�- #�u � となるものがただ一つ存在
することを示せ．

問題 �
	T�U	w� と 
 を集合、 #�$�� %'
 をそれらの間の写像とする．
��oq� 上の二項関係 � を、 �6F2(¡��� に対し #"*+�U,"-�#"*+(�, なら �)��( として定義すると、これ
は同値関係になることを示せ．

� o 自然な写像 #�$=������%'
 は ����� と #"*+�m, の間の全単射を与える事を示せ．
問題 ��	T¢U	 集合 � と 
 に対し、 � から 
 への全単射が存在するときに �£�`
 と書く事にす
る．この時、 � は反射的、対称かつ推移的になることを示せ．



�������
年 � � 月 ¤ 日

幾何学基礎 � 演義
定義 �U	��
	w� を集合、 ¥ を � の二項関係、 �EF2(NFO� を � の任意の元とする．

��oq��¥n� となるとき、 ¥ は反射的 025c9��R9��E>�gN9�C であるという．
� oq��¥n( かつ (�¥f� なら �)-�( となるとき、 ¥ は反対称 02[BAN<?>+1��EZ\Z\9;<45c>+:¦C であるという．
v oq��¥n( かつ (�¥�� なら ��¥f� となるとき、 ¥ は推移的 0�<45c[
A614>�<?>�gB9
C であるという．

反射的かつ反対称で、しかも推移的な二項関係のことを順序と呼ぶ．

問題 �U	��
	 適当な集合 � とその上の二項関係 ¥ で、次のようなものの例を与えよ：
��o 反射的だが、反対称でも推移的でもないもの．
� o 反対称だが、反射的でも推移的でもないもの．
v o 推移的だが、反射的でも反対称でもないもの．

定義 �U	T�U	
��o 集合 � とその上の順序 ¥ の組 *+��F�¥t, を半順序集合 02§6[
54<?>+[
¨�¨��©@B5?ª«9;5c9Pª¬149�<�C と呼ぶ．
単に順序集合と呼ぶこともある．

� o 半順序集合 *+��F�¥t, の部分集合 ­ に対し、� の元 � が ­ の上界であるとは、任意の ®¡��­
に対して ®¡¥f� となることを指す．同様に、 � が ­ の下界であるとは、任意の ®¡��­ に
対して �V¥f® となることを指す．さらに、上界 ���I� が ­ の元であるとき、� は ­ の最
大 0OZ\[��E>�Z�3«Z�C 元であるという．同様に、下界 ����� が ­ の元であるとき、 � は ­ の
最小 0OZ\>�A«>�Z�36ZnC 元であるという．

v o 半順序集合 *+��F�¥t, の元 ® が � の極大 0OZ�[��E>+Z\[
¨¯C 元であるとは、 � の任意の元 � に対
し、 ®�¥n� ならば ®�-/� となる事を指す．同様に、 ® が � の極小 0OZ\>�A«>�Z�[
¨¯C 元であると
は、 � の任意の元 � に対し、 ��¥�® ならば ®�-�� となる事を指す．

y o 半順序集合 *+��F�¥H, で、� の任意の元 � と ( に対し �V¥n( または (¡¥n� が成り立つものを
全順序集合 0�<4@
<4[
¨�¨��n@
5c9;ª«9P5?9Pª�149�<�C と呼ぶ．これを線形順序集合と呼ぶこともある．

z o 全順序集合 *+��F�¥H, で、任意の空でない部分集合が最小元を持つものを整列集合 0�°M9P¨�¨ ±
@
5cª69P5?9Pª/1�9�<=C と呼ぶ．

問題 �U	T�U	 次のようなものの例を与えよ：
��o 半順序集合だが、全順序集合でないもの．
� o 全順序集合だが、整列集合ではないもの．
v o 整列集合．



問題 �U	�S�	 半順序集合が最小元を持てば、それが唯一の極小元になることを示せ．
問題 �U	��E	 半順序集合とその元で、極小ではあるが最小ではないものの例を与えよ．
問題 �U	T�U	 整列集合の任意の部分集合には自然に整列集合の構造が入ることを示せ．
問題 �U	�¢�	 「任意の集合は、その上に適当に順序を定めることによって整列集合にできる」と
いう命題を ²N³�´Jµ�³�¶�· の整列定理 0�°M9P¨�¨ ±J@
5cª«9;5�>�AE]m<?¸69P@
5c9PZnC と呼び、選択公理と同値であるこ
とが知られている．この整列定理を仮定して、選択公理と同値であることが知られている次の

命題を示せ：

��o�¹ を添字集合とする空ではない集合の族 �4­tº¦�4º�»c¼ に対し、直積集合 ½ º�»c¼ ­tº も空では
ない．

� o 集合 � から集合 
 への全射 #¾$¦��%¿
 に対し、ある単射 rI$�
À%Á� が存在して #�uLr
が 
 の恒等写像になる．

定義 �!	TSU	 半順序集合 *+��F�¥t, が帰納的順序集合 0O>�AEªR3E:=<?>�gB9¦¨ ��@
5cª«9;5c9;ª©1�9�<=C であるとは、 �
の任意の全順序部分集合が上に有界であることを指す．

定義 �!	���	�Â を体、~ を Â 上のベクトル空間とする．¹ を添字集合とする ~ の元の集合 �4®;º¦�4º�»?¼
が線形独立であるとは、有限個の Ã を除いて �

であるような Â の元の列 *�Ä«º;,8º�»c¼ に対して
Å
º�»?¼

Ä«º�®PºÆ- �

となるのは全ての ÃI��¹ に対して Ä«ºe- �
となる場合に限ることを指す．~ の元の集合 �4®;º¦�4º�»?¼

が基底であるとは、任意の Ç¡��~ が有限個の Ã を除いて �
であるような Â の元の列 *�Ä6º�,8º�»c¼ を

用いて

ÇM- Å
º�»?¼

Ä6º�®;º

と一意的に表わされることを指す．

問題 �U	+ÈB	 「帰納的順序集合は少なくとも � つの極大元を持つ」という主張を É.@
5�A の補題と
呼び、選択公理と同値であることが知られている．これを用いて、任意の体上の任意のベクト

ル空間が基底を持つことを示せ．

* ヒント：体を Â 、ベクトル空間を ~ とおき、 ~ の空でない部分集合 ­ で、 ­ の任意の有限部
分集合が Â 上線形独立であるようなものの全体を � とおく．� に包含関係で順序を入れると、
これは帰納的順序集合になることを示せ．従って ²!·�´JÊ の補題から � には極大元が存在する．
これが基底をなすことを証明せよ． ,



�������
年 � � 月 � {

日

幾何学基礎 � 演義
定義 SU	p��	 集合 � と 
 に対し、� から 
 への全単射が存在するときに � と 
 の濃度 02:�[�5?ªR> ±
A6[
¨�>�<��RC が等しいと言う．
問題 S�	��
	 素数の集合と自然数の集合の濃度が等しいことを示せ．
問題 S�	T�U	 自然数の集合と整数の集合の濃度が等しいことを示せ．
問題 S�	�S�	 整数の集合と有理数の集合の濃度が等しいことを示せ．
定義 SU	 �!	 整数係数の多項式の根として得られる複素数を代数的数 02[
¨+]
9PQ«5?[
>+:�AU36ZmQ.9P5�C と
呼ぶ．

問題 S�	��E	 整数の集合と代数的数の集合の濃度が等しいことを示せ．
問題 S�	T�U	 実数の集合 Ë の部分集合 �����IË¬� ��Ì � Ì �c� と Ë の濃度が等しいことを示せ．
問題 S�	�¢�	 実数の集合 Ë の部分集合 �����IË¬� ��Ì �V¥©�c� と Ë の濃度が等しいことを示せ．
問題 S�	�ÈN	 実数の集合 Ë と、その直積 Ë G

の濃度が等しいことを示せ．

定義 S�	�S�	 集合 � に対し、� の部分集合全体からなる集合を � の冪集合 02§.@P°M9;5M1�9;<�C と呼ぶ．
定義 S�	��E	 集合 � と 
 に対し、 � から 
 への写像全体の集合を 
ÆÍ で表わす．
問題 S�	�Î�	 有限集合 � と 
 に対し

� �VÏt��-Ð� �Ñ�ÓÒ Ï_Ò
となることを示せ．但し、有限集合 � に対し � �Ñ� で � の元の個数を表わす．
問題 S�	�Ô�	 集合 � に対し、� から �

つの元からなる集合への写像全体の集合を
� Í で表わすと、� Í は � の部分集合全体の集合と � 対 � に対応することを示せ．

問題 S�	��PÕU	 有理数の集合の冪集合と実数の集合の濃度が等しいことを示せ．
問題 S�	��B��	 任意の集合に対し、その冪集合ともとの集合の濃度は等しくないことを示せ．
問題 S�	p�P�!	 集合が無限集合であることと、その真部分集合との間に全単射が存在することが同
値であることを示せ．ただし、整列定理は仮定して良い．

問題 S�	��PSU	MÖ× を実数冪の形式的な無限級数の集合
Ö× -`� Å

Ø »cÙ
® Ø � Ø �c­¬dnË は Ë の任意の部分集合で、 ® Ø ��ÚH�

とする．この時 Ö× に自然に積を入れようとしても、一般には無限和が現れてうまく行かないこ
とを示せ．

問題 S�	��;��	 ×
を実数冪の形式的な無限級数の集合

× -`� Å
Ø »�Ù

® Ø � Ø �c­`dnË は Ë の通常の順序に関する整列集合で、 ® Ø �VÚH�

とする．この時
×
に自然な積構造が入り、それに関して

×
が体になることを示せ．



問題 S�	p�P�!	�Ë G
から Ë への全単射は存在するが、 Ë G

から Ë への連続な全単射で、逆も連続に
なるようなものは存在しない．このことを次のようにして示せ：

��ot#�$�Ë G %�Ë を連続な全単射とすると、 # を Ë G �q� � � に制限したもの #.� Û
Ü�ÝOÞ8ßJà も像への連
続な全単射になる．

� oqË G �Æ� � � の任意の �
点 � と á に対し、連続写像 âV$wã � F��åät% Ë G �Æ� � � で â�* � ,�- � かつ

â�*��4,a-�á となるものが存在する．
v o ところが、Ë��"�?#"* � ,å� の �

点 æ と ç で、どのような連続写像 è�$Bã � F��åäU%'Ë��.�?#"* � ,J� を持っ
てきても èB* � ,_-�æ かつ èN*��4,_-�ç とはできないものが存在する．

y o 一方、 #.� Û
Ü�ÝOÞ8ßJà が連続なので、任意の æcFJç��bË に対して #"* � ,m-Áæ¦�H#"*�á=,m-éç となる� FOá��¬Ë G
と、 â�* � ,)- � かつ â�*��4,)-&á となる連続写像 â¾$jã � F��åäe% Ë G ��� � � を取って

è�-`#�ulâj$!ã � F��åä6%�Ë��t�?#"* � ,J� とおくと、この è は èB* � ,L-�æ かつ èN*��4,a-`ç なる連続写像
を与える．

z o 従って、Ë G
から Ë への連続な全単射で、逆も連続になるようなものは存在しない．この

ことを指して、 Ë G
と Ë は同相 0J¸E@NZ�9P@BZ\@
5c§«¸«>+:¦C ではないと言う．より強く、 Ë G

から

Ë への連続な単射は存在しない．
また、 Ë G

から Ë への連続な全射は存在する．従って、上の議論では単射性を本質的に使って
いるのだが、それはどこか．

問題 SU	p�;¢�	H~ を実 v
次元のベクトル空間 Ë.ê とし、 ë を *���F���F��4,H��~ で生成される ~ の部分

ベクトル空間とする． ~ の同値関係 � を、�EF2()�V~ に対し ��ìV()�Vë の時 �)�/( として定め、
これによる商空間を ~a��ë と書く．この時、~a��ë 上の線形写像 # を、 ã�*+�EF2(NFO�;,¯ä6�m~a��ë に対し

#"*2ã�*+�6F2(BFO�;,¯ä+,a-/��í\(jíÑ�
となるように定義することはできない（ îL³�¶T¶�ï¯ð�³òñBÊ�³�ð ではない）ことを示せ．



�������
年 � � 月 v��

日

幾何学基礎 � 演義
問題 ��	p�
	.� を集合、#�$��W%�� を � から � への写像とし、# を v

回合成したもの # ê $�� %��
が � の恒等写像になると仮定する．この時、次が成り立つことを示せ：

��ot# は全射．
� ot# は単射．





�������
年 � � 月 v��

日

幾何学基礎 � 演義
定義 �E	��
	 y

次元の実ベクトル空間

ó -`�4®HínôJõUíÑâ2ötí�è;ÂI��®BFJô?FOâ?FOè¡�IËl�
に積を

*�®jí�ô�õ!íÑâ2öHíÑè;Â�,ò*+��í�(PõNíÑ�4öHí�÷HÂ�,_-ø*�®;��ì\ô�(�ì�âò�xì�è�÷H,�íK*�®�(eíÑô���í�â�÷/ì�è;�;,iõ
í�*�®P�xì�ôJ÷níÑâå�Mí�è=(�,�öHí�*�®;÷fíÑôå�xì�âå(xíÑè=�U,�Â

で定義したものを � 元数体と呼ぶ．さらに、
X ê -`����� ó ��� �R��-ù�c�=F
X G -`�?ô�õ!íÑâ2öHíÑè;Â)�VX ê ��ô?FOâ?FOè��IËl�=F
X D -`�4®xíÑôJõa��X ê �c®BFJôt�IËL�

とおく．

問題 �E	��
	 ó
を

y
元数体とするとき、次を示せ：

��oq�EF2()� ó
に対して �
(�-/(P� とは限らない．

� oqõ G -�ö G -KÂ G -/õ�ö�Â¡-�ö�ÂPõ"-�ÂPõ�öM-¬ìaö=õiÂ�-¬ìwõ8Â�ö�-¬ìtÂ�ö�õ.-¬ìe��o
v o 任意の �

でない元 �V� ó
に対し、ある (�� ó

が存在して �B(�-/(P�)-ø� が成り立つ．
y oq�)-�®�í�ô�õPímâ2ö_ímèPÂ¡� ó

に対して ��-�®�ìVô�õ�ì�â2öLì�è;Â とおくと、任意の �EF2()� ó
に対し

�
(�- ( �
となる．

z oq�)-�®xíÑô�õ!íÑâ2öHíÑè;Â�� ó
に対して � �R�=-¬ú ® G í�ô G íÑâ G íÑè G とおくと、

� �"� G -/� �
となる．

{ o 任意の �6F2(�� ó
に対して

� �
(���-û� �"��� (U�
となる．

� o ó
に同値関係 � を、 �EF2(m� ó

に対してある正の実数 æ が存在して (�-¬æ�� となるときに
�)�/( として定義すると、 * ó �q� � �c,2��� は自然に X ê と � 対 � に対応することを示せ．

| oHXRê には ó
の積によって自然に群構造が入ることを示せ．

¤PoHX G
は XRê の部分群ではないことを示せ．

� � oHX D
は X ê の部分群であることを示せ．



問題 ��	 �!	�ü を群、 ý をその部分群とする． ü の �
項関係 � を、�6F2(���ü に対してある þ���ý

が存在して �)-/(�þ となるときに �I�/( として定義する時、次を示せ：
��oH� は同値関係である．
� oH� による商集合に、 �EF2(��\ü に対して ã �
äiã (�ä6-�ã �B(�ä となるような群構造が入るための必
要十分条件は、 ý が ü の正規部分群であることである．

注意 �E	 �!	 群 ü とその部分群 ý に対し、ü を �)-/(�þU��þ��Vý の時 ���/( という同値関係で割っ
た商集合を üe�cý で表わす．同様に、 ü を �)-Kþ�(N�BþI�Vý の時 �I�/( という同値関係で割った
商集合を ý���ü で表わす．
問題 �E	�S�	tX D

は X ê の正規部分群ではないことを示せ．
問題 �E	��E	 y

元数体
ó
から

ó
への写像 ÿ を、 ��� ó

に対して

ÿR*+�!,_-/�
õ �
で定義する．この時、次が成り立つことを示せ：

��oHXRê の ÿ による像 ÿR*^XRê4, は X G
と一致する．

� o 任意の �EF2(�� ó
に対し、 ÿR*+�!,�-¬ÿR*+(�, であることとある �)��X D

が存在して ��-©(P� とな
る事は同値である．

従って、XRê���X D
は X G

と自然な � 対 � 対応を持つ．この写像 ÿ�$;XRêq%kX G
を �V@
§�� のファイバー

束と呼ぶ．

問題 �E	T�U	 �
行

�
列の複素行列 �UD�F��
G�F�� ê で� GD -�� GG -�� G
ê -���D��BG�� ê -��BG�� ê �UDL-�� ê �UD��
Gq-¬ì��
G	�UD�� ê -ùì
�UD�� ê �BGw-¬ì
� ê �BG��UDa-¬ìe�

を満たすものを見つけよ．（ヒント：
ó
を Ú 上の �

次元ベクトル空間と見て、õO��ö および Â の作
用を行列で表示せよ．）

問題 �E	�¢�	 問題 y o z で得られた行列を使って、 �
次の特殊ユニタリ群

XaYM* � ,a-`��Y`��ü���* � FOÚ_,Æ�;Y�
4Y�-ø����Ê�ðKð�³��!YK-ù�c�
が XRê と群として同型であることを示せ．



�������
年 ��� 月 {

日

幾何学基礎 � 演義
定義 �U	��
	wË 上のベクトル空間 ~ の内積 0O>�A«AE9P5�§«5c@Uª«36:�<�C とは、写像��� F ��� $P~���~¬%'Ë
で次の条件を満たすものを指す．

��o 任意の ÇBF2÷`��~ に対して � Ç
F2÷ � - � ÷ÆF2Ç �
� o 任意の �6F2Ç
F2÷¬��~ と ÄaF����IË に対して� �6FOÄEÇeí��E÷ � -�Ä � �EF2Ç � í�� � �EF2÷ ���
v o 任意の零でない元 Ç���~ に対して � Ç
F2Ç ��� �

が成り立つ．

定義 �!	 �U	wË 上のベクトル空間 ~ から非負の実数の集合 Ë� ß への写像 ! � !q$;~ù%�Ë がノルム
であるとは、次の

v
つの条件を満たすことを指す：" 任意の Ç���~ に対し、 Ç�- �

と !OÇ#!�- �
は同値．" 任意の Ç���~ と Ä\�IË に対して !JÄ6Ç#!�-Ð� Äl�$!OÇ%!�o" 任意の ÇBF2÷`��~ に対して !OÇxí�÷&!q¥�!OÇ#!"í'!O÷(! �

ベクトル空間とその上のノルムの組をノルム空間と呼ぶ．

定義 �U	�S�	 集合 � に対し、その直積の上の関数 è�$=�)�I�W%�Ë  ß が擬距離 02§6149P36ª6@NZ�9;<45�>+:¦C
であるとは、次の

v
つの性質を満たすことを指す：

��o 任意の �V�I� に対して èN*+�EF2�!,_- � o
� o 任意の �6F2(��I� に対して èB*+�6F2(�,a-�èB*+(NF2�!,�o
v o 任意の �6F2(BFO���I� に対して

èB*+�EFO�P,l¥fèN*+�EF2(�,EíÑèN*+(BFO�;, �
擬距離 è がさらに性質

v oq�EF2()��� が èB*+�6F2(�,a- �
となるのは ��-/( の時に限る．

を満たすとき、 è を距離 0OZ�9;<45�>+:¦C といい、組 *+�VFOèP, を距離空間 0OZ\9�<45�>+:�1�§«[�:=9
C と呼ぶ．
問題 �!	p�
	 擬距離空間 *+��FOè¦, に対し � の �

項関係 � を、èB*+�EF2(�,_- �
の時 �)�/( として定義すると、

� は同値関係になることを示せ．さらに、写像 è�$��*�H� %�Ë は写像 è�$
*+���x�x,+��*+���x�x,"%'Ë
を引き起こし、組 *+���e��F è¦, は距離空間になることを示せ．これを擬距離空間 *+��FOè¦, に付随す
る距離空間と呼ぶ．



問題 �U	T�U	 距離空間の部分集合には自然に距離空間の構造が入ることを示せ．
問題 �U	TSU	wË 上のベクトル空間 ~ が内積 ��� F ��� を持つとき、関数 ! � !t$¦~ø%kË を Ç)�m~ に対
して !OÇ#!w-�, � Ç
F2Ç �
で定義すると、これは ~ 上のノルムを与えることを示せ．
問題 �U	��E	 ノルム空間 *^~.F-! � !å, に対し、関数 è�$P~.�V~ù%�Ë を

èN*+�EF2(�,.-/!O�¡ì¾(0!
で定義すると、これは ~ 上の距離を与えることを示せ．
問題 �U	T�U	 ベクトル空間のノルムが内積から来るとき、そのノルムを与えるような内積はただ
一つに定まることを示せ．

問題 �U	�¢�	 ベクトル空間のノルムが内積から来るための必要十分条件を与えよ．
問題 �!	+ÈB	 ノルム空間 *^~"F-! � !å, に対し、ノルムを保つ線形自己同型の集合は群をなすことを
示せ．

問題 �!	TÎ�	 有限次元のノルム空間 *^~.F-! � !å, からノルム空間 *^ë�F-! � !å, への線形写像の集合1 ·=µ�*^~.F�ë¬, の上の関数 ! � ! を、 #�� 1 ·=µ�*^~.F�ëù, に対して

!�#2!L-'3�4657 »�8 !�#"*+Ç�,9!!OÇ#!
で定義すると、これは

1 ·=µ�*^~.F�ëù, のノルムを与えることを示せ．このノルムを 1 ·=µ�*^~.F�ëù, の
作用素ノルムと呼ぶ．また、この定義は ~ が無限次元の時にはうまく行かないことを示せ．
* ヒント： 3�4:5 が存在しないような線形写像を与えよ． ,
定義 �U	���	 距離空間 *+��FOè¦, の点列 � �<; �>=;�? D が @Æ[
36:c¸N� 列であるとは、任意の正数 A に対してあ
る自然数 B が存在して、 B より大きい任意の自然数 C と D に対して èB* � ; F �<E , Ì A が成り立
つことを指す．

定義 �!	 �!	 距離空間 *+�VFOèP, の点列 � � ; �>=;-? D が点 � �I� に収束する 0O:=@BANgN9;5c]
9
C とは、任意の正
数 A に対してある自然数 B が存在して、B より大きい任意の自然数 C に対して èB* � ; F � , Ì A が
成り立つことを指す．

問題 �U	�Ô�	 距離空間 *+��FOè¦, の収束する点列は F���4:G�HJI 列であることを示せ．
問題 �U	p�;ÕU	 距離空間 *+��FOè¦, の F���4:G�HJI 列が収束するとき、その収束先はただ一つに定まること
を示せ．



�������
年 ��� 月 � v

日

幾何学基礎 � 演義
問題 ¢�	p��	LKNM 環状線の大阪駅を出発して、平日ダイヤで始発から終電までの間に環状線の中だ
けを通って環状線の別の駅に至る全ての経路（無駄があっても良い）の集合を O とおく．また、
環状線の駅の集合を X とおき、経路 � �PO に対してその終点を対応させる写像を Ql$NO`%kX で
表わす．この時、次の問いに答えよ：

��o 二つの経路 � FOáM�RO に対し、 Q�* � ,.-�Qò*�á=, の時 � ��á と定義した時、この � は同値関係に
なるか？

� o�O��x� と X の濃度はどちらが大きいか？
v o�O��x� の代表元 ã � ä に対し、経路 � �RO を通って大阪駅から Q�* � , まで行くのに必要な時間
を対応させる写像はきちんと定義される *+îa³�¶T¶�ï¯ð�³òñBÊ�³�ðB, か？

y o�O��x� の代表元 ã � ä に対し、経路 � �RO を通って大阪駅から Q�* � , まで行くのに必要な運賃
を対応させる写像はきちんと定義される *+îa³�¶T¶�ï¯ð�³òñBÊ�³�ðB, か？





�������
年 ��� 月 � v

日

幾何学基礎 � 演義
定義 ¢U	p�
	 距離空間 *+��FOèP, は、 FS��4:GTHUI 列が必ず � の中に収束先を持つとき完備 *�:=@BZ\§R¨�9;<49�,
であると言う．

問題 ¢�	 �!	
V を有理数の集合とし、関数 è�$WV��RVù%'Ë を �EF2()�XV に対して èB*+�6F2(�,a-À� ��ì�(��
で定義すると、組 *YVHFOè¦, は完備ではない距離空間になることを示せ．
問題 ¢�	�S�	 距離空間 *+�VFOèP, の F���4:G�HJI 列の集合を Ö� とおくと、 � � ; �>=;-? D Fò�4á ; �>=;-? D � Ö� に対して

Öè!*i� � ; � =;�? D Fò�4á ; � =;�? D ,"- ¶[ZTµ;�\ = èN* � ; FOá ; ,

とおくことで Ö� の擬距離 Öè�$ Ö�]� Ö�&%�Ë が定まることを示せ．この擬距離空間 * Ö��F;Öè�, に付随
する距離空間を *+��FOèP, の完備化 02:=@NZ�§R¨+9�<?>+@NA"C と呼び、 * ��F èP, で表わす．
注意 ¢U	 �!	 問題 { o � で与えられた距離空間 *YVHFOè¦, の完備化として、実数の集合に通常の距離を
入れたものが得られる．

問題 ¢�	��E	 任意の距離空間に対し、その完備化への距離を保つ自然な単射が存在することを示せ．
定義 ¢�	�S�	 距離空間 *+�VFOè Í , から *�
_FOè Ï , への写像が一様連続 0O3«A6>^�i@
5�Z\¨��n:=@NAN<?>�AU3E@N3E1�C であ
るとは、任意の正数 A に対してある正数 _ が存在して、 �EF2�+`���� が è Í *+�EF2�<` , Ì _ を満たせば
è Ï *p#"*+�!,�FJ#"*+�+`T,2, Ì A となることを指す．
問題 ¢�	T�U	 距離空間 *+��FOè¦, の完備化 * ��F è¦, は次の性質で特徴づけられることを示せ：" 任意の完備距離空間 *YBVFOèUaj, と一様連続写像 #K$6� % B に対して、一様連続写像 #K$

�W%bB で # の拡張になっているものがただ一つ存在する．
定義 ¢�	��E	 素数 � に対し有理数体 V の � 進距離 0 � ±J[�ªR>+:IZ�9;<45�>+:¦C�è9c を、 ®BFJôt�RV に対し

è c *�®BFJôò,_-
degf � hih�jlk�m9npo�h<q�r ®V�-Kô の時 F
� ®�-Kô の時

で定義する．ただし ·�´�ðNc�*�®jì¾ô�, は、 ®jì¾ô を割り切る � 冪の中で最大となるような冪指数を指
す．つまり、整数 Â と � で割り切れない整数 D��<C によって

®eì�ôl- �+s CD
と表されるとき、 ·�´Jð�c�*�®�ì�ô�,.-�Â と定める．
問題 ¢�	�¢�	 素数 � と � 進距離 è c に対し、 *YVHFOè c , は距離空間であることを示せ．
問題 ¢�	�ÈN	 素数 � と � 進距離 è>c に対し、距離空間 *YVHFOè9cB, は完備ではないことを示せ．
定義 ¢�	 �!	 素数 � と � 進距離 è>c に対し、距離空間 *YVHFOètc
, の完備化を � 進有理数体 0�<?¸69RuR9P¨+ª
@+� � ±J[�ªR>�:�5c[�<?>+@NAE[
¨�AU36ZmQ_9;5c1�C と呼び、 Vvc で表わす．また、 *YVHFOè>cB, の部分距離空間 *YwHFOè9cc,
の完備化は Vxc の部分距離空間であるが、これを wxc で表わす．



定義 ¢�	�¢�	
V の加法と乗法は、 Vxc の加法と乗法に連続に拡張されることを示せ．
定義 ¢�	+ÈB	 集合 � とその冪集合の部分集合 y の組 *+�VF�y�, が位相空間 0�<4@B§.@B¨+@B]B>+:=[
¨_1�§6[
:=9�C で
あるとは、 y が次の v

つの性質を満たすことを指す：

��o 空集合 z と全体集合 � は y の元である．
� o�y の元の有限個の列 YaD�FòY«G�F ����� FòY ; に対し、それらの共通部分 Y_DU�)YRG«�|{�{�{���Y ; も再びy の元になる．
v o�y の任意の部分集合 ¹ に対し、それらの和集合 }&~ »?¼ Y も再び y の元になる．

y の元を *+�VF�y�, の開集合 02@
§.9¦A�1�9;<�C と呼び、 y を ��* あるいは *+��F�y�,2, の位相 0�<4@
§_@B¨+@
]
�RC
と呼ぶ．また、何が開集合か明らかな場合には、 y を省略して単に「 � が位相空間である」と
いうこともある．

定義 ¢U	TÎ�	 集合 � の上の �
つの位相 y と � が Y¬�Xy ならば Y`��� を満たすとき、 � は y よ

り強い 0�uRA69P5N�¦1�<45c@BA6]
9P5=C （あるいは、 y は � よりも弱い 0O:=@
[�5c1�9P5N�P°�9P[:�B9;5�C ）と言う．
定義 ¢�	TÔU	 位相空間 *+��F�y�, の点 � に対し、� を含むような y の元のことを � の近傍 0OAE9¦>+]B¸�±
Q.@B5c¸6@U@Uª_C と呼ぶ．
定義 ¢U	p�PÕU	 集合 � と � の冪集合の部分集合 � が与えられたとき、 � を含む � の冪集合の部
分集合 y で開集合の公理を満たすもののうち、包含関係に関して最小のものを � で生成され
る � の位相と呼ぶ．これは、 � に空集合 z と全体集合 � を付け加えた後、そこから有限の共
通部分と任意の和集合を取る操作を繰り返して得られるような � の部分集合を全て � に付け
加えて得られるような集合である．

定義 ¢U	p�B��	Æ*+�VFOèP, を距離空間として、� �I� と正の実数 ® に対して è に関する開球 YM* � FO®¦, を
YM* � FO®�,.-`�4á��I�k�cèB* � FOá=, Ì ®��

で定義する．この時、全ての開球の集合 ��Y�* � FO®¦,�� � �I� かつ ®��IËi� ß � で生成される � の位
相のことを � の距離 è から決まる位相と呼ぶ．
問題 ¢�	TÎU	 距離空間 *+��FOè¦, の部分集合 Y が距離 è から定まる位相に関して開集合であること
と、任意の � ��Y に対してある正数 ® が存在して Y�* � FO®�,Ld�Y となることが同値であることを
示せ．

問題 ¢U	TÔU	�Ë の通常の位相に関して、開集合の族 ��Y ; � =;�? D で共通部分 � =;-? D Y ; が開集合ではな
い例を与えよ．



�������
年 ��� 月 �=�

日

幾何学基礎 � 演義 � 中間試験 �

次の
�
つの問題に対し、与えられた答案が正しければ丸を付け、正しくなければどこが正し

くないかを指摘せよ．

問題 ÈB	p�
	.� を集合、#�$��W%�� を � から � への写像とし、# を v
回合成したもの # ê $�� %��

が � の恒等写像になると仮定する．この時、次が成り立つことを示せ：
��ot# は全射．
� ot# は単射．

* 答案 �4,
#�u�#V$=� %�� と #�$�� %'� の合成写像 #�uj*p#�u�#�, は � の恒等写像であるので、特に全射

である．一般に、写像 r)$�Y©% ~ と þ�$P~ù% ë を合成したもの þ�uar¡$�Y©% ë が全射であれ
ば、þ�$;~¬% ë は全射であるので、# は全射である．同様に、Z ð Í -ø*p#xu.#�,�u"# が単射であり、
写像 r¡$¦Y�% ~ と þ�$;~ù%kë を合成したもの þMuar�$�YK%kë が単射であれば r�$¦Y©%k~ は単
射であるので、 # は単射である．

* 答案 � ,
��o ある �6F2(¡��� に対して #"*+�U,.-K#"*+(�, であると仮定すると、両辺を #�uw# で移して *p#�u�#�u

#�,ò*+�U,a-À*p#�u�#�uw#�,ò*+(�, となる．ところが、 #�uw#�u�# は � の恒等写像なので、結局 �V-K( とな
り、 # は全射である．� o 任意の �V�I� に対して、 (�-ø*p#�ul#�,ò*+�!, とおくと、

�)-ø*p#�ul#�u�#�,ò*+�U,"-�#"*2*p#�ul#�,ò*+�!,2,_-�#"*+(�,
となるので、 # は単射である．

* 答案 v ,
*p#�uw#�,�uw#V-�ZTð Í なので、 #�uw#¾$;�£% � は #¾$;�£% � の逆写像 #6h D

である．逆写像を持

つ写像は全単射なので、 # は全単射である．



問題 ÈN	 �!	LKNM 環状線の大阪駅を出発して、平日ダイヤで始発から終電までの間に環状線の中だ
けを通って環状線の別の駅に至る全ての経路（無駄があっても良い）の集合を O とおく．また、
環状線の駅の集合を X とおき、経路 � �PO に対してその終点を対応させる写像を Ql$NO`%kX で
表わす．この時、次の問いに答えよ：

��o 二つの経路 � FOáM�RO に対し、 Q�* � ,.-�Qò*�á=, の時 � ��á と定義した時、この � は同値関係に
なるか？

� o�O��x� と X の濃度はどちらが大きいか？
v o�O��x� の代表元 ã � ä に対し、経路 � �RO を通って大阪駅から Q�* � , まで行くのに必要な運賃
を対応させる写像はきちんと定義される *+îa³�¶T¶�ï¯ð�³òñBÊ�³�ðB, か？

* 答案 ,

��o 同値関係であることを示すには対称律、反射律、推移律の v
つを確かめれば良い．この問題

の場合、このいずれも容易にチェックすることができ、 � が同値関係であることが分かる．

� oSO��Æ� は環状線の駅の集合 X から大阪駅を除いたものと � 対 � に対応するので、 O��e� より
X の方が濃度が大きい．

v o 環状線の中での運賃は発着駅のみにより、経路にはよらないので、大阪駅から Qò* � , まで行
くのに必要な運賃を対応させる写像はきちんと定義される．
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幾何学基礎 � 演義 � 中間試験 � 解答例

次の
�
つの問題に対し、与えられた答案が正しければ丸を付け、正しくなければどこが正し

くないかを指摘せよ．

問題 ÈB	p�
	.� を集合、#�$��W%�� を � から � への写像とし、# を v
回合成したもの # ê $�� %��

が � の恒等写像になると仮定する．この時、次が成り立つことを示せ：
��ot# は全射．
� ot# は単射．

* 答案 �4,
#�u�#V$=� %�� と #�$�� %'� の合成写像 #�uj*p#�u�#�, は � の恒等写像であるので、特に全射

である．一般に、写像 r)$�Y©% ~ と þ�$P~ù% ë を合成したもの þ�uar¡$�Y©% ë が全射であれ
ば、þ�$;~¬% ë は全射であるので、# は全射である．同様に、Z ð Í -ø*p#xu.#�,�u"# が単射であり、
写像 r¡$¦Y�% ~ と þ�$;~ù%kë を合成したもの þMuar�$�YK%kë が単射であれば r�$¦Y©%k~ は単
射であるので、 # は単射である．
正しい．

* 答案 � ,
��o ある �6F2(¡��� に対して #"*+�U,.-K#"*+(�, であると仮定すると、両辺を #�uw# で移して *p#�u�#�u

#�,ò*+�U,a-À*p#�u�#�uw#�,ò*+(�, となる．ところが、 #�uw#�u�# は � の恒等写像なので、結局 �V-K( とな
り、 # は全射である．� o 任意の �V�I� に対して、 (�-ø*p#�ul#�,ò*+�!, とおくと、

�)-ø*p#�ul#�u�#�,ò*+�U,"-�#"*2*p#�ul#�,ò*+�!,2,_-�#"*+(�,
となるので、 # は単射である．
全射性と単射性の証明が逆である．

* 答案 v ,
*p#�uw#�,�uw#V-�ZTð Í なので、 #�uw#¾$;�£% � は #¾$;�£% � の逆写像 # h D

である．逆写像を持

つ写像は全単射なので、 # は全単射である．
逆写像であることを示すには #�uj*p#�u�#�,"-�Z ð Í も必要である．



問題 ÈN	 �!	LKNM 環状線の大阪駅を出発して、平日ダイヤで始発から終電までの間に環状線の中だ
けを通って環状線の別の駅に至る全ての経路（無駄があっても良い）の集合を O とおく．また、
環状線の駅の集合を X とおき、経路 � �PO に対してその終点を対応させる写像を Ql$NO`%kX で
表わす．この時、次の問いに答えよ：

��o 二つの経路 � FOáM�RO に対し、 Q�* � ,.-�Qò*�á=, の時 � ��á と定義した時、この � は同値関係に
なるか？

� o�O��x� と X の濃度はどちらが大きいか？
v o�O��x� の代表元 ã � ä に対し、経路 � �RO を通って大阪駅から Q�* � , まで行くのに必要な運賃
を対応させる写像はきちんと定義される *+îa³�¶T¶�ï¯ð�³òñBÊ�³�ðB, か？

* 答案 ,

��o 同値関係であることを示すには対称律、反射律、推移律の v
つを確かめれば良い．この問題

の場合、このいずれも容易にチェックすることができ、 � が同値関係であることが分かる．

� oSO��Æ� は環状線の駅の集合 X から大阪駅を除いたものと � 対 � に対応するので、 O��e� より
X の方が濃度が大きい．

v o 環状線の中での運賃は発着駅のみにより、経路にはよらないので、大阪駅から Qò* � , まで行
くのに必要な運賃を対応させる写像はきちんと定義される．

��� � � v
とも全て正しい．
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定義 ÎU	p��	M*+��F�y�, を位相空間、 �a$�
À%Á� を単射とするとき、 � が連続になるような最弱の位
相を 
 の相対位相 025c9¦¨�[�<?>�gB9I<?@
§.@N¨�@B]��RC と呼ぶ．
問題 Î�	p��	�*+�VF�y�, を位相空間、 �_$P
Ð%�� を単射とするとき、 
 の部分集合 Y が � の位相に
対する 
 の相対位相に関して開集合であることと、 � の開集合 ~ が存在して Y¬-��8h D *^~�, と
なることは同値であることを示せ．

定義 ÎU	 �!	e*+�VF�y�, を位相空間、� $=�W%�
 を全射とする．この時、� を連続にするような 
 の
位相で最強のものを 
 の � に関する商位相 0���3E@
<?>+9PAN<�<4@B§.@B¨+@B]��RC と呼ぶ．
問題 ÎU	 �!	M*+��F�y�, を位相空間、� $���% 
 を全射とするとき、 
 の部分集合 Y が商位相に関
して開集合であることと、� h D *iYx, が *+�VF�y�, の開集合であることが同値であることを示せ．
問題 ÎU	TS�	wË G

の部分集合 X D -`�;*+�6F2(�,��IË G �c� G í\( G -ù�c� に Ë G
の通常の位相から定まる相対

位相を与えたものと、加法群 Ë を正規部分群 w で割った商群 Ë_�-w に Ë の通常の位相から定ま
る商位相を入れたものの間に、位相を保つような全単射があることを示せ．

定義 ÎU	TS�	 位相空間 *+��F�y�, が離散 02ª«>+1�:�5?9;<49
C であるとは、任意の点 � ��� に対して、一点か
らなる集合 � � �edn� が y の元であることを指す．
問題 ÎU	���	 離散位相空間は距離空間から来る（すなわち、任意の離散位相空間 *+��F�y�, に対して
� の上の距離 è が存在して、 è から来る位相と y が一致する）ことを示せ．
定義 ÎU	���	 位相空間 *+�VF�y�, が �V[
3E14ª6@B59� 空間であるとは、任意の異なる二点 � FOá��I� に対し
て � の近傍 Y と á の近傍 ~ が存在して、 Y と ~ が交わらないことを指す．
問題 Î�	T�U	 距離空間は距離から定まる位相に関して 1 ��4<3Oð�·�´�� 空間であることを示せ．
定義 Î�	 �!	 位相空間 *+��F�y�, の点列 � � ; � =;-? D が � �I� に収束する 02:=@NANgB9P5?]B9�C とは、� の任意の
近傍 Y に対してある自然数 B が存在して、 B より大きい任意の自然数 C に対して � ; が Y に
入ることを指す．

問題 Î�	�¢�	 1 ��4:3Oð�·�´�� 空間の点列の収束先はただ一つに定まることを示せ．
問題 ÎU	+ÈB	 距離空間 *+��FOèP, の点列 � � ; �>=;�? D と点 � �I� に対して、 � � ; �>=;�? D が距離 è に関して点� ��� に収束することと、距離 è から定まる位相に関して � に収束することは同値であること
を示せ．

定義 Î�	�¢�	 位相空間 *+��F�y�, から位相空間 *�
_F-��, への写像 #V$=�&%'
 が連続 0O:=@BAN<?>�AU36@B361�C で
あるとは、任意の ~û��� に対して #6h D *^~Æ,L��y である事を指す．
問題 Î�	�Î�	 位相空間 *+��F�y�, から位相空間 *�
_F-��, への写像 #V$=�&%'
 が連続 0O:=@BAN<?>�AU36@B361�C で
あることと、任意の点 � �f� と � に収束する � の任意の点列 � � ; � =;-? D に対して、 
 の点列
�?#"* � ; ,J�>=;-? D が #"* � , に収束する事は同値であることを示せ．



定義 Î�	�ÈN	 位相空間 *+�VF�y�, が準コンパクト 0���36[�14> ±J:=@NZ�§«[�:�<=C であるとは、任意の開被覆 �&-} º�»?¼ Y«º に対して有限の部分被覆 * すなわち、¹ の有限部分集合 ¹2` で �&- } º�»c¼�� Y«º となるも
の , が存在する事を指す．準コンパクト位相空間が 1 ��4:3Oð�·�´�� 空間の時、コンパクト 02:�@BZ\§6[�:=<�C
であるという．

問題 Î�	�Ô�	 準コンパクトな位相空間の連続写像による像は準コンパクトであることを示せ．特
に、コンパクト空間から

1 ��4:3Jð�·�´�� 空間への連続写像の像は必ずコンパクトになる．
問題 Î�	p�;ÕU	M*+��FOè¦, を距離空間とするとき、距離から定まる位相に関して � がコンパクトであ
ることと、 � の任意の点列が収束する部分列を持つことが同値であることを示せ．
定義 ÎU	TÎU	 位相空間 *+�VF�y�, の部分集合 � が閉 0O:�¨+@
1�9Pª.C であるとは、補集合 � ��� が *+��F�y�,
の開集合であることを指す．

問題 ÎU	p�B��	 位相空間 *+�VF�y�, の部分集合 � が閉であることと、 � の点列 � � ; � =;-? D が � の点 �
に収束するならば � �P� となることが同値であることを示せ．
問題 Î�	��¦�!	 1 ��4:3Oð�·�´�� 空間のコンパクトな部分集合は閉部分集合であることを示せ．
問題 Î�	��PSU	 コンパクト集合の閉部分集合はコンパクトであることを示せ．
問題 Î�	��;��	 位相空間のコンパクトな部分集合で、閉部分集合ではないものを与えよ．
問題 Î�	��¦�!	 有限集合は任意の位相に対してコンパクトであることを示せ．
問題 Î�	��P¢U	 離散なコンパクト集合は有限集合であることを示せ．
問題 ÎU	p��ÈB	 自然数 C に対し、 Ë ; の中で多項式の零点として定義される部分集合を閉集合とし
て定義すると、これは Ë ; の位相を与える（すなわち、その補集合を開集合と定義すると、こ
れは位相の公理を満たす）ことを示せ．これを Ë ; の É"[
5c>+1���> 位相と呼ぶ．
問題 Î�	��PÎU	 正の自然数 C に対し、 Ë ; は ²���´TZ[3��WZ 位相に関して 1 ��4:3Oð�·�´�� ではない事を示せ．
問題 Î�	��PÔU	 正の自然数 C に対し、 Ë ; は通常の位相ではコンパクトではないことを示せ．
問題 ÎU	 ��Õ�	 任意の自然数 C に対し、Ë ; は ²���´TZ[3��WZ 位相に関して準コンパクトであることを示せ．
問題 ÎU	 ����	wË の部分集合が ²���´TZ$3��WZ 位相に関して開集合であることと、その補集合が有限集合
であることは同値であることを示せ．

問題 Î�	T�B�!	wË の ²���´TZ$3��WZ 位相に関する任意の開集合は準コンパクトであることを示せ．
定義 Î�	�Ô�	 位相空間 *+�VF�y�, の部分集合 X に対し、 X を含む � の最小の閉集合を X の閉包
02:;¨�@B14365?9
C と呼ぶ．
問題 Î�	T�
SU	wË の通常の位相に関して、次の部分集合の閉包を求めよ：

��o 開区間 * � F��4, ．
� o 有理数の集合 V ．
v o�wVí ú � w\-¬�4®jínô ú � �c®
FJôt�Rwt� ．

問題 Î�	T����	wË の ²���´TZ$3��WZ 位相に関する任意の開集合の閉包は Ë 全体になることを示せ．
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問題 ÔU	p��	 位相空間 � から位相空間 
 への写像が開写像 02@B§.9PAfZ�[�§_C であるとは、� の任意
の開集合の像が 
 の開集合になることを指す．同様に、 � から 
 への写像が閉写像 02:�¨+@
1�9Pª
Z\[�§_C であるとは、 � の任意の閉集合の像が 
 の閉集合になることを指す．
問題 Ô�	T�U	wË から Ë への写像で、次のような性質を満たすものを与えよ：

��o 開かつ閉の写像．
� o 開だが閉ではない写像．
v o 閉だが開ではない写像．
y o 連続な開写像
z o 連続でない開写像
{ o 開でない連続写像
� o 連続でない閉写像
| o 閉でない連続写像

問題 Ô�	�S�	 コンパクト空間から 1 ��4:3Oð�·�´�� 空間への連続写像は閉写像であることを示せ．
定義 Ô�	��
	 位相空間 � から 
 への連続写像 # が同相写像 0O¸6@BZ\9;@NZ�@B5?§R¸«>�1?Z�C であるとは、

から � への連続写像 r が存在して rxul#I-�ZTð Í と #�uar�-�ZTð Ï が成り立つことを指す．
問題 ÔU	���	�Ë に通常の位相を入れたものを � 、 ²���´�Z[3���Z 位相を入れたものを 
 とおき、 Ë の恒
等写像を � から 
 への写像と考えたものを # 、
 から � への写像と考えたものを r で表わす．
このとき、 # および r はそれぞれ連続かどうかを答えよ．
問題 Ô�	T�U	 全単射な連続写像は必ずしも同相写像とは限らないことを示せ．
問題 ÔU	T¢U	 コンパクト空間から 1 ��4:3Oð�·�´�� 空間への連続な全単射は同相写像であることを示せ．
問題 ÔU	+ÈB	 有限とは限らない集合 ¹ でパラメトライズされた位相空間の族 �;*+��º�F�yxº;,J�4º�»?¼ が与
えられたとし、 ¹ の任意の有限部分集合 � と、各 ÃI�R� に対して ��º の開集合 YRºM�Xyjº を選ん
だとき、これに対して直積集合 ½ º�»c¼ ��º の部分集合 Y�*Y�:�ò��Y«º��4º�»t�4, を

YM*Y�:�ò��YRº��4º�»-�4,.-`�;*+�Nº;,8º�»?¼m���
º�»?¼

��º��?�Bº���Y«º&Z[�RÃI�R���

で定義する．この時、

yø-`��Y�*Y�:�ò��Y«º��4º�»t�c,w�t��df¹�Z[3LñNÊ:Z��2³���Ê�ð�YRº�dn��º&Z[3l·�5!³�Ê��+·�´
��ÊUI�Ã��R���
の元を開集合と定義することで、 ½ º�»?¼ ��º に位相を入れることができることを示せ．これを
½ º�»?¼ ��º の直積位相 02§«5c@Uª«36:�<�<?@
§.@N¨�@B]��RC と呼ぶ．



問題 Ô�	TÎU	 無限集合 ¹ でパラメトライズされた位相空間の族 �;*+��º�F�yjºP,J�4º�»?¼ と、各 Ã��V¹ に対
して ��º の空でも全体でもない開集合 Y«ºM�Xyxº が与えられたとき、直積集合

�
º�»c¼

Y«ºMd��
º�»c¼

��º

は ½ º�»?¼ ��º の直積位相に関する開集合ではないことを示せ．
問題 Ô�	TÔU	 集合 ¹ でパラメトライズされた位相空間の族 �;*+��º�F�yjºP,J�4º�»?¼ に対し、 ½ º�»?¼ ��º の
直積位相は任意の ����¹ に対して � 成分への射影�<  $ �

º�»c¼
��ºe%'�  

を連続にするような最弱の位相であることを示せ．

問題 Ô�	p�;ÕU	 集合 ¹ でパラメトライズされた位相空間の族 �;*+��º�F�yxº;,J�4º�»?¼ に対し、 ½ º�»?¼ ��º
の直積位相は次の性質で特徴づけられることを示せ：任意の位相空間 *�
_F-��, と連続写像の族
�?#�ºM$�
ø%���º¦�4º�»?¼ に対して、連続写像 #�$=
ø% ½ º�»c¼ ��º で任意の ����¹ に対して #   - �:  uU#
を満たすものがただ一つ存在する．

問題 Ô�	��B��	 離散位相空間の無限直積は離散位相空間ではないことを示せ．
問題 Ô�	��¦�!	 離散有限集合の直積はコンパクトであることを示せ．
問題 ÔU	p�;S�	 素数 � に対し、� 個の元からなる集合 wq� � w�-ø� � F���F ����� F � ì��c� に離散位相を入れ
たものの可算無限直積空間

*Ywq� � wL,���*Ywq� � wl,0� �����
は � 進整数環 w c と同相であることを示せ．
定義 ÔU	 �U	 距離空間 *+�VFOèP, が有界 02Q.@N36A6ª69Pª_C であるとは、ある正数 ¡ が存在して、任意の
�6F2(��I� に対して èB*+�6F2(�, Ì ¡ が成り立つことを指す．
定義 ÔU	TS�	 距離空間 *+��FOèP, が全有界 0�<4@�<?[
¨�¨ ��Q.@N36A6ª«9;ª_C であるとは、任意の正数 ¡ に対して
ある正の自然数 C と点列 � �+¢ � ;¢ ? D が存在して、任意の点 � �I� に対して µ&ZTÊ¢ ? D�£g¤g¤g¤ £ ; èB* �<¢ F � , Ì ¡ が
成り立つことを指す．

問題 ÔU	p�;��	 任意の自然数 C に対し、Ë ; の部分集合が有界であることと全有界であることは同
値であることを示せ．

問題 Ô�	��¦�!	 有界だが全有界ではない距離空間を与えよ．
問題 Ô�	p�;¢U	 距離空間がコンパクトであることと、完備かつ全有界であることは同値であること
を示せ．

定義 ÔU	��E	 位相空間 *+��F�y�, の部分集合 
 の点 � ��
 が 
 の内点 0J>+AN<?9;5�>+@
5�§_@B>�AN<�C であると
は、� を含むような � の開集合 Y¬�Xy で、
 に含まれるようなものが存在することを指す．

が内点を持たない時、 
 は粗 0OAE@P°�¸69P5?9�ª69¦A61�9�C であると言う．
定義 ÔU	 �!	 位相空間 *+�VF�y�, の部分集合 
 の点 � �¾
 が 
 の孤立点 0O>+1�@B¨+[�<49Pª�§.@N>+AN<=C である
とは、 � の開集合 Y¬�Xy で、 Yn�¡
û-`� � � となるものが存在することを指す．



�������
年 � �

月 ��� 日
幾何学基礎 � 演義

問題 �;ÕU	p�
	H~ 、 ë を実ベクトル空間、 Yûd©~ を ~ の部分ベクトル空間、 #�$
~û%éë を線形
写像とするとき、次の問いに答えよ：

��oH~ の二項関係 � を、ÇBF2ÇJ`!��~ に対しある ����Y が存在して ÇJ`
-/Çwí�� となるとき ÇM��ÇJ`
と定義すると、これは ~ の同値関係を定めることを示せ．

� o 上で与えられた同値関係 � に関する商集合 ~L��� には自然にベクトル空間の構造が入るこ
とを示せ．このベクトル空間を ~ の Y による商ベクトル空間と呼び、 ~L��Y で表わす．

v o 線形写像 # が商ベクトル空間 ~L��Y から ë への写像 #m$�~a��Y¬%¿ë を定めるための必要
十分条件を求めよ．



�������
年 � �

月 ��� 日
幾何学基礎 � 演義

定義 �;ÕU	p�
	 �
と

�
のみからなる

v
進小数展開を持つような

�
以上 � 以下の実数のなす集合を@Æ[BAN<4@
5 集合と呼ぶ．

問題 �PÕU	 �!	¥FS��ÊJ�2·�´ 集合について、次の性質を示せ：
��o 閉集合である．
� o 粗である．
v o 孤立点を持たない．
y o 非可算である．
z o 離散位相空間 wq� � w の可算無限直積空間 *Ywq� � ww,0��*Ywq� � ww,0�¦{�{�{ と同相である．

定義 �;ÕU	 �U	 1 ��4:3Jð�·�´�� 空間 *^üMF�y�, が群の構造を持ち、積を与える写像 ü��¡ü`%kü と逆元を与
える写像 üK%Áü が連続写像であるとき、 *^ü�F�y�, を位相群 0�<4@B§.@B¨+@B]B>+:=[
¨L]
5c@B36§_C と呼ぶ．
問題 �PÕU	TSU	wË は加法と通常の位相に関して位相群であることを示せ．
問題 �PÕU	���	 ノルム空間 *^~.F-! � !å, に対し、ノルムを保つ線形自己同型写像全体のなす群は作用
素ノルムに関して位相群である事を示せ．

問題 �PÕU	 �!	 � 進有理数体 Vxc は加法と � 進位相に関して位相群であることを示せ．
問題 �;Õ�	�¢�	 � 進有理数体 Vxc の可逆元全体の集合 *YVxcN,�§ は乗法と � 進位相に関して位相群であ
ることを示せ．

問題 �;Õ�	�ÈN	 � 進整数環 wxc の可逆元全体の集合 *Ywxc?,�§ は乗法と � 進位相に関して *YVxcB,�§ のコン
パクトな正規位相部分群であることを示せ．

問題 �PÕU	TÎU	 位相群を離散部分群で割った商空間は 1 ��4<3Oð�·�´�� 空間であることを示せ．
問題 �PÕU	TÔU	 位相群をコンパクトな部分群で割った商空間は 1 ��4<3Oð�·�´�� 空間であることを示せ．
注意 �;Õ�	TSU	 実は、位相群を閉部分群で割った商空間は 1 ��4:3Oð�·�´�� 空間である事が知られている．
問題 �PÕU	p�;Õ�	 加法群 w は位相群 Ë の離散正規部分群であり、商群 Ë_�-w は X D -`�4����Ú©��� �B�=-ø�c�
に通常の位相と乗法で位相群の構造を入れたものと位相群として同型であることを示せ．

問題 �PÕU	p�
�
	 商群 *YVxcB, § �¦*Ywxc?, § は離散群 w と位相群として同型であることを示せ．
問題 �;Õ�	p�P�!	 加法群 V は位相群 Ë の正規部分群であるが、商群 Ëa�tV は位相群ではない事を
示せ．

問題 �;Õ�	p�;SU	 位相群の準同型 #�$¦üK%'ý に対し、 ¨j³�´�# が ü の閉正規部分群で、商群 üÆ�t¨j³�´�#
は ©8µ�# と位相群として同型になることを示せ．



問題 �PÕU	p���E	 y
元数体

ó
の元 � に対し、 � の実部 ªl� を

ªl��- �Mí ��
で定め、

ó
の実

v
次元部分空間 « ó

を« ó -`����� ó ��ªl�)- � �
とおく．ここで写像 ��� F ��� $W« ó �X« ó %�Ë
を �EF2()�X« ó

に対して � �EF2( � -¬ªx* �B(�,
で定めると、これは « ó

の内積になる事を示せ．

問題 �PÕU	p�P�U	¥« ó
の内積を保つ線形自己同型のなす群は、

v
次直交群­ * v ,_-`� ­ �P® ê *+Ëa,x� ­ { ­¥¯ -¬ZTðN�

と群として同型であることを示せ．ただし、® ê *+Ëa, は v
行

v
列の実正方行列の集合で、行列

­
に対して

­ ¯
で
­
の転置行列を表わす．

問題 �PÕU	p�;¢�	 v
次直交群の元の行列式は °�� であることを示せ．

問題 �PÕU	p��ÈN	 v
次特殊直交群を

X ­ * v ,a-`� ­ � ­ * v ,w��ð�³�� ­ -ù�c�
で定義すると、これは

­ * v , の正規部分群であることを示せ．
問題 �PÕU	p�;Î�	 商群 ­ * v ,2��X ­ * v , が �

次の巡回群 wq� � w と同型であることを示せ．
問題 �PÕU	p�;Ô�	wX ­ * v , の任意の元はある軸を中心とした回転を表わすことを次のようにして示せ．

��o ­ ��X ­ * v , とすると、 ­ ¯ - ­ h D
から ð�³��4* ­ ì±ZTð�,.- �

が従う． * ヒント： ð�³��4* ­ ì±Z ð
,"-
ð�³��4* ­ ¯ ì�ZTð
, を使え． ,

� o 任意の ­ ��X ­ * v , に対してある零でないベクトル Ç¡�IË"ê が存在して、 ­ Ç�-/Ç となる．
v o ­ の Ë ê への作用は ËRÇ を軸とした回転を与える．

問題 �;Õ�	 ��ÕU	qË ê における任意の回転は、ある *�Ä_F��.F�²�,l�\ã � F � � ,S��ã � F � ,��¾ã � F � � , に対して、 �
軸の周りに角度 Ä だけ回転して、これによって回転された座標に関して ( 軸の周りに角度 � だ
け回転して、さらにこの回転ののち得られる座標に関して � 軸の周りに角度 ² だけ回転するこ
とによって得られることを示せ．この角度の組 *�Ä_F��.F�²�, を回転の ³j3«¨�9P5 角と呼ぶ．
問題 �;Õ�	 �U��	 絶対値が � の y

元数の集合 X ê d ó
は、四元数体

ó
の

y
次元実ベクトル空間とし

ての位相に関する相対位相と
y
元数の乗法に関して位相群になることを示せ．

問題 �PÕU	 �
�U	 絶対値が � の y
元数 r¡��X ê に対し写像 ´N*�r¦,L$ ó % ó

を´!*�r¦,ò*+�!,a-�r�� r
で定義すると、これは « ó

の元を « ó
に移し、内積

��� F ��� を保つことを示せ．従って、 ´ は X ê
から

­ * v , への写像になる．
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問題 �B��	p��	 v

点からなる集合 � � FOáPF2æP� を � とおく時、次の問に答えよ：
��o�yø-`�>zPFò� � FOá;�=Fò��æP�=F2�¾� とおくと、 y は � の位相を定めることを示せ．
� o 位相空間 *+��F�y�, は連結か？
v o 位相空間 *+��F�y�, は準コンパクトか？
y o 位相空間 *+��F�y�, は 1 ��4<3Oð�·�´�� か？
z o 位相空間 *+�VF�y�, から実数の集合 Ë への写像が Ë の通常の位相に関して連続であるため
の必要十分条件を求めよ．
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定義 �
��	p�
	 位相空間 *+��F�y�, が連結 02:=@NA6A69P:�<49Pª.C であるとは、� が �

つの開集合 YLF�~û��y の
共通部分を持たない和集合として表わされるならば Y または ~ が空集合になることを指す．
定義 �B��	 �!	 位相空間 *+�VF�y�, が弧状連結 02[�5c:�°�>+1�9x:�@BA«AE9P:�<49Pª.C であるとは、任意の �

点 � FOá����
に対して連続写像 âH$Bã � F��åä�%�� で â�* � ,_- � かつ â�*��4,_-/á を満たすものが存在することを指す．
問題 �B��	 �!	 弧状連結な位相空間は連結であることを示せ．
問題 �B��	TSU	 連結な位相空間の連続写像による像は連結であることを示せ．
問題 �B��	���	 v

次直交群
­ * v , が連結ではないことを示せ．

問題 �B��	 �!	 v
次特殊直交群 X ­ * v , が弧状連結であることを示せ．

問題 �B��	T¢U	 問題 � � o ���
で与えられた写像 ´�$PX"ê�% ­ * v , の像は X ­ * v , であることを示せ．

問題 �B��	+ÈB	 位相群の同型 X ê ���t°��c� �- X ­ * v , を示せ．
定義 �B��	TSU	 位相空間 *+��F�y�, が完全不連結 0�<4@
<4[
¨�¨��nª«>+1�:�@BA«AE9P:�<49Pª.C とは、空集合と一点集合
以外の任意の部分集合が連結ではないことを指す．

問題 �B��	TÎU	 任意の素数 � に対し、� 進有理数体 Vxc は完全不連結であることを示せ．
問題 �B��	TÔU	¥FS��ÊJ�2·�´ 集合は完全不連結であることを示せ．
定義 �
�
	���	w�VFO
 を位相空間、 µP�-5R*+��FO
�, を � から 
 への連続写像の集合とする． � のコン
パクト集合 � と 
 の開集合 Y に対し

y)*��tFòYj,a-`�?#��RµX�-56*+��FO
�,w��#"*��Æ,ad�Ye�
とおくとき、

�ty)*��tFòYj,t���ùdf�¶Z[3LGò·=µ&5<��G	����Ê�ð�Y`df
*Z[3l·�5!³�Ê!�
で生成される位相を µP�-56*+�VFO
�, のコンパクト開位相 02:�@BZ\§6[�:=<�@
§.9¦A�<4@
§.@N¨+@
]��RC と呼ぶ．
問題 �
��	p�PÕU	 閉区間 ã � F��åä 上の連続関数の列 �?# ; �>=;�? D がコンパクト開位相に関して収束するこ
とと、一様収束することが同値であることを示せ．

定義 �
�
	T�U	w� を位相空間、 
 を距離空間とするとき、 µP�-56*+�VFO
�, の点列 �?# ; � =;�? D が広義一様
収束する 02:=@NANgB9P5?]B9I:=@NZ�§«[�:�<?¨��RC とは、任意のコンパクト集合 ·�dn� に対して、 �?# ; � =;�? D を· に制限したもの �?# ; � ¸j�>=;�? D が一様収束することを指す．
問題 �
�
	��B��	�� を位相空間、 
 を距離空間とすると、 µX�-5«*+�VFO
�, の点列 �?# ; �>=;�? D がコンパク
ト開位相に関して収束することと、 � 上で広義一様収束することが同値であることを示せ．


