
幾何学基礎１演義

問題 1.1. 実数の集合 R の部分集合 SをS = �� 1n ����nは正の自然数�
で定義する．この時 Sの上限を求めよ．
問題 1.2. 実数の列 fang1n=1と fbng1n=1がそれぞれ実数 �と � に収束するとき、数列fan + bng1n=1は � + �に収束することを示せ．
問題 1.3. 実数の集合 R の部分集合 Sが最大元 x 2 Sを持つ時、xは Sの上限になる
ことを示せ．

問題 1.4. 零でない実数の列 fang1n=1が零でない実数�に収束するとき、数列 fa�1n g1n=1
は ��1に収束することを示せ．
問題 1.5. 整数の列 fang1n=1が収束する時、ある自然数N が存在して、N より大きい
任意の自然数 nとmに対して an = amとなることを示せ．
問題 1.6. 正の実数からなるCauhy列 fang1n=1で、fa�1n g1n=1がCauhy列にはならな
いものを与えよ．

問題 1.7. fang1n=1を 1未満の正数の列、rを 1未満の正数とするとき、数列sn = nXi=1 airi; n = 1; 2; : : : ;
が収束することを示せ．

問題 1.8. fang1n=1を正数の列、rを1r > lim supn!1 npan
を満たす正数とするとき、数列sn = nXi=1 airi; n = 1; 2; : : : ;
が収束することを示せ．（ヒント：

1r > ` > lim supn!1 npan を満たす実数 ` を何でもよい
からひとつ固定すると、r` < 1 が成り立ち、かつ、ある自然数 N が存在して、N よ
り大きい任意の自然数 n に対して an < `n が成立する．）



定義 1.1. pを素数とし、有理数 aと bの間の p進距離 ja� bjpをja� bjp = (p� ordp(a�b) a 6= bの時;0 a = bの時
で定義する．ただし ordp(a � b)は、a � bを割り切る p冪の中で最大となるような冪
指数を指す．つまり、整数 kと pで割り切れない整数m, nによってa� b = pk nm
と表されるとき、ordp(a� b) = k と定める．
問題 1.9. 任意の有理数 a, bおよび に対して次が成り立つことを示せ：1. ja� bjp � 0.2. ja� bjp = 0() a = b.3. ja� bjp = jb� ajp.4. ja� jp � maxfja� bjp; jb� jpg � ja� bjp + jb� jp.
定義 1.2. 有理数の列 fang1n=1が p進距離に関してCauhy列であるとは、� 任意の正数 �に対してある自然数N が存在して、N より大きい任意の自然数m

と nに対して jam � anjp < �が成り立つ
ことを指す．

問題 1.10. 整数の列 fang1n=1が p進距離に関してCauhy列であることの必要十分条
件は、� 任意の自然数M に対してある自然数Nが存在して、N より大きい任意の自然数mと nに対して am � anが pM で割り切れる
であることを示せ．

問題 1.11. 任意の素数 pに対し、整数の列 fn!g1n=1は p進距離に関してCauhy列であ
ることを示せ．

問題 1.12. 有理数の列 fang1n=1に対し、sn = a1 + a2 + � � �+ an; n = 1; 2; : : : ;
で新しい数列 fsng1n=1を定義する．この時、fsng1n=1が p進距離に関してCauhy列であ
るための必要十分条件は、実数の列 fjanjpg1n=1が 0に収束することであることを示せ．
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問題 2.1. 0以上 p未満の整数の列 fang1n=0と fbng1n=0に対し、sn = a0 + a1p+ a2p2 + � � �+ anpn;tn = b0 + b1p+ b2p2 + � � �+ bnpn;
で新しい数列 fsng1n=1及び ftng1n=1を定義する．この時、これらの数列は p進距離に関
してCauhy列であり、実数の列 fjsn� tnjpg1n=1が 0に収束する必要十分条件は、任意
の自然数 nに対し an = bnとなることである事を示せ．
問題 2.2. aを pと互いに素な整数とする．この時、次を示せ：1. ある整数 bと が存在して、ab+ p = 1 が成立する．2. 整数の列 fbngで、実数の列 fja�1 � bnjpg1n=1が 0に収束するものが存在する．
注意 2.3. 有理数の集合Q に、p進距離に関するCauhy列の極限を付け加えた集合をQ p で表す．同様に、整数の集合 Zに、p進距離に関する Cauhy列で、整数からなる
ものの極限を付け加えた集合をZpで表す．問題 2.2は、a 2 Z � Zpが pと互いに素な
らば、a�1 2 Zp n Zであることを示している．
問題 2.3. 素数 pと整数 aに対し、ap � aは pで割り切れることを示せ．
問題 2.4. 素数 pと整数 aに対し、数列 fapng1n=1は p進距離に関してCauhy列である
ことを示せ．

問題 2.5. 素数 pに対し、整数 aと bがja� bjp < 1
を満たせば、実数の列 fjapn � bpn jpg1n=1は 0に収束することを示せ．
注意 2.4. 奇素数 pと整数 aに対しTeih(a) = limn!1 apn 2 Zp
とおくと、これは群の準同型 Teih : (Z=pZ)�! (Zp)�
を誘導する．これをTeihm�uller 指標と呼ぶ．
問題 2.6. 任意の有理数 aに対し、jaj � Yp:素数 jajp = 1
が成り立つことを示せ．



問題 2.7. 任意の素数 pと任意の整数列 fang1n=1に対し、fang1n=1の部分列で p進距離
に関してCauhy列であるものが存在することを示せ．
問題 2.8. 任意の素数 pに対しある有理数列 fang1n=1が存在して、fang1n=1の任意の部
分列が p進距離に関してCauhy列にはならないことを示せ．
問題 2.9. �を円周率とし、実数列 fang1n=1をan = 10n� � [10n�℄
で定義する．さらに、実数 xと自然数 nに対し、小数第 n位における切り捨て [x℄nを[x℄n = [10nx℄10n
とおく．このとき、次を示せ：1. 数列 f[�℄ng1n=1は収束する.2. 任意の自然数 k に対し、自然数の列 0 < nk1 < nk2 < : : : が存在して、数列f[anki℄kg1i=1が収束する．3. 任意の正数 �に対し自然数の列 0 < n�1 < n�2 < : : : が存在して、fang1n=1の部分

列 fan�ig1i=1は以下を満たす：� ある自然数Nが存在して、Nより大きい任意の自然数 iと jに対して jan�i�an�j j < � が成り立つ．4. 自然数の列 0 < n01 < n02 < : : : が存在して、fang1n=1の部分列 fan0ig1i=1は以下
を満たす：� 任意の正数 �に対しある自然数N が存在して、N より大きい任意の自然数iと jに対して jan0i � an0j j < � が成り立つ．

問題 2.10. 実数列 fang1n=0が任意の自然数 nに対して 0 � an � 1を満たすとき、0 � lim supn!1 an � 1
となる．このことを使って、fang1n=0の部分列で収束するものが存在することを示せ．
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定義 3.5. 実数 xに対し、[x℄で xを越えない最大の整数を表す．
定義 3.6. 整数の列 fakgnk=0で n � 1の時 an � 2となるものに対し、[[a0; a1; : : : ; an℄℄ = a0 � 1a1 � 1a2 � � � � � � � � � � � 1an�1 � 1an
とおき、連分数と呼ぶ．

問題 3.1. 任意の自然数 nに対し an = 2とおくと、数列 f[[a0; a1; : : : ; an℄℄g1n=1は下に
有界な単調減少列であり、従って収束することを示せ．また、その極限を求めよ．

問題 3.2. 整数の列 fang1n=0で n � 1の時 an � 2となるものに対し、次を示せ：1. 任意の正の整数 nに対し 0 < 1an � 1an+1 < 1
が成り立つ．2. 任意の正の整数 nに対し 0 < 1an � 1an+1 � 1an+2 < 1
が成り立つ．3. 任意の正の整数 nに対し 0 < �[[0; a1; a2; : : : ; an℄℄ < 1
が成り立つ．4. 任意の正の整数 nに対し�[[0; a1; a2; : : : ; an℄℄ < �[0; a1; a2; : : : ; an; an+1℄
が成り立つ．



5. 数列 f[[a0; a1; : : : ; an℄℄g1n=1は下に有界な単調減少列であり、従って収束する．
注意 3.7. 連分数に関して次が知られている：1. 実数 �に対して実数列 f�ng1n=0と整数列 fang1n=0を�0 = �; ai = [�i℄ + 1; �i+1 = 1ai � �i ; i = 0; 1; : : :

で定めると、この対応によって実数の集合 R と、整数列 fang1n=0で n � 1の時an � 2となるものの間に 1対 1の対応がある．2. �が有理数であるための必要十分条件は、ある自然数N が存在して、N より大
きい任意の自然数 nに対し an = 2となることである．3. �が整数を係数とする 2次方程式を満たすための必要十分条件は、ある自然数N
と正の整数 rが存在して、N より大きい任意の自然数 nに対し an+r = anとなる
ことである．

問題 3.3. 注意 3.7 の手順を用いてp2の連分数展開を求めよ．
問題 3.4. 次で定義される数列 fang1n=0は全てp2に収束することを示せ：1. a0 = 1 + 12 ; a1 = 1 + 12 + 12 ; a2 = 1 + 12 + 12+ 12 ; : : :2. an = 1+ 12 + 12(12 � 1)2! + 12(12 � 1)(12 � 2)3! + � � �+ 12(12 � 1)(12 � 2) : : : (12 � (n� 1))n!3. a0 = 1; an+1 = a2n + 22an :
問題 3.5. 問題 3.3で求めた連分数展開の最初の 5項を有効数字 8桁の精度で求めよ．
問題 3.6. 問題 3.4で与えられた数列の最初の 5項を有効数字 8桁の精度で求めよ．
問題 3.7. 無限級数 1Xn=1 (�1)nn
の和の順序を入れ替えることによって、任意の実数に収束する級数が得られることを

示せ．（ヒント：
P1n=1 (�1)2n2n と

P1n=1 (�1)2n�12n�1 がともに発散することを使え．）
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問題 4.1. 複素数列 fang1n=0に対して次の条件を考える：1. ある自然数N が存在して、任意の正数 �とN より大きい任意の自然数mと nに
対して jam � anj < �が成立する．2. 任意の正数 �に対しある自然数N が存在して、N より大きい任意の自然数mとnに対して jam � anj < �が成立する．3. ある自然数mと正数 �が存在して、jam � anj < �をみたす自然数 nは無限個存
在する．

この時、上の条件 (1)�(3)の各々と同値な条件を下の条件 (i)�(iii)から選べ：(i) 数列 fang1n=0は収束する．(ii) 数列 fang1n=0が収束する部分列を持つ．(iii) ある自然数N が存在して、aN+1 = aN+2 = aN+3 = : : : となる．
問題 4.2. 数列 an = nYi=1 �1 + (�1)ii + 1 � ; n = 1; 2; : : : ;
は収束することを示せ．

問題 4.3. 複素数 zに対し、無限級数 1Xn=1 znn
が収束するための必要十分条件を与えよ．

問題 4.4. zを絶対値が 1より小さい複素数とし、自然数 nに対してan = nXk=0 (2k)!22k(k!)2 zk;
とおく．この時、次を示せ：1. 数列 fang1n=0は収束する．2. 数列 fa2ng1n=0は収束する．3. 数列 fa2ng1n=0は 11� z に収束する．

学籍番号 名前
問題 4.1(1) (2) (3)
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定義 5.1. V を複素数体上のベクトル空間、k � k : V ! R を V 上の実数値関数とする．k � kが次の性質を満たすとき、k � kをセミノルムと呼ぶ：1. 任意の v 2 V に対し kvk � 0.2. 任意の v 2 V と � 2 C に対して k�vk = j�jkvk.3. 任意の v; w 2 V に対して kv + wk � kvk+ kwk.
さらに、セミノルム k � kが次の性質を満たすとき、k � kをノルム、組 (V; k � k)をノル
ム空間と呼ぶ：4. 任意の v 2 V に対し、kvk = 0と v = 0は同値．
ノルム空間 (V; k � k)の元の列 fvng1n=1がCauhy列であるとは、任意の正数 �に対して
ある自然数N が存在して、N より大きい任意の自然数nとmに対して kvn � vmk < �
が成り立つことを指す．

問題 5.1. Sを集合とし、S上の有界複素数値関数の集合をV で表す．V の元 f , gお
よび複素数 �, �に対し �f + �g 2 V を、s 2 Sに対し(�f + �g)(s) = �f(s) + �g(s)
で定めると、V は複素数体上のベクトル空間になる．この時、f 2 V に対してkfk = sups2S jf(s)j
とおくと、組 (V; k � k)はノルム空間になることを示せ．
問題 5.2. Sを有限集合とし、問題 5.1 の方法でノルム空間 (V; k � k)を定める．さらにV の基底 fesgs2Sを、t 2 Sに対しes(t) = (1 s = t;0 s 6= t
で定め、V の新しいノルム k � k2を、任意の複素数の列 (as)s2Sに対しXs2S ases2 =sXs2S jasj2
で定義する．この時、V の元の列 fvng1n=1がノルム k � kに関するCauhy列であるこ
とと、ノルム k � k2に関するCauhy列であることは同値であることを示せ．（ヒント：Sに対して 1以下の正数 rが存在して、任意の v 2 V に対してrkvk2 � kvk � 1rkvk2
が成り立つ．）
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問題 6.1. f(x) = 1=xで定義される開区間 (0; 1) 上の連続関数は一様連続では無いこ
とを示せ．

問題 6.2. Sを C の部分集合とし、問題 5.1 の方法でノルム空間 (V; k � k)を定める．こ
の時、V の元の列 ffng1n=1がCauhy列であることと一様収束することが同値であるこ
とを示せ．

問題 6.3. R 上の実数値連続関数の列 ffng1n=0が関数 f : R ! R に一様収束するとき、f も連続であることを示せ．
問題 6.4. R 上の実数値連続関数の列 ffng1n=0で、不連続な関数に各点収束するものを
与えよ．

問題 6.5 (Weierstrassの定理). 閉区間 [�1; 1℄上の任意の連続関数 f : [0; 1℄ ! R に対
し、多項式の列 ffng1n=0で f に一様収束するものが存在することを示せ．
問題 6.6. 閉区間 [�1; 1℄上の滑らかな関数 f で、多項式の列fn(x) = nXk=0 dkf(0)dxk xkk! ; n = 0; 1; : : :
が f と異なる関数に収束するものを挙げよ．（ヒント：例えば f(x) = e�1=x2を考えよ．）
問題 6.7. 滑らかな関数 � : R ! [0; 1℄で、�(x) = (0 jxj > 2;1 jxj < 1
を満たすものが存在することを示せ．

問題 6.8 (Borelの定理). 任意の数列 fang1n=0に対し、R 上の滑らかな関数 f で、任意
の自然数 kに対し dkf(0)dxk = ak
が成り立つものが存在することを次のようにして示せ：1. 問題 6.7の条件を満たす関数 �と自然数 j、それに正数 �に対し、gj;�(x) = �(x=�)ajj! xj

とおくと、任意の自然数 kに対してある正数Cj;kが存在して、任意の実数 xと任
意の正数 �に対して ����dkgj;�(x)dxk ���� < Cj;k�j�k
が成り立つ．（ヒント：s = t=�とおいてみよ．）



2. 任意の自然数 jに対してある正数 �jが存在して、任意の x 2 R と jより小さな自
然数 kに対して ����dkgj;�j(x)dxk ���� < 2�j
が成り立つ．3. 級数 f(x) = 1Xj=0 gj;�j(x)
は一様収束する．4. 級数 1Xj=0 dgj;�j(x)dx
は f 0(x)に一様収束する．5. f(x)は滑らかな関数であり、任意の自然数 kに対しdkf(0)dxk = ak
を満たす．

問題 6.9. 閉区間 [�1; 1℄上の滑らかな関数 f で、任意の x 6= 0に対し数列fn(x) = nXk=0 dkf(0)dxk xkk! ; n = 0; 1; : : :
が発散するものが存在することを示せ．

問題 6.10. 正の整数 nに対し、n次のChebyshev多項式 TnをTn(os �) = osn�
で定義する．この時、次を示せ：1. Tn(x)は n次の多項式であり、最高次の項の係数は 2n�1である．2. x 2 [�1; 1℄に対して jTn(x)j � 1であり、しかも jTn(x) = 1となるような x 2[�1; 1℄はちょうど n+ 1個ある．
定義 6.1. 最高次の項の係数が 1であるような多項式をモニックな多項式と呼ぶ．
問題 6.11. nを正の整数、f(x)をモニックな n次の多項式とする．この時、ある正数rと任意の x 2 [�1; 1℄に対して f(x)がjf(x)j � r
を満たせば r � 2�n+1であり、しかも r = 2�n+1ならば f(x) = 2�n+1Tn(x)となるこ
とを示せ．（ヒント：r � 2�n+1と仮定すると、f(x)� 2�n+1Tn(x)が n個の零点を持つn� 1次の多項式であり、従って定数になることを示せ．）
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定義 7.1. 次の式 1Xn=0Bn(x) tnn! = textet � 1 2 Q [x℄[[t℄℄
でBernoulli多項式Bn(x)を定義する．また、Bn = Bn(1)をBernoulli数と呼ぶ．
問題 7.1. Bernoulli多項式Bn(x)とBernoulli数Bnに関して次を示せ：1. Bn(x+ 1)� Bn(x) = nxn�1.2. Bn(1� x) = (�1)nBn(x).3. Bn(x) = nXj=0(�1)j�nj�Bjxn�j.
（ヒント：例えば 1は te(x+1)tet � 1 � textet � 1 = text
から従う．3については tet � 1 = 1Xn=0(�1)nBn tnn!
を使え．）

問題 7.2. 上に挙げたBernoulli多項式の性質を使い、冪和の公式nX̀=1 `k = kXj=0 �kj�Bj nk+1�jk + 1� j
を証明せよ．（ヒント：まず問題 7.1の 1を使ってnX̀=1 `k = 1k + 1(Bk+1(n+ 1)� Bk+1(1))
を示し、次に 2と 3を使ってBk+1(n + 1)�Bk+1(1) = kXj=0 �k + 1j �Bjnk+1�j
を示せ．）

問題 7.3. 上の結果を使って、自然数 nと正の実数 aに対してlimN!1 aN N�1Xi=0 �aiN�n = an+1n + 1
が成り立つことを示せ．



問題 7.4. aを正数、qを 1未満の正数とし、連続関数 f : [0; a℄! R と自然数nに対しsn = (1� q)a nXi=0 qif(qia)
とおくと、数列 fsng1n=0は収束することを示せ．
注意 7.2. 上の状況で、 Z a0 f(x)dqx = (1� q)a 1Xi=0 qif(qia)
と書き、Jakson積分と呼ぶ．
問題 7.5. 正数 aと連続関数 f : [0; a℄! R に対し、limq%1Z a0 f(x)dqx = Z a0 f(x)dx
を示せ．

定義 7.3. 複素数 aと q 6= 1に対し [a℄q = 1� qa1� q
とおき、q-numberと呼ぶ．
問題 7.6. 自然数 nと正数 aおよび 1未満の正数 qに対し、Z a0 xndqx = an+1[n + 1℄q
を示せ．

問題 7.7. 自然数 nに対し Sn = Z �=20 sinn xdx
とおく．この時、次を示せ：1. n � 2に対し漸化式 Sn = n� 1n Sn�2

が成り立つ．2. 正の整数mに対し S2m = 2m� 12m � 2m� 32m� 2 � � � � � 12 � �2 ;S2m+1 = 2m2m+ 1 � 2m� 22m� 1 � � � � � 23
が成り立つ．



問題 7.8. 円周率 �に対する Wallis の公式�2 = limm!1 21 � 23 � 43 � 45 � � � � � 2m2m� 1 � 2m2m+ 1
を示せ．（ヒント：問題 7.7 で定義された数列 fSng1n=0に対し0 < S2m+1 � S2m � S2m�1
が成り立つことを使って limm!1 S2mS2m+1 = 1
を示せ．）

問題 7.9. 任意の自然数mと問題 7.7 で定義された数列 fSng1n=0に対しS2m = Z 10 dt(1 + t2)m+1 ; S2m+1 = Z 10 (1� t2)mdt
が成り立つことを示せ．（ヒント：前者に対しては t = ot x、後者に対しては t = os x
と置け．）

問題 7.10. 極限 limr!1Z r0 e�x2dx
が存在することを示せ．

問題 7.11. I = R10 e�x2dxに対し次を示せ：1. 正の整数mに対し I = pmZ 10 e�mt2dt:2. 正の整数mに対しpm Z 10 (1� t2)mdt < I < pm Z 10 dt(1 + t2)m :
（ヒント：正数 tに対し 1� t2 < e�t2 < 11 + t2
が成り立つ．）3. 問題 7.7 で定義された数列 fSng1n=0に対しlimm!1pmS2m+1 = p�2 :
（ヒント： pmS2m+1 = pmrS2m+1S2m r �4m + 2
を使え．）



問題 7.12. 問題 7.11 の結果を使ってZ 10 e�x2dx = p�2
を示せ．

問題 7.13. 複素数 sが負の整数ではない時、an = n!nss(s+ 1) : : : (s+ n)
で定まる数列 fang1n=1は収束することを示せ．
問題 7.14. Euler の �関数を�(s) = limn!1 n!nss(s+ 1) : : : (s+ n)
で定義すると、正の整数 nに対し �(n) = (n� 1)!
であり、関数等式 �(s) = s�(s� 1)
を満たすことを示せ．

問題 7.15. 二重 �関数  を  (s) = dds log �(s)
で定義すると、  (s) = limn!1�logn� 1s � 1s + 1 � � � � � 1s+ n� 1�
となることを示せ．

問題 7.16. 正数 kに対し、積分公式log(k) = Z 10 e�t � e�ktt dt
および 1k = Z 10 e�ktdt
を示せ．



問題 7.17. 二重 �関数  に対し (s) = limk!1�Z 10 e�t � e�ktt dt� Z 10 1� e�kt1� e�t e�stdt�= Z 10 �e�tt � e�st1� e�tdt�= log s+ Z 10 �1t � 11� e�t� e�stdt
を示せ．

問題 7.18. 絶対値が 2�より小さい複素数 tに対し1t � 11� e�t = � 1Xm=0 Bm+1(m + 1)!tm
を示せ．但しBmはBernoulli数である．
問題 7.19. 問題 7.17の結果に問題7.18の級数展開を代入して形式的に項別積分すると (s) � log s� 1Xm=1 Bmm s�m
を得ることを示せ．

注意 7.4. 問題 7.19の結果を積分することにより形式的な冪級数展開log(�(s)) � s log s� s+ 12 log(2�)� B1 log s+ 1Xm=2 Bmm(m� 1)s�m+1
を得る（Stirling）．Bernoulli数の母関数が有限の収束半径を持つことから、上の冪級
数は発散する（すなわち、収束半径が零になる）ことが分かる．しかし、部分和� s log s� s+ 12 log(2�)�B1 log s+ NXm=2 Bmm(m� 1)s�m+1
において sを固定してN !1とするかわりにNを固定して s! +1とすると、この
部分和は log(�(s))に漸近することが知られている．特に、十分大きな自然数 nに対し
て近似 n! � p2�nnne�n
が成立する．例えば、n = 1000のときlog(n!) � 5912:128178488164;log(p2�nne�n) � 5912:128095154833
となり、この近似が高い精度を持つことが分かる．



幾何学基礎１演義

問題 8.1. 尖点 (usp)を持つ代数曲線C = f(x; y) 2 R2 j y2 = x3g
に対して、次の問いに答えよ：1. Cが閉集合であることを示せ．2. Cが有界ではないことを示せ．3. Cのグラフを描け．4. Cの定義多項式 f(x; y) = y2 � x3の xに関する偏導関数 fx = �f�x が消えるよう

なCの点のなす集合を求めよ．また、同様にして fy = �f�y が消えるようなCの
点のなす集合を求めよ．5. Cが局所的に滑らかな関数 y = y(x)のグラフとして表されるような Cの点のな
す集合を求めよ．また、同様にして Cが局所的に滑らかな関数 x = x(y)のグラ
フとして表されるようなCの点のなす集合を求めよ．6. Cが局所的に連続関数 x = x(y)のグラフとして表されるようなCの点のなす集
合を求めよ．

問題 8.2. 代数的バタフライ曲線 (algebrai buttery urve)と呼ばれる曲線C = f(x; y) 2 R2 j x6 + y6 = x2g
に対して、次の問いに答えよ：1. Cが有界閉集合であることを示せ．(ヒント：有界性については、jxjも jyjも常

に 1以下であることを示せば良い．)2. Cのグラフを描け．3. C の定義多項式 f(x; y) = x6 + y6 � x2の偏導関数 fx が消えるようなC の点の
なす集合を求めよ．また、同様にして fy が消えるようなCの点のなす集合を求
めよ．4. Cが局所的に関数 y = y(x)のグラフとして表されるような Cの点のなす集合を
求めよ．また、同様にして Cが局所的に関数 x = x(y)のグラフとして表される
ようなCの点のなす集合を求めよ．



幾何学基礎１演義

問題 9.1. Menn曲面 M = f(x; y; z) 2 R3 j z = x2y � y2g
に対し、次の問いに答えよ：1. M のグラフを描け．2. M から xy平面への射影 �xy : M ! R22 2(x; y; z) 7! (x; y)

は全単射連続写像であることを示せ．3. 写像 �xy :M ! R2 の逆写像 ��1xy : R2 !M が連続であることを示せ．4. M から yz平面への射影 �yz : M ! R22 2(x; y; z) 7! (y; z)
の点 (y; z) 2 R2 における逆像を求めよ．(ヒント：(y; z)の値に応じて空集合、1
点からなる集合または 2点からなる集合になる．)5. M から xz平面への射影 �xz : M ! R22 2(x; y; z) 7! (x; z)
の点 (x; z) 2 R2 における逆像を求めよ．6. 写像 �yz Æ ��1xy : R2 ! R2 の Jaobi行列および Jaobi行列式を求めよ．7. 写像 �yz Æ ��1xy : R2 ! R2 が局所的に滑らかな逆写像を持つような点 (x; y)のな
す集合を求め、その補集合のグラフを描け．8. 写像 �xz Æ ��1xy : R2 ! R2 の Jaobi行列および Jaobi行列式を求めよ．9. 写像 �xz Æ ��1xy : R2 ! R2 が局所的に滑らかな逆写像を持つような点 (x; y)のな
す集合を求め、その補集合のグラフを描け．



問題 9.2. 燕尾曲面 (swallowtail surfae)をM = f(x; y; z) 2 R3 j f(x; y; z) = 0g;f(x; y; z) = 9x3 � 12x2z2 + 15xy2z � 3y4 + 4xz4 � y2z3
で定義する時、次の問いに答えよ：1. 写像 ' : R2 ! R32 2(u; v) 7! (uv2 + 3v4;�2uv � 3v3; u)

の像がM に含まれることを示せ．2. 与えられた z 2 R に対して集合 f(x; y) 2 R2 j f(x; y; z) = 0g のグラフを描け．3. 与えられた u 2 R に対して集合 f'(u; v) 2 R2 � fug j v 2 Rg のグラフを描け．4. 写像' : R2 !M が全射であることを示せ．5. M のグラフを描け．6. 陰関数定理を用いて、M が点 (x; y; z) 2 M の周りで局所的にある滑らかな関数z = z(x; y) : R2 ! R のグラフとして表されるための (x; y; z)に対する条件を求
めよ．7. 陰関数定理を用いて、M が点 (x; y; z) 2 M の周りで局所的にはある滑らかな関
数 x = x(y; z) : R2 ! R のグラフとして表されるための (x; y; z)に対する条件を
求めよ．8. 陰関数定理を用いて、M が点 (x; y; z) 2 M の周りで局所的にはある滑らかな関
数 y = y(x; z) : R2 ! R のグラフとして表されるための (x; y; z)に対する条件を
求めよ．9. M から xy平面への射影 �xy : M ! R22 2(x; y; z) 7! (x; y)
の点 (x; y) 2 R2 における逆像を求めよ．10. 写像 �xy Æ ' : R2 ! R2 の Jaobi行列および Jaboi行列式を求めよ．11. 写像 �xy Æ ' : R2 ! R2 の Jaobi行列式が消えるような点 (u; v)のなす集合を求
めよ．また、その集合の'による像を求めよ．
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問題 10.1. 正数 p, qに対して広義積分B(p; q) = Z 10 xp�1(1� x)q�1dx
は収束することを示せ．これをEulerのB関数と呼ぶ．
問題 10.2. 正数 sに対し広義積分�(s) = Z 10 e�xxs�1dx
は収束することを示せ．これをEulerの �関数と呼ぶ．
問題 10.3. 広義積分 S = Z 10 dx Z 10 dye�x�yxp�1yq�1
を変数変換 x+ y = u; x = uv
によって S = Z 10 e�uup+q�1du Z 10 vp�1(1� v)q�1dv
と表すことによって、公式 B(p; q) = �(p)�(q)�(p + q)
を示せ．

問題 10.4. 正数 p, q, rに対し、3次元空間内の四面体K = f(x; y; z) 2 R3 j x � 0; y � 0; z � 0; x+ y + z � 1g
における積分 S = ZK xp�1yq�1zr�1(1� x� y � z)s�1dxdydz
を、変数変換 x+ y + z = �; y + z = ��; z = ���
を用いることによってS = Z 10 �p+q+r�1(1� �)s�1d� Z 10 �q+r�1(1� �)p�1d� Z 10 �r�1(1� �)q�1d�= �(p)�(q)�(r)�(s)�(p+ q + r + s)
と求めよ．



問題 10.5. R2 n f0g上のベクトル場 v = (vx; vy)を(vx(x; y); vy(x; y) = 1x2 + y2 (�y; x)
で定める．原点を中心とする半径 rの円を C = f(r os �; r sin �) j � 2 [0; 2�)g とお
くと、 ZC(vx dx+ vy dy) = Z 2�0 1r2 (�r sin � � (�r sin � d�) + r os � � r os � d�)= Z 2�0 d� = 2�
となる．一方、 �vy�x � �vx�y = 0
なのでGreenの定理が成立しないように見えるが、この理由を説明せよ．
問題 10.6. R3 内の半径 rの球をB = fv = (x; y; z � r) 2 R3 j jvj � rg
とおく時、次の問いに答えよ．1. 積分 ZB dx dy dz

を計算することによってBの体積 V を求めよ．（ヒント：例えば中心を原点まで
平行移動して Z r�r Z pr2�z2�pr2�z2 2pr2 � y2 � z2 dy dz
を計算せよ．その他に、次項で定義される球座標を用いる方法などもある．）2. z < 0なる領域が流体で満たされているときに、Bに作用する浮力の大きさ F をBの境界に渡る積分によって求めよ．ただし、Bの境界の面積要素 dSに流体が
及ぼす力は内向き法線の向きで、大きさは z座標の絶対値で与えられるとする．
（ヒント：まず、球座標によってBの境界の点をv = (r sin � os�; r sin � sin�;�r + r os �)
とおき、この点における内向き単位法線ベクトルを求めよ．この単位法線ベクト

ルと (0; 0; z)の内積がその点において流体がBに及ぼす力の z成分である．対称
性からBに働く力は z成分しか持たないことに注意すると、この量をBの境界
に渡って積分すれば求める浮力の大きさを得る．）3. 結果として F = V となる（Arhimedesの原理）が、これをGaussの定理から
導け．


