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問題 �
	���	� つの正多面体に対し、辺の数、面の数および頂点の数を求めよ．
問題 �
	���	�� つの正多面体に対し、��� から各頂点に集まっている角の和を引いたものの
和を計算せよ．�
ヒント：例えば正四面体の場合には頂点の数が � 、各頂点に集まっている角の数が � 、
正三角形の角の大きさが

��� � なので、��� � ����� ��� � � � � � �
となる．

�
注意 ��	��
	 任意の多面体に対し、 ��� から頂点に集まっている角の和を引いたものを全
ての頂点に渡って足し上げたものは � � になる．
問題 �
	�!"	 サッカーボールは正五角形と正六角形からできており、各頂点に正五角形 �
つと正六角形

�
つが集まっている．この事実と注意 ��#$� を使って、サッカーボールを作

るのに必要な正五角形と正六角形の個数を求めよ．

問題 ��	&%'	 各頂点に正五角形が �
つと正六角形 � つが集まっているような多面体は存在

しないことを示せ．

問題 ��	�("	 平行四辺形の対辺を同一視して得られる閉曲面（あるいはこれに同相な曲
面）をトーラスと呼ぶが、正六角形の対辺を同一視して得られる閉曲面はトーラスで

あることを示せ．

問題 �
	�)�	 トーラスの多角形分割に対し常に�
面の数

� � �
辺の数

��*+�
頂点の数

�,� �
が成り立つことを証明せよ．

問題 �
	.-/	 トーラスの任意の多角形分割と、その平面への任意の展開図を考える．この
展開図の境界にある頂点に対しその重複度を、組み立てるときに重なり合う頂点の個

数として定義する．例えば、四角形の対辺を同一視してトーラスをつくる場合には、展

開図である四角形の全ての頂点の重複度は � になり、六角形の対辺を同一視してトー
ラスをつくる場合には展開図である六角形の全ての頂点の重複度は � になる．
さて、この状況で常に次のいずれかが成り立つことを示せ：��# 重複度が � の頂点が � つだけあり、その他の頂点の重複度は �

以下である．� # 重複度が � の頂点が 0 つだけあり、その他の頂点の重複度は �
以下である．�

ヒント：重複度が 1 の頂点の数を 2�3 とおくと、� �543�687 2�3� * 4 3�687 2�31 � �
となることを示せ．

�
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定義 �"	���	;: を実数の集合、 <�= �?>@�BA'CEDF�HG :;I�J A I *KD I � ��L を単位円周とする．
定義 �"	��"	M と N を位相空間 O から位相空間 P への連続写像とする．閉区間 Q � C �SR"TU:
と O との直積空間 OV�WQ � C �SR から P への連続写像XZY O[�KQ � C �\R^] P
で、任意の

A_G O に対してX �BA'C � �,� M �BA/�`C X �.A'C � � � N �.A/�
を満たすものが存在するとき、 M と N はホモトピック aEb'c^dec
fgc�hji�k@l であるという．
問題 �"	���	 写像 < = から : への連続写像 M をM �BA'CmDn�o�pA
で定義すると、これは任意の

�BA'CmDn�HG < = に対しM �.A'CmDF�j� �
で定まる連続写像とホモトピックであることを示せ．

問題 �"	���	;: から < = への連続写像 M をM �.A/� �Z��q\r�sFA'CmsEt�uvA/�
で定義すると、これは任意の

A_G : に対しN �.A/�,�w� � C � �
で定まる連続写像とホモトピックであることを示せ．

定義 �"	x!"	 位相空間 OWyzP の間の連続写像 M Y O{] P および N Y P|] O で、 N~}�M が O
の恒等写像に、 M�},N が P の恒等写像にそれぞれホモトピックでようなものが存在する
とき、 O と P はホモトピー同値 a�b�c^dec
fgc�h��5�8�"��iB�n�
���8�/f�l であるという．
問題 �"	�!�	 同相な位相空間はホモトピー同値であることを示せ．
問題 �"	&%�	;: は一点とホモトピー同値であることを示せ．
問題 �"	�("	oOWy8P�y@� を位相空間とする．O と P がホモトピー同値なら、O���� と P+���
はホモトピー同値であることを示せ．



問題 �"	x)"	 任意の自然数 � と 1 に対し、:,� と : 3 はホモトピー同値であることを示せ．
定義 ��	&%'	,O を位相空間、� をその部分空間、 � Y �p]�O を埋め込み写像とする．連続
な写像 � Y OV] � がレトラクション a����9fg���
k�f�iBc/�ol であるとは、 ��}�� Y ��] � が � の
恒等写像であることを指す．さらに、��} � Y O�]�O が O の恒等写像とホモトピックで
あるとき、� を O から � への変位レトラクション aE�'����c���d��nf�iBc/� ���9fg���
k�f�iBc^� l と呼ぶ．
問題 �"	¡-�	;O � < = y
� �¢>@� � C � � L�T£O とおく．このとき、任意の �.A'CmDF�HG < = に対し� �.A'CmDF�j�Z� � C � �
で定まる写像 � Y O�] � はレトラクションである事を示せ．
注意 �"	�(�	 上の例では � は変位レトラクションではない．
問題 �"	�¤�	;O � :�y�� �?> � L¥TUO とおくとき、任意の A¦G : に対し� �BA/�,� �
で定まる写像 � Y O�] � は O から � への変位レトラクションであることを示せ．
問題 �"	�§�	;O � : I¨ >@� � C � � L�yF� � < = TUO とおく．この時、� �BA'CmDn�o� �© A I *5D I �.A'CmDF�
で定義される写像 � Y O�] � は O から � への変位レトラクションであることを示せ．



�����9�
年 � � 月 �gª 日

幾何学
�
演義

定義 !"	���	 自然数 1 に対し、 1 単体 «¬3 および 1 立方体 �3 を«®3 �?>@�BA�¯°C°±S±°±SCEA 3 �G : 3g² = J A�¯o*´³g³g³g*KA 3 � �¶µ uF·�A
¸�¹ �®º r�» �®¼£½,¼ 1¾L C�3 �?>@�BA = C°±S±°±SCEA 3 �G : 3 J ��¼ A
¸ ¼ � º r�» � ¼£½;¼ 1�L
で定義する．また、 1 * � 個の元からなる全順序集合を Q¿1^R で表わす．
問題 !"	���	�� 単体、 � 単体および � 単体の図を描け．
問題 !�	��"	À� 単体の境界は � つの � 単体を境界に沿って貼り合わせて得られることを
示せ．

問題 !"	�!�	�� 単体の境界は � 次元球面 < 7 と同相であることを示せ．
問題 !"	$%'	,1 を自然数とするとき、1 * � 単体の境界は 1 次元球面 < 3 と同相であること
を示せ．

問題 !"	�(�	�� 単体の境界に現れる �
単体、 � 単体及び �

単体の個数を求めよ．

問題 !�	�)"	,1 および Á を自然数とする時、1 単体に現れる Á 単体のなす集合は、 QzÁ�R からQ¿1^R への単調増加関数のなす集合と自然な � 対 � 対応を持つことを示せ．
問題 !"	¡-�	�1 を自然数とするとき、 1 * � 単体の境界の Â ÃFÄxÅ » 数34 ÆÈÇ ¯ � � � � Æ � 1 * � 単体の境界に現れる Á 単体の個数 �
を求めよ．

問題 !"	�¤�	�1 を自然数とするとき、 1 * � 立方体の境界の Â ÃFÄxÅ » 数34 ÆÈÇ ¯ � � � � Æ � 1 * � 立方体の境界に現れる Á 立方体の個数 �
を求めよ．

問題 !"	x§"	o1 を自然数とするとき、1 立方体の対面を同一視することによって 1 次元トー
ラス É 3 �|� < = � 3 が得られることを示せ．
問題 !"	��8Ê�	�1 を自然数とするとき、 1 次元トーラス É 3 の Â ÃFÄxÅ » 数34 ÆmÇ ¯ � � � � Æ � É 3 に現れる Á 立方体の個数 �
を求めよ．



定義 !"	���	 単体の集合 Ë が次の �
つの条件を満たすとき、単体複体 aEÌ°i�deh¾�Íi�k9i��F� k�c/dÏÎhj�B�9Ðjl と呼ばれる：��#ÑË に含まれる任意の単体の面は再び Ë に含まれる．� #ÑË に含まれる任意の �

つの単体の共通部分は再び Ë に含まれる単体になる．
位相空間に対し、それと同相な単体的複体を構成することを単体分割と呼ぶ．

問題 !"	��^�
	 � つの � 単体を重心で貼り合わせて出来る ÒÔÓÀÕ 字型の位相空間を O とおく．��#vO は単体複体ではないことを示せ．� #vO を単体分割せよ．
問題 !"	��@�"	�� 次元球面 < = を単体分割せよ．
問題 !"	��@!"	;: を単体分割せよ．
問題 !"	���%'	 � 次元球面 < I を単体分割せよ．
問題 !"	��@("	 � 次元トーラス < = �Ï< = を単体分割せよ．
問題 !"	��@)"	;:�I を単体分割せよ．
問題 !"	��F-/	;:�I ¨ > � L を単体分割せよ．
問題 !"	��@¤"	 単位閉円盤 Ö�I �?>@�BA'CEDF�HG :;I�J A I *5D I ¼ ��L を単体分割せよ．
問題 !"	��@§"	 単位開円盤 × �¢>@�.A'CmDF�HG :�I�J A I *KD IÑØÙ��L を単体分割せよ．
問題 !"	��
Ê'	 曲面 Ú が有限個の単体からなる単体分割を持つための必要十分条件は、Ú
がコンパクトであることを示せ．

問題 !"	��'�
	H� 次元球面 < 7 を単体分割せよ．
問題 !"	��^�"	H� 次元トーラス < = �Ï< = �Ï< = を単体分割せよ．
問題 !"	��^!"	;: 7 を単体分割せよ．
問題 !"	��
%'	�1 を自然数とするとき、 : 3 を単体分割せよ．
問題 !"	��^("	�1 を自然数とするとき、 1 次元球面 < 3 を単体分割せよ．
問題 !"	��^)"	 単体分割できない位相空間の例を挙げよ．
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定義 %'	���	 環 Û 上の加群とその間の準同型写像の列³g³g³vÜÔÝzÞ�ß��� ] Ú ¸ ² = ÜàÝáÞ�â��� ] Ú ¸ ÜÔÝ� ] Ú ¸xã = ÜàÝåä�â��� ] ³g³g³
で、任意の

½ G�æ
に対して ç ¸ ² = }Àç ¸�� �

を満たすものを Û 加群の複体と呼ぶ．このよ
うな複体を

� Ú�è C ç�è � や � Úeè C ç � 、あるいはさらに ç も省略して Úeè と書くこともある．
問題 %'	��
	 環 Û 上の加群の複体 � Úeè C ç � が与えられたとき、任意の ½ Géæ

に対してêìë � ç ¸ ² = � が í�Å »�� ç ¸.� の部分加群であることを示せ．この時、商加群 í~Å »g� ç ¸.� � êìë � ç ¸ ² = � を
複体

� Úeè C ç � の ½
次のホモロジー aEb'c^dec^��c�î
�jl といい、 ï ¸à� Úeè C ç � で表わす．

定義 %�	��"	 複体 � Úeè C ç � は、任意の ½ GÙæ
に対して ï ¸à� Úeè C ç �®� �

を満たすとき完全a��9Ð��
k�f�l であるという．
問題 %'	���	 体 Á 上の加群の複体 � Úeè C ç � で·Ft ëñð'ò ¸xó\ô Ú ¸xõ ØUö
となるようなものに対し、4 ¸xó\ô � � � � ¸ ·Ft ë Ú ¸�� 4 ¸�óSô � � � � ¸ ·Ft ë ï ¸ � Úeè C ç �
が成り立つことを示せ．

問題 %'	�!"	 æ 上の加群の複体 � Úeè C ç � で、÷ ¸xó\ô Ú ¸ が有限生成であるようなものに対し、4 ¸xó\ô � � � � ¸ » µ unø Ú ¸�� 4 ¸�óSô � � � � ¸ » µ uFø ï ¸ � Ú�è C ç �
が成り立つことを示せ．

問題 %'	&%�	HÛ 加群の可換図式�´����� ] Ú = ���
� ] Ú I ���
� ] Ú�7 ���
� ] �ù â�úúû ù ß�úúû ùýü úúû�´����� ] þ = ���
� ] þ I ���
� ] þ�7 ���
� ] �
において、

�
つの行がどちらも完全であるとき、完全列� ] í�Å »^ÿ = ] í�Å »^ÿ I ] í�Å »�ÿ 7] � r�ø Å »^ÿ = ] � r�ø Å »/ÿ I ] � r�ø Å »/ÿ 7H] �

が存在することを示せ．



定義 %'	x!"	 単体複体 Ë が与えられたとき、Ë に含まれる ½
単体の集合を基底とする自由

アーベル群を � ¸à� Ë � とおき、 ½ 単体に対してその境界を対応させる写像を� ¸ Y � ¸à� Ë � ] � ¸xã = � Ë �
とおく．例えば、 � 単体 « = �?>@�BA'CEDF�HG : I J A'CmD ¼p� µ uF· A®*KD�� ��L に対しては、� = « = ��>@� � C � � L � >@� � C � � L
となる．

問題 %'	�(�	 « I �¢>@�.A'CmD/C��9�HG : 7 J A'CmD^C���¹ � µ uF· A®*KD~*��¶� ��L
を
�
単体とし、その辺を � = �?>@�BA'CED/C����HG « I J A � � L C� I �?>@�BA'CED/C����HG « I J D�� � L C� 7 �?>@�BA'CED/C����HG « I J �¬� � L C

頂点を � = �Z� � C � C � �ýC � I �|� � C � C � �`C � 7 �Z� � C � C � �
とおく．この時、単体複体 Ë I �¢> « I C � = C � I C � 7 C � = C � I C � 7SL の境界写像� I Y æ « I ] æ � = 	 æ � I 	 æ � 7
および � = Y æ � = 	 æ � I 	 æ � 7;] æ � = 	 æ � I 	 æ � 7
を具体的に行列で表示せよ．

問題 %'	�)�	 問題 �n# � で与えられた単体複体 Ë I に対し、� ] � I � Ë I ��
 ß� ] � = � Ë = ��
 â� ] � ¯�� Ë I � ] �
は
æ
加群の複体であることを示せ．また、そのホモロジー群 ï I � Ë I � 、 ïÏ= � Ë I � およびï ¯ � Ë I � を求めよ．

問題 %'	.-/	 � 次元トーラス < = �Ï< = の単体分割 Ë を適当に選び、境界写像 � I および � =
を行列で表示せよ．この場合も

� �vè � Ë �ýC � � が æ
加群の複体であることを示し、そのホ

モロジー群を計算せよ．

問題 %'	x¤"	H� 単体 «®7 とその境界からなる単体複体を Ë~7 とおく． Ë~7 に含まれる単体に
適当にラベルを付けて、問題 �F#á� と同様に境界写像 � = 、� I および � 7 を行列で表示せよ．
また、

� �vè � Ë~7 �`C � � が æ
加群の複体であることを示し、そのホモロジー群を計算せよ．
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定義 ("	���	 単体複体 Ë から別の単体複体  への連続写像は、 Ë の単体を  の単体に移
すとき単体写像と呼ばれる．

問題 ("	��
	 単体複体 Ë から別の単体複体  への単体写像 M は、任意の自然数 ½
に対し

てアーベル群の間の写像 M�� Y � ¸ì� Ë � ] � ¸ì�  �
を定めるが、これがホモロジー群の間の写像（これも同じ記号M�� Y ï ¸à� �vè � Ë �ýC � � ] ï ¸à� �vè �  �ýC � �
で表わす）を誘導することを示せ．

定義 ("	��"	 単体分割 Ë を持つ位相空間 O に対し、複体 � �vè � Ë �ýC � � のホモロジー群は単
体分割の取り方に依らないことが知られている．これを O の整係数ホモロジー群と呼
び、 ï�è � O Cmæv� で表わす．また、位相空間の間の連続写像M Y O�] P
はホモロジー群の準同型 M�� Y ï�è � O CmæÑ� ] ï�è � P CmæÑ�
を誘導し、しかも M�� は M のホモトピー類にしか依らないことが知られている．
問題 ("	���	;:v= の適当な単体分割を用いて、そのホモロジー群を求めよ．
問題 ("	�!�	;: I の適当な単体分割を用いて、そのホモロジー群を求めよ．
問題 (�	&%'	H<H= を一点に潰す写像を � とおく時、� が �

次と � 次のホモロジー群に誘導す
る写像 ��� を求めよ．
問題 ("	�("	�< = を �

次元トーラス < = �e< = の第 � 成分に埋め込む写像を ½
と置くとき、

½
が
�
次と � 次のホモロジー群に誘導する写像 ½ � を求めよ．

問題 ("	�)�	 正方形の対辺を同一視して �
次元トーラス < = ��< = を作り、 < = をこの正方

形の内部に埋め込む写像を
½
と置くとき、

½
が
�
次と � 次のホモロジー群に誘導する写

像
½ � を求めよ．

問題 ("	¡-�	 位相空間 O の恒等写像 tx·�� Y O�] O がホモロジー群に誘導する写像tx·�� � Y ï�è � O CmæÑ� ] ï�è � O CmæÑ�
は恒等写像であることを示せ．



問題 ("	�¤�	 ホモトピー同値な位相空間のホモロジー群は等しいことを示せ．
問題 ("	�§"	 問題 � # � に与えられた < = からその上の一点へのレトラクションは変位レト
ラクションではないことを示せ．

問題 ("	��8Ê�	;O を位相空間、 � をその部分空間、 � Y �+] O を埋め込み写像、 � を O か
ら � へのレトラクションとするとき、任意の自然数 ½

に対して��� Y ï ¸à� � CmæÑ� ] ï ¸ì� O CEæÑ�
は単射準同型であることを示せ．

問題 ("	��^�
	 任意の自然数 1 に対し、 1 次元閉円盤Ö 3 �?>@�.A = C°±°±°±\CEA 3 �HG : 3 J A I = *p³g³g³g*KA I3 ¼ ��L
からそれ自身への連続写像 M Y Ö 3 ] Ö 3
は必ず不動点を持つ． �¬��c^���¬��� の不動点定理と呼ばれるこの主張を次のようにして
示せ：��# 不動点を持たない連続写像 M が存在すると仮定すると、任意の点 A_G Ö 3 に対し、M �.A/�HG Ö 3 から A

へ向かう半直線が< 3 ã = ��>@�BA = C°±°±S±SCEA 3 � J A I = *´³g³g³g*KA I3 � ��L
と交わる点を対応させることで、写像� Y Ö 3 ] < 3 ã =
が定まるが、これが Ö 3 から < 3 ã = へのレトラクションを与える．� #�Ö 3 から < 3 ã = へのレトラクションは存在しない．

問題 ("	��@�"	 円周 <�= から : への単射な連続写像は存在しないことを示せ．
問題 ("	��8!"	 円周 < = から : への任意の連続写像 M に対してある点 AeG < = が存在して、A
とその対蹠点

� A
が M で同じ点に移ることを示せ． � ヒント：そのような点が存在し

ないと仮定すると、 M から次のようにして写像 N Y < = ] >�� ��L を定めることができる：
N �BA/�,� � � t º M �BA/��� M � � A/�`C� � t º M �BA/� Ø´M � � A/�`±

この N が連続であることを示し、矛盾を導け． �



�����9�
年 ��� 月 �g0 日

幾何学
�
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問題 )"	Í�
	 � 次元球面 < I から円周 <H= への連続写像で、対蹠点を対蹠点に移す �
すなわ

ち、任意の
A_G < I に対して M � � A/�,� � M �.A/�

を満たす
�
ものは存在しないことを示せ．

�
ヒント：< = から < I の赤道への埋め込みを �

とおくと、M~}�� は < = から < = への連続写像で、対蹠点を対蹠点に移す．< = � : � æ と見
て、� = � Q � C � ��� RÍy�� I � Qå� ��� C �SR とおくと、< = � � =� � I となる．�\7 � M � � = � y��"! � M � � I � と
おくと、�#! � �\7 * � ��� となるが、このことから奇整数 1 が存在して � MH}�� � � � Q < = R �;� 1 Q < = R
となり、 ï = � <oI �,� �

から従う �$� � Qz<�=ìR �,� �
に矛盾する．

�
注意 )"	��
	 任意の自然数 � と 1 に対して、� � 1 なら < � から < 3 への連続写像で、対
蹠点を対蹠点に移すものは存在しない．この事実は �¬c���Ì°�&%('*) �B�
d の定理と呼ばれる．
問題 )�	��"	 � 次元球面 < I から : I への任意の連続写像 M に対してある点 A G < I が存在
して、

A
とその対蹠点

� A
が同じ点に移ることを示せ．

�
ヒント：そのような点

A¦G < I
が存在しないと仮定して、 N Y <oIH] <�= をM �.A/�,� M �BA/� � M � � A/�J¿M �.A/� � M � � A/� J
で定義すると、これは対蹠点を対蹠点に移す．

�
問題 )"	�!�	;: I の部分集合で、 < I と同相なものは存在しないことを示せ．
問題 )"	$%'	Ñ< I が � つの閉集合 � = C � I C �À7 の和集合として表わされているとき、これら
の閉集合の少なくとも一つは対蹠点の組

>gA'C � A L を含むことを示せ． � ヒント：連続写
像 M Y <oIH]�:;I を M �.A/�;�|��txu º+ ó-, â J A � D J C txu º+ ó., ß J A � D J �
で定義すると、 / r�»�s Ã ø1032 Ä¡µ ë の定理から M �.A/�Ñ� M � � A/� となる点 A

が存在することを

使え # �
問題 )�	�("	 ハムとチーズをパンに挟んだサンドイッチを � つの平面で �

つに切って、ハ

ムとチーズとパンの全てをちょうど半分にすることが出来る事を示せ．
�
ヒント：連続

関数 M Y < I ]�: I を次のように定義し、 M �BA/� � M � � A/� となる点 A
を考えよ：点

A¦G < I
に対して、: 7 における <oI の接平面を É54 とおくと、É54 に平行な平面で、パンをちょう
ど半分に切るものがただ � つ存在する．これを ï64 とおくと、これはハムを �

つに分

割する
�
ただし、一方は空であることもある

�
．
A
における < I の外向き法線によってこ

の
�
つの切れ端の一方を指定することができるが、この切れ端の体積を M = �.A/� とおく．

チーズに対しても同様の考察することによって関数 M I Y < I ] : が定義されるが、こ
の
�
つを並べたものが M である． �
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問題 -/	��
	;Á を体とするとき、Á 上の任意のベクトル空間 �
と 7 の間の任意の線形写像ÿ Y � ] 7

に対して準同型定理 � � í~Å »�ÿ�8 � êìë ÿ
が成り立つことを示せ．

問題 -/	���	Á を体とするとき、 Á 上のベクトル空間の列� ] � ù�] 7
が完全列であることと、

ÿ
が単射であることは同値であること示せ．

問題 -/	�!�	Á を体とするとき、 Á 上のベクトル空間の列� ù�] 7 ] �
が完全列であることと、

ÿ
が全射であることは同値であること示せ．

問題 -/	&%'	;Á を体とするとき、Á 上の任意のベクトル空間 �
と 7 の間の任意の線形写像ÿ Y � ] 7

に対して、ベクトル空間の完全列� ] í�Å »^ÿ ] � ] 7 ] � r�ø Å »/ÿ ] �
が存在することを示せ．

問題 -/	�("	 � 次元の単体複体 9 において、ある �
単体 : G 9 で、 : の � つの辺 ; = C ; I C ;S7

のうち ; = C ; I は : と異なる �
単体 : = C : I の辺になっているが、;\7 は : 以外の �

単体の辺

にはなっていないものが存在すると仮定する．この時、 9 から : を取り除いて、 ; = と; I を同一視することによって : = と : I を貼り合わせることによって新しい空間 9=< が出
来るが、これが 9 とホモトピー同値であることを示せ．また、9 < が単体複体であると
き、そのホモロジー群が 9 のホモロジー群と同型であることを単体複体のホモロジー
群の定義に基づいて証明せよ．



定義 -�	��
	 自然数 1 に対し、 < = のコピーを 1 個用意して、それを一点でくっつけた空
間を < = の 1 個のブーケ（ / r Ã?>�ÃFÅ#@ ）と呼ぶ．
問題 -/	�)�	< = の �

個のブーケを単体分割せよ．

問題 -/	¡-�	< = の �
個のブーケのホモロジーを求めよ．

問題 -/	�¤�	< = の � 個のブーケを単体分割せよ．
問題 -/	�§�	< = の � 個のブーケのホモロジーを求めよ．
問題 -�	���Ê�	 集合 >@�.A'CmDn�ÑGBA I J D I �ÙA L に A I の通常の位相から定まる誘導位相を入れ
たものは

�
次元球面から一点を除いたものと同相であることを示せ．

問題 -/	�����	 � 次元球面から一点を除いた空間は一点とホモトピー同値であることを示せ．
問題 -/	Í�8�"	 集合 >@�BA'CmDn�vGBA I J A�D � ��L に A I の通常の位相から定まる誘導位相を入れ
たものは

�
次元球面から二点を除いたものと同相であることを示せ．

問題 -/	��8!"	 � 次元球面から二点を除いた空間は < = とホモトピー同値であることを示せ．
問題 -/	��9%'	 � 次元球面から � 点を除いた空間は < = の �

個のブーケとホモトピー同値で

あることを示せ．

問題 -/	��8(�	 正の整数 1 に対し、 � 次元球面から 1 点を除いた空間は <H= の 1 � � 個の
ブーケとホモトピー同値であることを示せ．

問題 -/	��@)"	 集合 >@�.A'CmDF�;GCA I J D I �£A¾�BA � � �S�BA �5� � L に A I の通常の位相から定まる誘
導位相を入れたものは

�
次元トーラスから一点を除いたものと同相であることを示せ．

問題 -�	��n-/	 � 次元トーラスから一点を除いた空間は < = の �
個のブーケとホモトピー同

値であることを示せ．

問題 -�	��8¤"	 種数 �
の曲面（二人乗りの浮き輪）から一点を除いた空間は < = の � 個の

ブーケとホモトピー同値であることを示せ．

問題 -/	��8§�	 正の整数 N に対し、種数 N の曲面（ N 人乗りの浮き輪）から一点を除いた
空間は <�= の � N 個のブーケとホモトピー同値であることを示せ．
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問題 ¤"	���	 体 Á 上のベクトル空間の完全列��� ] × � ] � � ] 7 � ] �
において、× と 7 が与えられれば �

は線形同型を除いてただ一つに定まることを示せ．

問題 ¤"	���	 体 Á 上のベクトル空間の完全列� ] × I ] � I ] 7 I ] × = ] � = ] 7 = ] �
において、 × = y�× I y57 = y57 I が与えられても一般には � = y � I の線形同型類はただ一つに
定まらない事を示せ．

問題 ¤"	�!�	 上の状況で ·Ft ë � I � ·nt ë � =
はただ一つに定まることを示せ．

問題 ¤"	&%�	 æ 加群の列 � ] æ ù�] æED� ] æ ��� æ ] �
が完全になるように写像

ÿ y�F を定めよ．
問題 ¤"	�(�	 æ 加群の列 � ] æ ù�] æ 	 æ ��� æGD� ] æ ��� æ ] �
が完全になるように写像

ÿ y�F を定めよ．
問題 ¤"	�)�	 æ 加群の完全列 ��� ] H � ] Ú � ] þ � ] �
において、H と þ を与えても一般には Ú の同型類はただ一つに定まらないことを示せ．
問題 ¤"	¡-�	 上の状況で、 Ú の階数はただ一つに定まることを示せ．
問題 ¤"	�¤�	 æ 加群の可換図式�´����� ] Ú = ���
� ] Ú I ���
� ] Ú�7 ���
� ] �ù â úúû ù ß úúû ùýü úúû�´����� ] þ = ���
� ] þ I ���
� ] þ�7 ���
� ] �
において、

�
つの行がどちらも完全で

ÿ = と ÿ 7 が同型写像の時、 ÿ I も同型写像である
ことを示せ．



定理 ¤"	��WaJI��9�/���.'�K�i��9fgc���i�Ì 完全列 l�	 複体 9 と 9 の部分複体 9 = y�9 I が
9 � 9 =* 9 I

を満たすとき、完全列³g³g³ � ] ï I � 9 =ML 9 I � � ] ï I � 9 = � 	 ï I � 9 I � � ] ï I � 9 =* 9 I �� ] ï = � 9 =ML 9 I � � ] ï = � 9 = � 	 ï = � 9 I � � ] ï = � 9 =* 9 I �� ] ï ¯g� 9 =ML 9 I � � ] ï ¯�� 9 = � 	 ï ¯�� 9 I � � ] ï ¯�� 9 =* 9 I � � ] �
が存在する．

問題 ¤"	�§"	�9 を � 単体 � つと �
単体 � つからなる < = の単体分割とし、 9 = を � 単体 � つ

とその境界に現れる
�
単体

�
つからなる 9 の部分複体、9 I を隣接する � 単体 �

つとそ

れらの境界に現れる
�
単体 � つからなる 9 の部分複体とするとき、 N µ-O�Å »QPSRÀt Å#@ r�»�txs 完

全列の各項とそれらをつなぐ写像を計算し、確かに完全列を与えていることを示せ．

問題 ¤"	��8Ê�	T9 を �
単体とその境界からなる単体複体、 9 = を 9 に属する � 次元以下の

単体のなす 9 の部分複体、 9 I � 9 とおくとき、 N µ-O�Å »QPSRÀt Å#@ r�»�txs 完全列の各項とそれ
らをつなぐ写像を計算し、確かに完全列を与えていることを示せ．

問題 ¤"	��^�
	 球面 < I �?>@�BA'CED/C����HG : 7 J A I *KD I *U� I � ��L
を < I² �¢>@�.A'CmD/C��9�HG < I J ��¹ � L C< Iã �¢>@�.A'CmD/C��9�HG < I J � ¼p� L
によって北半球 <oI² と南半球 <oIã に分け、さらに <oI² と <oIã の単体分割 9 = と 9 I で、9 =VL 9 I
が赤道 < I² L < Iã の単体分割になっているようなものを取ると、ï ¸ì� 9 = � 8 � ï ¸ì� 9 I � 8 � ï ¸ì� < I² � 8 � ï ¸à� < Iã �

8 � � æ ½ � � C� r @�WnÅ »YXÑt�s Å
かつ ï ¸à� 9 =ML 9 I � 8 � ï ¸ì� < I² L < Iã � 8 � � æ ½ � � C � C� r @JWFÅ »QXÑtxs Å
となる．これと N µ-O�Å »Z0[R t Å"@ r�»Et�s 完全列から < I のホモロジー群を求めよ．
問題 ¤"	��@�"	 実射影平面 :]\ I のホモロジー群を求めよ．


