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1 はじめに

ミラー対称性は超弦理論に由来する数学的な現象で、ある空間のシンプレクティック幾何学と別の空間の複素幾何

学の間に不思議な関係がある事を指す。当初は Calabi-Yau多様体のみを対象としていたが、その適用範囲は徐々に

拡大されて、今では全ての複素多様体やシンプレクティック多様体に対して何らかの意味でミラーが存在するのでは

無いかと思わせる勢いである。

ミラー対称性に関わる様々な現象に概念的な理解を与える事を目指して、1994年にKontsevichによって提出され

た予想がホモロジー的ミラー対称性であり、ミラーをなす多様体の対において、連接層の導来圏と Lagarnge多様体

のなす深谷圏の導来圏が同値である事を主張する。この予想は A∞ 圏を空間と見てその幾何学を研究するという全

く新しい視点を提供し、我々の空間概念を根底から覆す可能性を秘めている。提唱されてから 20年以上の時を経て、

ホモロジー的ミラー対称性は、複素幾何学とシンプレクティック幾何学を結びつけるのみならず、完全可積分系や結

び目理論、幾何学的 Langlands対応、クラスター代数などの幅広い数学と関わる巨大な分野に成長した。ここでは、

ミラー対称性の歴史を簡潔に振り返った後、ホモロジー的ミラー対称性のいくつかの側面について概説したい。1

2 ミラー対称性

ミラー対称性の源流は、弦理論 2のトロイダルコンパクト化 3の研究の過程で発見された、弦が点粒子とは全く異

なる仕方でこの世界を見ているという認識にまで遡ることができる [KY84, SS86]。半径 2πRの円周 T ∼= R/2πRZ

上を運動する自由粒子に対する、時間に依存しない Schrödinger方程式

− ∂2

∂x2
Ψ(x) = EΨ(x) (2.1)

の解は、運動量m ∈ Zを用いてΨ(x) = exp
(√

−1mx/R
)
と書かれ、その時のエネルギーはE = m2/R2 で与えら

れる。一方、T の上の古典的な弦の運動を記述するために、エネルギーとして汎関数

Map(S1, T ) → R, γ 7→
∫

S1

(
dγ

dθ

)2
dθ

2π
(2.2)

を考えると、与えられた巻き数w ∈ Z ∼= π1(T ) に於いてエネルギーを最小にする配位は γ(θ) = Rwθ であり、その

時のエネルギーは R2w2 で与えられる。T 上を運動する量子論的な弦は運動量と巻き数の両方を持ち、そのエネル

ギーは

E =
m2

R2
+R2w2 (2.3)

で与えられる。ここで、半径 Rを 1/Rに置き換えると同時に運動量と巻き数を入れ替えると、弦のエネルギーは不

変に保たれる事が分かる。この議論は、本質的に非相対論的である事や、弦の状態を記述するには運動量と巻き数

以外にも、弦の振動モードを指定する無限個の自然数が必要である事などから不正確であるが、より精密に調べて

1この原稿は、東京大学大学院数理科学研究科における 2015 年度冬学期の講義録を加筆・修正したものである。
2弦理論の教科書としては例えば [GSW87, Pol98b] がある。
3弦理論におけるトロイダルコンパクト化とは、T を k 次元の実トーラスとし、M を n− k 次元の多様体とした時に、直積 T ×M 上で弦

理論を考えることを指し、[AMRT10] で扱われているような数学におけるトロイダルコンパクト化と直接の関係はない。ここで n は自然数で
あり、通常は弦理論の臨界次元 (10 または 26) に取る。
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も、半径 Rの円周上の弦理論と半径 1/R上の円周上の弦理論は区別できないことが知られている。これは T 双対

性と呼ばれ、次の 2点が重要である：

• 点粒子の理論には無い弦理論特有の現象である．

• 古典論には無い量子論的な現象である．

さらに、T 双対変換R 7→ 1/Rの固定点R = 1ではゲージ対称性の拡大 (enhancement)と呼ばれる現象が起こるが、

これは無限次元 Lie環の頂点作用素代数を用いた実現にとって本質的である 4。

より一般に、n次元Euclid空間RnをZnと同型な離散部分群N ⊂ Rnで割って得られるトーラスを T := Rn/N と

おくと、T 上を運動する弦は、T の指標群M := Hom(T, S1) ∼= HomZ(N,Z)に値を取る運動量に加えて、N ∼= π1(T)

に値を取る巻き数を持ち、弦の力学は運動量と巻き数を入れ替えると同時にトーラス T = Rn/N と双対トーラス

Ť = (Rn)
∨
/M を入れ替える操作によって不変である。言い換えると、弦理論にとってはトーラス T と双対トーラ

ス Ť は見分けがつかない。

超弦理論は 10次元にのみ存在し、I型超弦理論、IIA型超弦理論、IIB型超弦理論、SO(32)混成弦理論、E8 ×E8

混成弦理論の 5つに分類される。そのうちの 1つであるE8 ×E8混成弦理論を、実 4次元の時空R4と複素 3次元の

Calabi-Yau多様体M の直積 R4 ×M の上で考えたものが、素粒子論の標準模型に近い模型を与えることが分かっ

て、3次元 Calabi-Yau多様体上の弦理論の研究が盛んになった 5。超弦理論の数学的に厳密な構成は未だ知られて

いないが、混成弦理論を 3次元の Calabi-Yau多様体上で考えたものは 2次元の (0, 2)超共形場理論を与え、II型の

超弦理論を 3次元の Calabi-Yau多様体上で考えたものは 2次元の (2, 2)超共形場理論を与えると期待されている。

2次元の (2, 2)超共形場理論には、超共形代数に含まれる左向き (left-moving、数学の文献では左向きと右向きをそ

れぞれ正則及び反正則と呼ぶことが多い) U(1)カレントに付随するスカラー場の符号を逆にする操作がある。そこ

で、任意の Calabi-Yau多様体M に対し、M 上の II型超弦理論から定まる超共形場理論にこの操作を行って得ら

れる超共形場理論が再び適当なCalabi-Yau多様体W から来るか、という事が自然に問題になった。この問いに対

する答えが肯定的な時、W をM のミラー多様体 (mirror manifold)と呼ぶ。

超弦理論の数学的に厳密な定義が未だ知られていないので、ミラー対称性を数学的に定式化するには、超共形場

理論よりも粗い対象で、任意の Calabi-Yau多様体に対して数学的に厳密に定まるものを考える必要がある。そのよ

うな粗い情報の典型例はHodge数であり、これを用いて位相的ミラー対称性 (topological mirror symmetry)と呼ば

れる予想が次のように定式化される：

予想 2.1. 任意の 3 次元 Calabi-Yau 多様体 M に対し、ある 3 次元 Calabi-Yau 多様体 W が存在して、任意の

0 ≤ p, q ≤ 3に対して、M とW の Hodge数の間に

hp,q(M) = hp,3−q(W ) (2.4)

という関係が成立する。

特に h1,1(M) = h1,2(W )となるが、左辺はM の Kähler類の変形の自由度の次元であり、右辺はW の複素構

造の変形の自由度の次元であることに注意せよ。任意の Calabi-Yau多様体は Kähler類を定数倍する自由度を持

つので、h1,1(M)は常に 1以上であるが、変形を持たない Calabi-Yau多様体が存在するので、h1,2(W )は 0にな

り得る。従って、予想 2.1はこのままでは成立しない。また、Calabi-Yau多様体が単連結ならば、その Euler数は

χ = 2(h1,1 − h1,2)で与えられるので、ミラー対称性は Euler数の符号を反転させる。

Calabi-Yau多様体の例として直ちに思い付くのは、重み付き射影空間の超曲面の特異点解消である。素朴に考え

ると、こうして得られるCalabi-Yau多様体は同次多項式の個数から来る大きなh1,2と、重み付き射影空間のPicard

群から来る小さな h1,1を持っていそうに思われるので、弦の理論家が 4次元の重み付き射影空間内の超曲面として

得られる 6000個の 3次元 Calabi-Yau多様体に対してその Hodge数をプロットしてみると、その中に位相的ミラー

4弦理論のトロイダルコンパクト化と T 双対性に関する入門的な記述は、例えば [Pol98a, Chapter 8] を見よ。
5ここで 3 次元 Calabi-Yau 多様体とは、Ricci 曲率が零の 3 次元 Kähler 多様体を指す。これは、ホロノミー群が SU(3) に含まれる実 6

次元の Riemann 多様体と言っても同じ事である。Calabi 予想の Yau による解決によって、自明な標準束を持つコンパクト Kähler 多様体は
定数倍を除いて一意的な Ricci 平坦計量を持つ事に注意せよ。ホロノミー群は共変的に定数であるスピノルを通して時空の超対称性の大きさに
関係する。R4 ×M 上の E8 ×E8 混成弦理論が素粒子論の標準模型に近い模型を与えるためには、ホロノミー群がぴったり SU(3) と一致する
必要があるが、この論説ではそれは仮定しない。
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対 (すなわち、(2.4)を満たすCalabi-Yau多様体の対 (M,W )) が数多く見つかった事は、代数幾何学者に驚きを持っ

て迎えられた 6。また、彼らがHodge数の計算に用いたCalabi-Yau/Landau-Ginzburg対応やVafaの公式は当時は

数学的に正当化されておらず、それを理解するための努力はその後の発展の原動力となった 7。位相的ミラー対称性

に関して最も有名な結果は Batyrevら [Bat94, BD96, BB96] によるものであり、Gorensteinトーリック Fano多様

体上のネフな直線束の完全交叉として得られるCalabi–Yau多様体に対して予想 2.1が成り立つ事を示した。

位相的ミラー対称性は一般型曲面の地誌学 [Per87]の Calabi–Yau多様体における類似物であり、現在でも研究の

続く深い問題だが、ミラー対称性に関わる予想の中では最も弱い。ミラー対称性が数学者に大きく注目されるきっ

かけになったのは、[CdlOGP91] において与えられた、P4の 5次超曲面の上の有理曲線の数え上げがそのミラー多

様体の周期と関係するという驚異的な予言である。

与えられた代数多様体の上の与えられた次数の有理曲線の本数を数えることは、数え上げ幾何学 (enumerative

geometry)と呼ばれる分野に属する古典的な問題である。P3の滑らかな 3次曲面が 27本の直線を持つという事実は

有名であるが、P4の 5次超曲面に関しては、Clemens [Cle87]による次の予想がある：

予想 2.2. 任意の正の自然数 dに対し、P4の一般の 5次超曲面の上の d次の滑らかな有理曲線は高々有限個しか存

在しない。

予想 2.2は広く興味を持たれているが、現時点では成否は不明である。また、Langの予想と両立しない事が知ら

れている [Voi03]。予想 2.2が正しいと仮定して、次数 dの滑らかな有理曲線の個数を nd とおく。n1 = 2875は古

典的であり、n2 = 609250は [Kat86]によって計算されていたが、1991年の時点では n3 以降の数は未知であった。

[CdlOGP91]は ndの母関数をミラー多様体の周期で表す公式を予想し、そこから導かれる ndを d ≤ 10に対して具

体的に計算した。これらの予言のうち、n3 = 317206375は [ES95]において、n4 = 242467530000は [Kon95a]にお

いて証明された。

一方、曲線の素朴な数え上げではなく、安定写像 (stable map)のモジュライ空間上の仮想基本類 (virtual fundamental

class)における積分として、Gromov-Witten不変量 (Gromov-Witten invariant)の概念が多くの人々の努力によっ

て定式化された 8。これによって未解決の予想 2.2に伴う困難は回避され、古典的ミラー対称性 (classical mirror

symmetry)を次のように定式化する事ができる：

予想 2.3. 任意の Calabi-Yau多様体 X に対してある Calabi-Yau多様体の退化する族 Y → B が存在して、X の

Gromov-Witten不変量の母関数が Y の周期で具体的に記述される。

より正確には、古典的ミラー対称性はX のGromov-Witten不変量から決まるH2(X ;C)上の Hodge構造の変形

と、Y の定める B上の Hodge構造の変形の間の同型として定式化される。また、X のGromov-Witten不変量から

決まる Frobenius多様体と、Y の Hodge構造の変形から決まるFrobenius多様体の間の同型として定式化される事

もある。この予想は、トーリック Fano多様体の中のネフな直線束の完全交差として与えられるCalabi-Yau多様体

に対してはGivental [Giv96, Giv98] や Lian–Liu–Yau [LLY97] によって証明されたが、その証明はトーラス作用に

関する同変コホモロジーの局所化に基いており、このような関係が存在する根源的な理由は謎のまま残された。

ミラー対称性の概念的な理解を目指して、Kontsevich [Kon95b]によって 1994年の国際数学者会議で提案された

のが、次のホモロジー的ミラー対称性 (homological mirror symmetry)である：

予想 2.4. 任意の Calabi–Yau多様体X に対してある Calabi–Yau多様体 Y が存在して，X の深谷圏の導来圏と Y

の連接層の導来圏の間に強化三角圏 (enhanced triangulated category)の同値が存在する；

Db FukX ∼= Db cohY. (2.5)

(2.5)の左辺に現れる圏の対象はX の Lagrange部分多様体で，射は Floerコホモロジーであるのに対し、右辺に

現れる圏の対象はM 上の連接層であり，射は層のコホモロジーである。予想 2.4は一見すると何の関係も無いこれ

6[CLS90, Fig. 1] にある印象的な図を見よ。
7Calabi–Yau/Landau–Ginzburg 対応に関する数学的な研究としては、例えば [Orl09, CR10, CR11, CIR14]やその参考文献を見よ。特に

[Orl09] はホモロジー的ミラー対称性と関係が深い。また、Vafa の公式は 3 次元の McKay 対応 [Rei, Rei02] や弦理論的 Hodge 数 [Bat98]、
軌道体量子コホモロジー [CR02, AGV08]、モチーフ積分 [DL99, Cra04] などの理論を生んだ。

8例えば [CK99] の 7 章とその参考文献を見よ。
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らの 2つの圏の間に深い繋がりがある事を主張している点で驚異的であり、ミラー対称性に関わる様々な予想の中

で最も強いものの一つと考えられている。最も簡単な楕円曲線の場合には、(2.5)は ϑ関数の双線型関係式と密接

に関連することが [Kon95b]で指摘され、それを踏まえて、強化三角圏の同値よりも弱い次数圏 (graded category)

の同値が [PZ98]で証明された。次数圏の構造のみでは決まらない高次の Massey積の比較については [Pol00]で議

論されている。また、より一般の Abel多様体に対しては，[KS01]や [Fuk02c]において部分的な結果が得られた。

一方、これらとは全く違う画期的な手法によって、P3の K3超曲面に対する予想 2.4が [Sei15] によって証明され、

[She15, She15]によって一般次元の射影空間の Calabi–Yau超曲面に拡張された。これらの結果は、特別な場合とし

て楕円曲線に対する予想 2.4の完全な解決を含んでいる。また、2つの楕円曲線の直積として与えられるようなAbel

曲面に対しては、それぞれの楕円曲線の場合に帰着する事で予想 2.4が証明されている [AS10b] 9。

Seidelの手法は、超曲面に対するホモロジー的ミラー予想を、入れ物の射影空間に対するホモロジー的ミラー予

想に帰着していると理解することができる。入れ物としては射影空間だけではなく、より一般のトーリック Fano多

様体を考えることもできる。Calabi–Yau多様体の場合と異なり、トーリック Fano多様体のミラーは多様体ではな

く Laurent多項式であり、この場合のホモロジー的ミラー対称性の主張は次のようになる:

予想 2.5 ([Kon98, Sei01a]). 任意のトーリック Fano多様体M に対して、ある Laurent多項式W が存在して，M

の連接層の導来圏は、W が定める Lefschetzファイブレーションの深谷–Seidel圏の導来圏と、強化三角圏として同

値になる;

Db cohM ∼= DbF(W ). (2.6)

予想 2.5はトーリック Fanoスタックや、Fanoとは限らないトーリックスタックに対しても一般化することができ

る。LefschetzファイブレーションはMorse関数のシンプレクティック幾何学における類似物である。Lefschetzファ

イブレーションに対して，消滅サイクルを基底とする自由Abel群に交点数で 2次形式を導入したものはMilnor格子

と呼ばれ，特異点論における重要な研究対象である。与えられた Lefschetzファイブレーションに対してそのMilnor

格子を具体的に記述するのは難しい問題である．Seidel は Kontsevich [Kon98] のアイデアに基づいて、Lefschetz

ファイブレーションに対して，対象が消滅サイクルであり，射が Lagrange交叉 Floer複体で与えられるようなA∞
圏を定義した [Sei01b]．これが深谷–Seidel圏 (Fukaya–Seidel category) であり，そのGrothendieck群がMilnor格

子と同型になるという意味で，Milnor格子の圏化 (categorification)を与えている．予想 2.5は深谷–Seidel圏に関

する極めて非自明な主張であり，P2と P1 ×P1に対しては [Sei01a]において、トーリック del Pezzo曲面に対しては

[Ued06]において、そして重み付き射影平面および一般のdel Pezzo曲面に対しては [AKO08, AKO06]において証明

された。また、[UY13]ではダイマー模型 (dimer model)と呼ばれる組合せ論的な対象を用いることによって、トー

リック del Pezzo曲面をトーラスの任意の有限部分群で割って得られるようなトーリックFanoスタックに対して，

予想 2.5が証明された。このダイマー模型の理論を用いると、任意の 2次元のトーリック FanoスタックX に対し

て、ある LefschetzファイブレーションW が存在して、導来圏の同値 (2.6)が成り立つことを示す事もできる [FU10]
10。ダイマー模型は 2次元に特有の対象であるが、その類似は高次元にも存在すると期待されている [FU14, FLS]。

また、[NU12]では [Sei15]の手法と [She11]の結果を組み合わせて P4の 5次超曲面に対するホモロジー的ミラー対

称性が証明されているが、その過程で一般次元の射影空間に対する予想 2.5の証明も得られている。一方、予想 2.5

そのものではないが、それと密接に関連する結果が、[Abo06, Abo09] や [FLTZ11a, FLTZ11b]において得られて

いる。

Kontsevichがホモロジー的ミラー対称性を提唱した翌年に、Polchinskiは弦理論に含まれるDブレーンと呼ばれ

る対象がRamond-Ramond荷を持つBPS状態であることを示した [Pol95]。これは超弦理論の第 2革命 (the second

superstring revolution)を代表する成果の 1つであり、ブレーンと呼ばれる拡がった対象 (extended object)の研究

を加速した。その流れでT双対性とミラー対称性の関係が見直され、Strominger–Yau–Zaslow [SYZ96]によって次

のような予想が提出された：

予想 2.6.

9この証明では縫合 Floer ホモロジー (quilted Floer homology) の理論を本質的に使うが、この理論に関しては [WW10]やその参考文献を
見よ。

10ダイマー模型から構成した Lefschetz ファイブレーションが Laurent 多項式で表されるかどうかは現時点では不明なので、[FU10] の主張
は予想 2.5 よりも弱い。
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1. 任意の Calabi-Yau多様体は特殊 Lagrangeトーラスファイブレーションを持つ。

2. この特殊 Lagrangeトーラスファイブレーションにおいて、各ファイバーを双対トーラスに置き換えることで

ミラー多様体が得られる。

3. ホモロジー的ミラー対称性は、この特殊 Lagrangeトーラスファイブレーションのファイバーに沿ったある種

の Fourier変換によって実現される。

予想 2.6は一般に SYZ予想と呼ばれており、その正確な定式化と証明は Calabi–Yau多様体の幾何学における中

心的な問題の 1つである。特殊 Lagrange部分多様体は、正則体積形式の虚部の制限が消えるようなLagrange部分

多様体を指す。特殊 Lagrange部分多様体は校正部分多様体 (calibrated submanifold)であり、従ってRiemann幾何

の意味での極小部分多様体 (minimal submanifold)になる。この事から、特殊 Lagrange部分多様体であるという条

件は、単に Lagrange部分多様体である事よりもずっと強い条件であることが分かる。Liouville–Arnoldの定理によ

り、Lagrangeトーラスファイブレーションと完全可積分系はほぼ同値な概念であることに注意せよ。予想 2.6.1は、

任意の Calabi–Yau多様体が完全可積分系の構造を持ち、しかもその保存量の等位面 (level set)は極小部分多様体

である事を主張する。また、複素 2次元においては、Calabi–Yau多様体は超Kähler多様体であり、特殊 Lagrange

部分多様体と正則部分多様体は超 Kähler回転によって結び付いている。この意味で、SYZ予想は楕円 K3曲面の理

論の高次元化であり、Calabi–Yau多様体に対するある種の構造定理を目指していると考える事ができる。また、予

想 2.6.3に現れる Fourier変換は SYZ変換とも呼ばれ、族の Floerコホモロジーと密接に関係する 11。

ミラー対称性に関わる予想の強さは

位相的ミラー予想⇐古典的ミラー予想⇐ホモロジー的ミラー予想⇔ SYZ予想

であると考えられている。古典的ミラー対称性 (Frobenius多様体の同型、もしくは Hodge構造の (拡大)変形空間

の同型)から位相的ミラー対称性 (Hodge数の対応)は直ちに従う。ホモロジー的ミラー対称性から古典的ミラー対

称性が従うというのは、Kontsevichのそもそものプログラムであり、様々な重要な進歩があるが、現時点ではまだ

未解決である 12。ホモロジー的ミラー対称性があれば、点層のミラーとして Lagrangeトーラスが得られ、それらが

ファイブレーションをなすであろうと期待するのは自然である。ファイバーとして単なる Lagrange部分多様体では

なく特殊 Lagrange部分多様体を取れるであろうという予想は、小林–Hitchin対応 (Donaldson–Uhlenbeck–Yauの

定理)のシンプレクティック幾何学における類似であり、Lagrange部分多様体の安定性に関わる難問である。一方、

予想 2.6.3の主張から見て取れるように、SYZ予想はホモロジー的ミラー予想を含んでいる。

ミラー対称性はまず Calabi–Yau多様体に対して定式化され、後にトーリック Fano多様体に拡張された。さら

に、トーリックとは限らない Fano多様体に対するミラー対称性も、トーリック退化や表現論などに関わる様々な文

脈で議論されている [Giv97, EHX97, Rie08, GS15, Tel]。Fano多様体に対するミラー対称性は、反正準因子との組

(いわゆる対数的 Calabi–Yau多様体)の文脈で理解するのが正しいと思われる [Aur07, Aur09, GHK15]。一方、一

般型の多様体に対してもホモロジー的ミラー対称性が成り立つべきであるというアイデアは、[HV00, HIV]を経て、

Katzarkovらによって追求された [Kat07, KKOY09, GKR]。それを受けて、[Sei11]において種数 2の曲線に対する

ホモロジー的ミラー対称性が証明され、[Efi12]において直ちに一般の種数に拡張された。また、コンパクトでない

曲線に対しては、種数 0の時に [AAE+13] によって証明され、[Boc16] によって一般の種数に拡張された。後者の

証明ではダイマー模型を本質的に使う。

[GP90] に於ける最初のミラー多様体の構成からも見て取れる様に、Calabi–Yau 多様体に対するミラー対称性

は、Landau–Ginzburg模型に対するミラー対称性と分かち難く結び付いてきた。Landau–Ginzburg模型は超伝導

のGinzburg–Landau理論 13に由来するが、ミラー対称性の文脈では、Kähler多様体とその上の正則関数の組から
11族の Floer コホモロジーに関しては、例えば [Fuk02b, Tu15, Aboa, Abob] などを見よ。
12ホモロジー的ミラー対称性から古典的ミラー対称性を導出するには、1. 強化三角圏から Frobenius 多様体ないしは [KM94] の意味のコホ
モロジー的場の理論 (cohomological field theory) を構成する、2. 1 によって深谷圏の導来圏から Gromow–Witten 不変量を得る、3. 1 を連
接層の導来圏に適用して [CdlOGP92] らによる計算を再現する、の 3 つが必要である。このうち 1に関しては、[Cos07, KKP08, KS09] など
の仕事がある。深谷圏から Gromov–Witten 不変量を計算することに関しては、深谷圏の Hochschildコホモロジーと量子コホモロジーの環同
型が [Kon95b, Sei02] などで予想され、[FOOO09, FOOO, Seib, GPS] などで研究されている。また、3 は斎藤恭司による原始形式の理論と
密接に関連する [ST08]。

13超伝導のGinzburg–Landau理論は 2次相転移の Landau理論を超伝導の記述に適用して得られる超伝導の現象論であり、Yang–Mills–Higgs
理論に於いてゲージ群を U(1) に取ったものになっている。因みに、Yang–Mills理論における BPS方程式である Hermite Yang–Mills方程式
(Hermitian Yang–Mills equation) の Yang–Mills–Higgs 理論における対応物が渦方程式 (vortex equation) である。
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決まる作用汎関数によって指定され、(2, 2)の超対称性を持つ 2次元の場の量子論を指す 1415。[GP90]の一般化で

ある [Bat94, BD96, BB96] においてはトーリック幾何が前面に出て、Landau–Ginzburg模型は表立っては登場し

ないが、入れ物のトーリック Fano多様体のミラー対称性との関係を通して、Landau–Ginzburg模型は再び顔を出

す 16。一方、[GP90]のもう 1つの一般化である [BH93]においては、Landau–Ginzburg模型が中心的な役割を果

たす。これは歴史的にはトーリック幾何に基づくミラー多様体の構成に比べてあまり注目を集めて来なかったが、

Gromov–Witten理論の Landau–Ginzburg模型における類似物 17の発展を受けて、近年活発に研究されている 18。

この場合の Landau–Ginzburg模型は可逆多項式 (invertible polynomial) 19 で与えられ、ホモロジー的ミラー対称

性の主張はおおよそ次のようになる：

予想 2.7. 任意の可逆多項式 f に対して、その転置を f̌ で表すと、次の強化三角圏の同値が存在する；

Db Fuk f ∼= hmf(f̌). (2.7)

(2.7)の左辺は f を摂動して得られるLefschetzファイブレーションの深谷–Seidel圏の導来圏であり、右辺は適当な

次数付けの下での f̌ の行列因子化 (matrix factorization)の圏である。行列因子化は完全交叉の上のCohen–Macaulay

加群の研究において [Eis80]で導入された概念であり、Cohen–Macaulay加群の安定圏 (stable category)の研究に

おいて有効に用いられた 20。行列因子化のホモトピー圏は有界導来圏 (bounded derived category)の完全導来圏

(perfect derived category)による Verdier商と同値になる [Buc87]。Landau–Ginzburg模型における B型ブレーン

が行列因子化によって与えられるというアイデアは Kontsevichによる 21。単純特異点に対しては、予想 2.7の左辺

は [Sei01a, Proposition 3.4]、右辺は [KST07]によって対応するDynkin箙の表現の導来圏と同値である事が知られ

ており、そこから予想 2.7が従う。より一般に、A型や D型の多項式の Sebastian–Thom和として得られる任意の

可逆多項式に対しても予想 2.7が成り立つ事が [FU11, FU13]で証明された。また、予想 2.7に於いて、f として可

逆多項式の代わりに尖点特異点 (cusp singularity)の定義多項式 xp + yq + zr + xyzを取ると、そのミラーは転置多

項式ではなく P1上の 3点にそれぞれ位数が p, qおよび rの固定部分群を持つ滑らかな有理軌道体 P1
a,b,cで与えられ

る事が [Tak10]で予想され、[Kea15]で証明された。ここで (p, q, r)は 1
p +

1
q +

1
r < 1 を満たす正の自然数の組であ

る。これは [Ros10, TS15]や [Sei11]と関連が深い。また、ここでシンプレクティック幾何側と複素幾何側を入れ替

えたものは [CHL]で研究されている。

特異点に対するミラー対称性としては、定義多項式が定める Lefschetzファイブーレションの深谷–Seidel圏では

なく、特異点を変形して得られるLiouville領域の巻かれた深谷圏 (wrapped Fukaya category)を考える流儀もある。

単純特異点に対しては [CU13, EL]、尖点特異点に対しては [Kea]、3次元の通常 2重点については [CPU]を見よ。

ミラー対称性に関する教科書として最も有名なものは [CK99]である。また、2000年と 2002年にクレイ数学研究

所が主催したミラー対称性に関する春の学校の記録 [HKK+03, ABC+09]も参考になろう。ミラー対称性に関する

論説としては [Hos99]、連接層の導来圏に関する論説としては [Kaw06a]、Lagrange交叉 Floer理論に関する論説と

しては [Ono06, Fuk11]がある。ホモロジー的ミラー対称性に関するレビューとしては [Fuk01, Fuk02a]や [Bal08]、

[Por]がある。ミラー対称性とトロピカル幾何学の関係については、[Gro11]、SYZ予想に関しては [Gro13]とその

参考文献を見よ。また、[KS06]や [GS11]と関連して、ミラー対称性とクラスター代数の間に深い関係があることが

明らかになりつつある [KS, GS15, GHKK, STWZ].

3 導来圏

ホモロジー的ミラー対称性は、強化三角圏を空間と考えて、その幾何学を研究するという斬新な見方を提供する。

つまり、強化三角圏が幾何学的実体なのであって、それをある多様体の連接層の導来圏として実現するか、別の多
14作用汎関数の具体的な表式については例えば [HKK+03, 13 章] を見よ。
15Landau-Ginzburg 模型は特異点論を中心とする代数幾何学と密接に関係することが 1980 年代の終わりに認識された [Mar90, VW89]。
16例えば [Wit93]や [Giv95]を見よ。また、予想 2.5に現れる Laurent 多項式も、代数的トーラス (C×)n と組になって Landau–Ginzburg
模型を与える

17[FJR13, PV] やそれらの参考文献を見よ
18トーリック幾何に基づくミラー多様体の構成と、可逆多項式に基づくミラー多様体の構成の関係は興味深い問題である。これらを統一的に
理解するための試みとしては、[Bor13] や [Cla] などがある。

19可逆多項式は Delsarte 多項式 [Del95, Shi86] と実質的に同一の概念である。
20行列因子化について書かれた教科書としては、例えば [Yos90] がある。
21例えば [KL03] を見よ。

6



様体の深谷圏の導来圏として実現するか、あるいは Landau–Ginzburg模型を用いて実現するかは、多様体に座標を

どう入れるかのようなもので、本質的ではないというのである。

Abel圏 (Abelian category)の導来圏 (derived category)は、複体のホモトピー圏を擬同型 (quasi-isomorphism)

で局所化することによって得られる 22。Abel圏が十分な入射的対象を持つ (have enough injectives)ならば、その

導来圏は入射的対象 (injective object)からなる複体のホモトピー圏と同値になる。導来圏はしばしば [Ver96]23 で

導入された三角圏 (triangulated category)の言葉で記述されるが、写像錐の関手性の欠如 24や、導来圏が三角圏と

しては同値であるがQuillenの高次 K群が同型でないAbel圏の例がある事、それに三角圏としての構造だけでは

生成元から導来圏が復元できない事などの様々な理由で、導来圏を定式化するための枠組みとしては不満足なもの

であると考えられて来た。コホモロジーを取ると情報が落ちるので、複体のまま取り扱うのが導来圏の哲学である。

三角圏においては、対象は複体に格上げするものの、射はコホモロジーを取る (すなわち、複体の間の射として鎖写

像のみを考え、ホモトピー同値な射は同一視する)事が様々な不都合の原因である。これを解決する枠組みとしては

微分次数圏や A∞ 圏、安定∞圏などがあり、標数 0の体上では同値な理論を与えることが知られている 25。

これらの 3 つの理論のうちで、導入に際して最も予備知識が少なくて済むのが微分次数圏 (differential graded

category)である。これは通常の圏の公理において、射の空間を単なる線形空間から線形空間の複体に格上げし、射

の合成に Leibniz則を課したものである。

微分次数圏の典型例は、次のように定義される複体の圏である。A を加法圏とする。A の複体とは、A の対象

の列X := (X i)i∈Z と射 diX ∈ HomA

(
X i, X i+1

)
の列 dX := (diX)i∈Z の組 X• := (X, dX)で、任意の i ∈ Zに対し

di+1
X ◦diX = 0を満たすものを指す。複体X•とY •に対し、次数付きベクトル空間 hom(X,Y ) :=

⊕
i∈Z

homi (X•, Y •)

を homi (X•, Y •) :=
∏
j∈Z

HomA

(
Xj , Y i+j

)
で定義する。写像 d =

(
di : homi (X•, Y •) → homi+1 (X•, Y •)

)
i∈Z

を、φ =
(
φj : Xj → Y j+i

)
j∈Z

∈ homi (X•, Y •) に対して

diφ :=
((
diφ
)j

:= dj+iY ◦ φj − (−1)iφj+1 ◦ djX : Xj → Y j+i+1
)
j∈Z

∈ homi+1 (X•, Y •) (3.1)

で定義すると、これが微分になる (すなわち、di+1 ◦ di = 0 を満たす) ことが容易に分かる。射の合成は、φ ∈
homi (X•, Y •) と ψ ∈ homj (Y •, Z•) に対し

ψ ◦ φ :=
(
ψk+i ◦ φk : Xk → Zi+k

)
k∈Z

∈ homi+j (X•, Z•) (3.2)

で定義される。射の微分と合成が Leibniz則

d(ψ ◦ φ) = (dψ) ◦ φ+ (−1)jψ ◦ (dφ) (3.3)

を満たすことは容易に分かる。

微分次数圏D が与えられた時、対象を変えずに射の空間の 0次のコホモロジーを取ることによって加法圏を作る

ことができるが、これをD のコホモロジー圏 (cohomology category)と呼び、H0 (D)で表す。

任意の射が写像錐 (mapping cone)を持つ微分次数圏を前三角 (pretriangulated)と言う。捻れ複体 (twisted complex)

を用いることによって、任意の微分次数圏は前三角微分次数圏に充満部分圏として埋め込むことができる [BK90]。

前三角微分次数圏のホモトピー圏は自然に三角圏の構造を持つ。与えられた三角圏 T に対し、ホモトピー圏が T

と三角圏として同値になるような微分次数圏 (もしくは A∞ 圏、もしくは安定∞圏) を T の強化 (enhancement)

と呼ぶ。導来圏を強化三角圏として扱うことで、前述の 3つの困難は全て解消する (例えば [Kel06, Toë11]を見よ)。

A∞ 圏 (A∞-category) は、射の合成が整合的なホモトピーを除いて結合的である (associative up to coherent

homotopy) ような微分次数圏の一般化である 26。ホモトピーを除いて結合的であることと、整合的なホモトピーを

除いて結合的であることの差が、微分次数圏からそのホモトピー圏に移った時に失われる情報である。A∞圏では、

22圏の局所化は環の局所化の自然な一般化である。唯一つの対象を持つ加法圏は、環と同値な概念であることに注意せよ。このことを指して、
圏は複数の対象を持つ環 (rings with several objects) であるとも言う [Mit72]。この哲学に沿って、局所化だけでなく、加群や Hochschild コ
ホモロジーなど、環に対する概念の多くが圏に対しても拡張される。

23これは Verdier による 1967 年の学位論文であるが、若干の編集を経て死後の 1996 年に出版された。
24三角圏が関手的な写像錐を持てば、半単純 Abel 圏の充満部分圏になる [Ver96, Proposition 1.2.13]。
25微分次数圏は A∞ 圏の特別な場合である。また、与えられた A∞ 圏と同値な微分次数圏はA∞ 圏における米田の補題を用いて構成するこ
とができる [KS09, Section 6]。微分次数圏と安定∞ 圏の理論の同値性については [Coh] を見よ。

26A∞ 圏に関する入門的な文献としては、例えば [Kel01, Kel02] がある。
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射の高次の合成を考えることにより、この情報を回復する。A∞ 圏は、射の微分と合成に加えて、一般には無限個

の高次の合成を持ち、射の合成は結合律を満たさないが、コホモロジーのレベルでは結合律を満たしており、しか

も結合律からのずれが射の高次の合成を用いて具体的に記述されている。微分次数圏に対する前三角性 27 や捻れ複

体などの概念は A∞圏に自然に拡張され、これらを用いて A∞ 圏の導来圏が定義される。

微分次数圏のなす圏 dgcatは再び微分次数圏となり、A∞ 圏のなす圏 A∞-catは再び A∞ 圏となる。高次の合成

が全て零であるような A∞圏と微分次数圏は同一の概念であるので、dgcatはA∞-catの部分圏であるが、2つの微

分次数圏の間の A∞-catにおける射は dgcatにおける射よりもずっと多いので、埋め込み dgcat → A∞-catは充満

(full)ではない。

dgcatにおける射で dgcatにおける微分が消えるものを微分次数関手 (differential graded functor)、A∞-catにお

ける射で A∞-catにおける微分で消えるものを A∞関手 (A∞-functor)と呼ぶ。また、ホモトピー圏に同値を誘導す

る微分次数関手や A∞関手を擬同値 (quasi-equivalence)と呼ぶ。H0 (dgcat)では擬同値に逆関手が存在するとは限

らないが、H0 (A∞-cat)では任意の擬同値に逆関手が存在する。この事実は、微分次数圏と比べた時のA∞圏の利

点の 1つである。

微分が零であるようなA∞圏を極小モデル (minimal model)と言う 28。任意の A∞圏に対し、A∞-catにおいて

それと擬同値な微分次数圏と極小モデルが存在する。微分次数圏の範囲では、たとえ任意の対象の間の射の空間の

コホモロジーが有限次元であっても、擬同値な微分次数圏で任意の対象の間の射の空間が有限次元になるようなも

のが存在するとは限らない。A∞圏においては、極小モデルを取ることによって、擬同値な A∞ 圏で射の空間が有

限次元になるものを構成できる。この事実も、微分次数圏と比べた時のA∞圏の利点の 1つである。高次の合成は

このために支払わなければならない代償であり、hom(X,Y )の有限次元性を、無限個の高次の合成によって購って

いる。

擬同値の逆関手や極小モデルはホモロジー的摂動論 (homological perturbation theory)を用いて構成される。ホ

モロジー的摂動論に関しては例えば [Hue]やその参考文献を見よ。

微分次数圏と極小モデルはA∞圏における両極端であるが、これらが同時に満たされる時、すなわち、微分と高

次の合成の両方が零である時、A∞圏は単に次数付き圏 (graded category)になる。次数付き圏に擬同値な A∞圏は

形式的 (formal)と言われる。

特異点論において有限決定性 (finite determinacy)と呼ばれる概念があり、正則関数の孤立臨界点の同型類は、十

分高いジェットで決まることを指す [Mat68, Tou68]。これと同様に、十分高い次数の合成までで A∞圏の擬同値類

が決まってしまう時、その A∞圏は有限決定性を持つ (finitely determined)と言う。有限決定性の鍵はHochschild

コホモロジー 29の有限次元性である。

A∞ 構造の概念は [Sta63]により導入され、ループ空間の特徴付けに用いられた。それによると、CW複体X が

脱ループ化 (deloop)できる 30 ための必要十分条件は、X が A∞ 空間であることである。A∞ 空間は、[May72] に

おいて導入されたオペラッド (operad)の概念を用いると、Stasheff結合多面体 (Stasheff associahedra)からなる位

相的オペラッド (topological operad)の上の代数 (algebra)として定義することができる。この位相的オペラッドの

最高次の鎖を取ることによって、標準微分次数A∞オペラッド (the standard differential graded A∞-operad)が得

られる。標準微分次数A∞オペラッド上の代数がA∞代数である。標準微分次数A∞オペラッドは結合的オペラッ

ド (associative operad)の自由分解 (free resolution) としても理解することができる [Mar96]。

オペラッドに関しては、結合代数の Hochschild複体が小円盤オペラッド (little disk operad)上の代数になると

いうDeligne予想 (Deligne conjecture)が重要である。Deligne予想の証明については [Tam]を、一般化については

[Lur, Section 5.3]とその参考文献を見よ。これは [Kon03]で証明され、Poisson多様体の変形量子化に応用された

Kontsevich形式性 (Kontsevich formality)と密接に関係する [KS00, DTT09]。

有限決定性と Kontsevich形式性は種数 2の曲線に対するホモロジー的ミラー対称性の証明において有効に用いら

れた [Sei11]。

A∞圏はホモトピー論的なアイデアに基づく微分次数圏の柔軟かつ洗練された一般化であるが、安定∞圏 (stable

27前三角 A∞ 圏に関しては例えば [BLM08] やその参考文献を見よ。
28A∞ 圏の極小モデルは、Sullivan の de Rham ホモトピー理論における微分次数環の極小モデルとは異なる概念である。
29これは特異点論における Jacobi 環 (Milnor 環とも呼ばれる) と対応する。
30すなわち、ある Y が存在して基点付きループ空間 ΩY とホモトピー同値になる
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∞-category)はホモトピー論的を更に前面に出した導来圏の定式化を与える 31。∞ 圏 (∞-category)は (1,∞)圏

((1,∞)-category)とも呼ばれ、高次の射が全て可逆であるような高次の圏(higher category)を指す。∞圏には位相圏
(topological category)、単体強化圏 (simplicially enriched category)、Segal圏 (Segal category)、準圏 (quasicateogry)

などの様々なモデルが知られている。∞圏のホモトピー圏を取ることによって、高次の情報を取り除いた通常の意
味の圏を得ることができる。圏の局所化は∞圏が現れる典型的な状況であり、複体のホモトピー圏を擬同型で局所
化して得られる導来圏はこれに該当する。

圏 C とその上の弱同値 (weak equivalence)と呼ばれる射の集まり W が与えられた時 32、C の W による局所化

(localization) C [W −1]は、W の元を同型に移すような C からの関手が一意的に経由するような圏として定義され

る。Dwyer–Kan [DK80]の単体的局所化 (simplicial localization) は組 (C ,W )から単体強化圏 L(C ,W )を与える手

法であり、この単体強化圏のホモトピー圏として通常の局所化を得ることができる；C [W −1] ∼= HoL(C ,W )。局所

化された圏C [W −1]は C と同じ対象を持つが、C [W −1]における射を具体的に記述するのは一般に困難である。弱

同値W が分数算 (calculs of fraction)を持てば状況は少しだけ改善されるが、本質的な進歩は模圏 (model category)

によってもたらされる。これはホモトピー論における構成の抽象化としてQuillenによって導入された概念であり、

ホモロジー代数のある意味での非線形化である。模圏は弱同値W に加えてファイブレーション (fibration)、余ファ

イブレーション (cofibration)、及び関手的因子化 (functorial factorization)と呼ばれる余分の構造を持ち、さらにこ

れらの構造には、局所化された圏における射の具体的な記述を可能にするような強い公理が課される 33。

これらの公理には完備性 (completeness)と余完備性 (cocompleteness)、すなわち任意の極限 (limit)及び余極限

(colimit)の存在が含まれており、特に空図式 (empty diagram)に対する余極限および極限として、始対象 (initial

object)および終対象 (terminal object)が定義される。始対象から終対象には一意的な射があるが、これが同型の時

に圏は点付き (pointed)と呼ばれる。点付きでない圏 C に対しては、終対象 ∗の下圏 34C∗ := C∗/ を考えることに

よって、標準的に点付き圏を構成することができる 35。

点付き∞圏 C の三角 (triangle)とは、

X
f−−−−→ Y

y
yg

∗ −−−−→ Z

(3.4)

の形の図式を指す。(3.4)が引き戻し図式である時、X
f−→ Y

g−→ Z を完全三角 (exact triangle)と呼び、f を gの核

(kernel)と呼ぶ。これと双対に、(3.4)が押し出し図式である時、X
f−→ Y

g−→ Zを余完全三角 (coexact triangle)と呼

び、gを f の余核 (cokernel)と呼ぶ。任意の射が核と余核を持ち、しかも完全三角と余完全三角が一致するような点付

き∞圏が安定∞圏 (stable ∞-category)である。これはΣX := ∗∐X ∗で定まる懸垂関手Σ (またはΩX := ∗×X ∗
で定まるループ関手Ω) が∞圏の自己同値になることと同値であり、‘安定’という言葉はここに由来する。安定∞
圏の対象X に対し

X [n] :=




Σn(X) n ≥ 0,

Ω−n(X) n < 0
(3.5)

と書く。安定∞圏のホモトピー圏は Verdierの意味の三角圏になる 36。三角圏と比較した時の安定∞圏の特徴の
1つは、安定∞圏は∞圏に条件を付け加えたものであり、構造を付け加えたものではない事にある。
∞圏の間の関手が有限の極限と可換である時、左完全 (left exact)と言う。同様に、∞圏の間の関手が有限の余

極限と可換である時、右完全 (right exact)と言う。左完全かつ右完全な関手は完全 (exact)と言う。安定∞圏に対
31∞ 圏については [Lur09]、安定∞ 圏については [Lur] 及びそれらの参考文献を見よ。
32圏 C 上の弱同値とは、C の部分圏 W で、全ての同型を含み (特に、C の全ての対象は W の対象である)、2-out-of-3性 (two-out-of-three

property, すなわち任意の図式X
f
−→ Y

g
−→ Z に対し、f, g, g ◦ f のうち 2 つが W に含まれていれば残りの 1 つも W に含まれている)を満た

すものを指す。
33与えられた圏と弱同値の組に対し、そこにファイブレーションと余ファイブレーションを付け加えて模圏を構成する事は一般に自明でない
問題である。また、それが可能である場合にも、ファイブレーションや余ファイブレーションの付け加え方は一意的ではない。

34圏 C および C の対象 S に対し、S の下圏 (under category または coslice category) とは、対象が C の射 S → X で、射が S の下の可
換図式であるような圏 CS/ を指すのであった。

35位相空間の圏は終対象を持つが、始対象を持たないので模圏にならない。一方、点付き位相空間のなす圏は模圏になる。
36例えば [Lur] を見よ。また、[Hov99, Chapter 7] も参照のこと
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し、右完全性、左完全性及び完全性は同値な概念である。安定∞圏を対象とし、完全関手を射とするような Cat∞
の部分圏を CatEx

∞ と書く。標数 0の体 kに対し、k上の安定∞圏の概念が自然に定義される。k上の安定∞圏の
なす∞圏は、k上の dg圏のなす圏を森田同値で局所化して得られる∞圏と同値になる 37。

4 A∞代数

この節では、符号と次数付けの問題を忘れる為に、標数 2の体 k上で考える。この節の目標は、弱 A∞ 代数とテ

ンソル余代数上の余微分が同値な概念である事の解説である 38。

k上のベクトル空間 Aと線形写像m : A⊗A→ A及び e : k → Aからなる 3つ組 (A,m, e)であって、図式

A⊗A⊗A
id⊗m−−−−→ A⊗A

m⊗id

y
ym

A⊗A
m−−−−→ A

(4.1)

が可換であり、

A ∼= k ⊗A
e⊗id−−−→ A⊗A

m−→ A (4.2)

と

A ∼= k ⊗A
e⊗id−−−→ A⊗A

m−→ A (4.3)

が恒等写像になるものを k代数 (k-algebra)と呼ぶのであった。この時、mを Aの積 (multiplication)、eを単位元

(unit)と呼ぶ。図式 (4.1)の可換性はAの結合律 (associativity)である。k代数 (A,m, e)と (A′,m′, e′)に対し、図式

A⊗A
m−−−−→ A

ϕ⊗ϕ
y

yϕ

A′ ⊗A′ m′

−−−−→ A′

(4.4)

及び

k
e−−−−→ A

id

y
yϕ

k
e′−−−−→ A′

(4.5)

を可換にするような線形写像 ϕ : A → A′ を (A,m, e)から (A′,m′, e′)への k 代数の準同型 (homomorphism)と呼

ぶ。k代数を対象とし、k代数の準同型を射とするような圏を k代数の圏と呼び、algk で表す。また、図式

A⊗A
m−−−−→ A

id⊗∂+∂⊗id

y
y∂

A⊗A
m−−−−→ A

(4.6)

を可換にするような線形写像 ∂ : A→ Aを A上の導分 (derivation)と呼ぶ。

k代数 Aに対してその下部構造としてのベクトル空間を対応させる忘却関手 (forgetful functor)を fgt : algk → ~tk

とおく。これは本質的全射 (essentially surjective)かつ忠実 (faithful)であるが、充満 (full)ではない。ベクトル空

間 V に対して、直和 TV :=
⊕

n∈N
V ⊗n に積 TV ⊗ TV → TV を

(v1 ⊗ · · · ⊗ vm)⊗ (w1 ⊗ · · · ⊗ wn) 7→ v1 ⊗ · · · ⊗ vm ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wn (4.7)

37[Coh] を見よ。
38テンソル余代数上の余微分は、非可換形式スキーム上の奇ベクトル場 (odd vector field) と解釈できる。これについては [KS09] 及びその
参考文献を見よ。
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で入れたものを V 上の自由代数 (free algebra)と呼び、free(V )で表す 39。ベクトル空間 V から V ′ への線形写像

ϕ : V → V ′ に対して Tϕ : TV → TV ′を Tϕ(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) := ϕ(v1)⊗ · · · ⊗ ϕ(vn) で定めると、これは k代数の準

同型になる。従って、ベクトル空間 V に対してテンソル代数 TV を対応させるような関手 free : ~tk → algk が定ま

るが、これは忘却関手 fgtの左随伴関手 (left adjoint functor)になっている；

Hom~tk(V, fgt(A))
∼= Homalgk(free(V ), A). (4.8)

随伴関係 (4.8)は次の普遍写像性質 (universal mapping property)と同値である；任意の線形写像 f : V → Aに対

し、代数の準同型 f̃ : free(V ) → Aが一意的に存在して、f は埋め込み写像 ϕV : V →֒ free(V )を一意的に経由する．

代数の公理を双対化することで余代数の概念を得る。k余代数 (k-coalgebra)はベクトル空間Cと線形写像∆: C →
C ⊗ C 及び ǫ : C → kからなる 3つ組 (C,∆, ǫ)で、図式

C
∆−−−−→ C ⊗ C

∆

y
yid⊗∆

C ⊗ C
∆⊗id−−−−→ C ⊗ C ⊗ C

(4.9)

の可換性と、

C
∆−→ C ⊗ C

ǫ⊗id−−−→ k ⊗ C ∼= C (4.10)

及び

C
∆−→ C ⊗ C

id⊗ǫ−−−→ k ⊗ C ∼= C (4.11)

が恒等写像に等しいという条件を満たすものを指す。この時、∆を余積 (coproduct)、ǫを余単位元 (counit)と呼ぶ。

また、図式 (4.9)の可換性を余結合律 (coassociativity)と言う。代数の場合と同様に、余積及び余単位元と可換な線

形写像を k余代数の準同型と呼び、k余代数を対象として、k余代数の準同型を射とするような圏を Coalgkで表す。

余代数 C に対し、

C
∆−−−−→ C ⊗ C

∆

y
yid⊗δ+δ⊗id

C
∆−−−−→ C ⊗ C

(4.12)

を可換にするような線形写像 δ : C → C を C 上の余導分 (coderivation)と呼ぶ。また、δ ◦ δ = 0を満たすような余

導分を余微分 (codifferential)と呼ぶ。

任意のベクトル空間 V に対し、直和 TV :=
⊕

n∈N
V ⊗n は

∆(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) =

n∑

i=0

(v1 ⊗ · · · ⊗ vi)⊗ (vi+1 ⊗ · · · vn) (4.13)

で定まる写像∆: TV → TV ⊗ TV を余積とし、直和成分 k ∼= V ⊗0 ⊂ TV :=
⊕

n∈N
V ⊗ への射影 ǫを余単位元とす

る余代数の構造を持つが、これを V 上のテンソル余代数 (tensor coalgebra)と呼ぶ。

余代数は、ある自然数 nが存在して∆n : C → C⊗nが 0である時、余冪零 (conilpotent)と呼ばれる。余冪零な余

代数の帰納極限で表わされるような余代数を帰余冪零 (ind-colinpotent)と呼ぶ。ベクトル空間 V に対して V 上の

テンソル余代数 C(V )を対応させる関手は、帰余冪零余代数の圏からベクトル空間の圏への忘却関手の右随伴関手

である [Pri10, Remark 3.12]40。

39自由代数はテンソル代数 (tensor algebra) と呼ばれることもある。
40自由代数 free(V ) の下部構造としてのベクトル空間が直和 TV =

⊕
n∈N

V ⊗n で与えられる事から、余自由代数 cofree(V ) の下部構造と

しては直積 T̂ V :=
∏

n∈N
V ⊗n を取れば良いように思われるが、テンソル余代数 TV ⊂ T̂ V の余積 (4.13) が T̂ V → T̂ ⊗ T̂ には拡張されない

ので、この安直な考えは正しくない。余自由代数の構成については例えば [Haz03] を見よ。

11



V をベクトル空間とし、δ : TV → TV をテンソル余代数 TV 上の余微分とする。直和分解 TV :=
⊕

i∈N
V ⊗i に

付随する射影を π : TV → V とおき、合成写像 m := π ◦ δ : TV → V の V ⊗n ⊂ TV への制限を

mn : V
⊗n → V (4.14)

と書くと、図式 (4.12)の可換性から、余導分 δは写像の列 (mn)n∈N によって

δ(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) =

n∑

m=0

n−m∑

i=0

v1 ⊗ · · · ⊗ vi ⊗mm(vi+1 ⊗ · · · ⊗ vi+m)⊗ vi+m+1 ⊗ · · · ⊗ vn (4.15)

で一意的に定まる。ここで、(4.15)の右辺の総和記号の中身は V ⊗(n−m+1) ⊂ TV の元である。この事から、余導分

δが余微分であるための必要十分条件は任意の n ∈ Nと任意の v1 ⊗ · · · ⊗ vn ∈ V ⊗n に対して

n∑

m=0

n−m∑

i=0

mn−m+1(v1 ⊗ · · · ⊗ vi ⊗mm(vi+1 ⊗ · · · ⊗ vi+m)⊗ vi+m+1 ⊗ · · · ⊗ vn) = 0 (4.16)

が成り立つことである。(4.16) を A∞ 関係式 (A∞-relation) と呼び、ベクトル空間 V と写像の列 (mn)n∈N の組

(V, (mn)n∈N)で、(4.16)を満たすものを弱 A∞ 代数 (weak A∞-algebra)と呼ぶ。弱 A∞ 代数が更に条件 m0 = 0を

満たす時、A∞ 代数 (A∞-algebra)と呼ぶ。A∞ 代数の場合に、低い nに対する A∞ 関係式 (4.16)を具体的に書き

下すと

m1(m1(x)) = 0, (4.17)

m2(m1(x)⊗ y) +m2(x⊗m1(y)) +m1(m2(x⊗ y)) = 0, (4.18)

m3(m1(x)⊗ y ⊗ z) +m3(x⊗m1(y)⊗ z) +m3(x⊗ y ⊗m1(z))

+m2(m2(x⊗ y)⊗ z) +m2(x⊗m2(y ⊗ z)) +m1(m3(x⊗ y ⊗ z)) = 0
(4.19)

となる。(4.17)は m1 が微分であることを意味し、(4.18)は積 m2 の微分 m1 に関する Leibniz則である。(4.19)は

m3 = 0の時には m2 の結合律を与える。m3 6= 0の時には m2 は結合的ではないので、一般には A∞ 圏は圏になら

ない 41。しかし、Leibniz則 (4.18)によって m2 は m1 に関するコホモロジー群H∗(V,m1) := Kerm1/ Imm1 に積

[m2] : H
∗(V,m1)⊗H∗(V,m1) → H∗(V,m1) を引き起こし、(4.19)はこの積が結合的であることを保証する。言い換

えると、m2はホモトピーを除いて結合的であり、m3はそのホモトピーを記述している。さらに、m3は高次の整合

性条件をホモトピーを除いて満たしており、そのホモトピーが m4で記述され、…、という連鎖が無限に続く。

5 導来代数幾何学

強化三角圏は加法的 (あるいは線形)な理論であるが、非線形な対象である代数多様体の導来版を考えることもで

きる。その出発点は代数多様体を可換環の圏 calgから集合の圏 setへの関手と見る事である。与えられた代数多様

体から新しい代数多様体を作る典型的な方法としては、切る (すなわち、関数の零点を取る)操作と、割る (同値関

係による商を取る)操作がある。関数 f : X → A1の零点は図式

X
yf

0 −−−−→ A1

(5.1)

のファイバー積であり、同値関係による商は図式 S
f

⇒
g
X の余等化子 (coequalizer)である。前者は座標環のレベル

ではテンソル積に対応するが、テンソル積が左完全でない事が、横断的 (transversal)でない場合に問題を引き起こ

す。後者の典型例は群作用による商であり、しばしばスキームでは表現できない。前者の困難は関手の定義域を calg

から単体的可換環 (simplicial commutative ring)の圏 scalgに取り替えることによって解消される。一方、関手の値

41一般の A∞ 圏が圏ではない事は、任意の微分次数圏が圏である事と対照的である。
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域を亜群 (groupoid)に取り替えることによって群による商を常に表現可能にするのがスタック (stack)の理論であ

る。しかし、余等化子より一般の余極限 (colimit)を取り扱うためには、高次の圏における亜群の対応物である∞
亜群 (∞-groupoid)を考えた方が都合が良い。Grothendieckのホモトピー仮説 (homotopy hypothesis)を念頭に置

いて、∞亜群のモデルとして単体的集合の圏 ssetを取り、scalgから ssetへの関手で適当な条件を満たすものとし

て導来代数多様体を定義する。こうして得られる導来代数多様体の圏は、極限や余極限が自由に取れる柔軟な枠組

みを提供する。導来代数幾何学に関する概説としては例えば [Toë09, Toë14] を見よ。

代表的な導来代数多様体としては、代数多様体 X のループ空間 LX := Map(S1, X) = X ×X×X X が挙げられ

る。これはOX の Hochschild複体をOX 上の微分次数代数と見たもののスペクトルである。S
1同変な Hochschild

コホモロジーが巡回コホモロジーである事と、代数多様体の巡回コホモロジーが de Rhamコホモロジーである事か

ら、代数多様体上のD加群はそのループ空間上の S1 同変な準連接層の言葉で記述される [BZN12, TV15]。また、

スタックのループ空間も同様に定義され、慣性スタック (inertia stack)の導来版と見ることができる。

古典的な代数多様体にしか興味が無い人にとっての導来代数幾何学は、代数方程式の整数解にしか興味が無い人

にとっての複素代数幾何学のようなものである。結論に導来代数多様体が現れないにも関わらず、自然な理解の為

に導来代数幾何学が有効に用いられる例としては、幾何学的表現論への応用 [BZN13] が挙げられる。

ミラー対称性においては種々のモジュライ空間が中心的な役割を果たす。モジュライ空間はしばしば方程式の零

点を同値関係で割って得られるので、導来代数幾何学的な取り扱いを行うのが自然である。モジュライ空間を導来

スタックとして構成することで、代数多様体やスキームの範囲でモジュライ問題を考えた時に生じる様々な困難が

解消されるという哲学を、隠れた滑らかさの原理 (hidden smoothness principle)と呼ぶ 42。また、モジュライ空間

の局所理論の微分 Lie環による記述も、導来代数幾何の枠組みで自然に理解される [Man02, Hin01, Lur10]。

6 複素幾何学とシンプレクティック幾何学

m次元多様体M と群G、それにGからGL(m,R)への準同型が与えられた時、M の枠束 TM の構造群GL(m,R)

の G への簡約を M の G 構造 (G-structure) と呼ぶ。例えば、GL(m,R)+ 構造は向きと同値であり、O(m) 構造

は Riemann計量と同値である。また、与えられた G構造が Rm の自然な G構造と局所的に同型な時、積分可能

(integrable)と言う。向きはいつでも積分可能であり、Riemann構造が積分可能であるための必要十分条件は曲率テ

ンソルが 0になる事である。

複素一般線形群 (complex general linear group)とシンプレクティック群 (symplectic group)は行列J2n :=

(
0 −In
In 0

)

を用いて

GL(n,C) :=
{
g ∈ GL(2n,R)

∣∣ g−1J2ng = J2n
}
, (6.1)

Sp(2n,R) :=
{
g ∈ GL(2n,R)

∣∣ gTJ2ng = J2n
}

(6.2)

で定義される。積分可能な Sp(2n,R) 構造をシンプレクティック構造 (symplectic structure) と呼び、積分可能な

GL(n,C) 構造を複素構造 (complex structure) と呼ぶ。偶数次元多様体に Sp(2n,R) 構造を与えることは全ての

点で非退化な 2 次微分形式 ω を与えることと同値であり、GL(n,C) 構造を与えることは接束 TM の自己準同型

J ∈ End(TM) で J2 = − idTM を満たすものを与えることと同値である
43。Jf∗ = f∗J を満たす微分同相写

像は双正則写像 (biholomorphic map)と呼ばれ、f∗ω = ω を満たす微分同相写像はシンプレクティック同相写像

(symplectomorphism)と呼ばれる。また、シンプレクティックベクトル空間の開集合の間のシンプレクティック同相写

像は特に正準変換 (canonical transformation)と呼ばれる。複素多様体は複素ベクトル空間の開集合を双正則写像で貼

り合わせて得られる多様体であり、シンプレクティック多様体はシンプレクティックベクトル空間の開集合を正準変換

42藤原一宏, 〈 現代数学の土壌 〉 ガロア理論, 数学のたのしみ, 13 巻, 日本評論社, pp. 109–121 では Galois 理論を隠れた対称性 (hidden
symmetry) に喩えているが、隠れた滑らかさも隠れた対称性に少し似ている。隠れた対称性は自発的に破れた対称性 (spontaneously broken
symmetry)とも呼ばれ、理論物理学における重要な原理である。隠れた対称性を直接見るには高エネルギーが必要であり、隠れた滑らかさを直
接見るには高次圏が必要である。

43積分可能とは限らない GL(n,C) 構造を概複素構造 (almost complex structure) と呼ぶ。積分可能とは限らない Sp(2n,R) 構造に対する
特別の呼称はない。
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で貼り合わせて得られる多様体である。Sp(2n,R)構造の積分可能性はωが閉形式である事と同値であり (Darbouxの

定理)、GL(n,C)構造の積分可能性はNijenhuisテンソルが消えることと同値である (Newlander-Nirenbergの定理)。

複素幾何学とシンプレクティック幾何学は一見すると全く違う種類の幾何学であるが、ある意味では非常によく似

ている 44。どちらも偶数次元であり、実多様体をある意味で「2重に」したものだと思える 45。複素多様体の典型

例は接束であり、シンプレクティック多様体の典型例は余接束である。ミラー対称性はこれらの 2つの幾何学の間の

関係を与える。

GL(n,C) ∩ Sp(2n,R) ∩O(2n) = U(n) (6.3)

なので、U(n)構造は GL(n,C)構造と Sp(2n,R)構造を引き起こすが、この GL(n,C)構造と Sp(2n,R)構造が共

に積分可能である時、この U(n)構造を Kähler構造 (Kähler structure)と呼ぶ。(6.3)において、任意の 2つの共

通部分は自動的に残りの 1つに含まれるが、これは Kähler多様体において、複素構造、シンプレクティック構造、

Riemann構造のうちの任意の 2つは

g(V,W ) = ω(V, JW ) (6.4)

によって残りの 1つを定めることと対応している。

7 解析力学

解析力学 (analytical mechanics) には大きく分けて Lagrange 形式 (Lagrangian formalism) と Hamilton 形式

(Hamiltonian formalism) の 2 種類がある。Lagrange 形式の解析力学においては、系は配置空間 (configuration

space)と呼ばれる多様体N と、その接束 TN 上の Lagrange関数 (Lagrangian)と呼ばれる関数 L(q, v)によって指

定される。ここで qはN の局所座標であり、vは qに対応する TN のファイバー方向の座標である。系の時間発展

は、N の経路空間 (path space) PN := {γ : [0, 1] → N} における作用汎関数 (action functional)

S : PN → R, γ 7→
∫
L(γ, γ̇)dt (7.1)

の停留点として定義され、Euler-Lagrange方程式

d

dt

(
∂L(q, v)

∂v

∣∣∣∣
v=q̇

)
− ∂L(q, v)

∂q

∣∣∣∣
v=q̇

= 0 (7.2)

によって特徴付けられる。一方、Hailton形式の解析力学においては、系はシンプレクティック多様体 (M,ω)とM

上の Hamilton関数 (Hamiltonian)と呼ばれる関数H(p, q)によって指定される。ここで、(p, q)はM の Darboux

座標である。系の時間発展はH の生成する Hamiltonベクトル場 (Hamiltonian vector field)

XH :=
n∑

i=1

(
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi

∂

∂pi

)
(7.3)

の積分曲線 (integral curve)として定義され、作用汎関数

S =

∫
(pdq −Hdt) (7.4)

の停留点として特徴付けられる。

Lagrange関数を Legendre変換して得られる T ∗N 上の関数

p :=
∂L(q, v)

∂v
, H(q, p) := p · v − L (7.5)

44symplectic という単語は、ラテン語を起源とする complex という単語の構成要素 ‘com’ と ‘plexus’ を対応するギリシャ語の ‘sym’ と
‘plectikos’ に置き換えて、Weyl が創ったのであった。

45さらに、これらの 2つの幾何を統一的に扱うための枠組みとして、一般化された複素構造 (generalized complex structure)の概念がHitchin
によって導入された。これについては例えば [Hit11] を見よ。
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を Hamilton関数に取れば、Lagrange形式の解析力学は Hamilton形式に書き直すことができる 46。この事と直接

関わるわけではないが、Legendre変換はミラー対称性において重要な役割を果たす。

8 Liouville–Arnoldの定理

Hamilton系が保存量を持てば、それをDarboux座標の一部として取ることによって、系の次元が実質的に 2つ下

がる。保存量が複数ある時に、それらを同時にDarboux座標の一部として取れるためには、それらが互いにPoisson

可換かつ関数的に独立でなくてはならない。ただし、関数 f1, . . . , fk が関数的に独立 (functionally independent)で

あるとは、df1, . . . , dfk が稠密な部分集合で一次独立になる事を指す。Poisson可換かつ関数的に独立な保存量の最

大個数は次元の半分を超えないが、これがぴったり次元の半分になるようなHamilton系を完全可積分系と呼ぶ。

π := (f1, . . . , fn) : X → Rnを完全可積分系の保存量が定める写像とし、b ∈ Rnをその正則値とする。πのファイ

バーにはこれらの保存量に付随する Hamilton流によって自然に Rn の作用が入り、この作用に関して等質空間にな

る。Rn のコンパクトかつ連結な等質空間はトーラスに限られるので、πのファイバーがコンパクトかつ連結であれ

ばトーラスになる。πの像をBと置き、正則値の集合をBsm ⊂ Bと置く。πが固有写像であり、しかも全てのファ

イバーが連結であれば、Ehresmannのファイブレーション定理により、π|π−1(Bsm) : π
−1(Bsm) → Bsm はトーラス

をファイバーとするファイバー束になる。このファイバー束のファイバーの接空間は保存量の生成する Hamiltonベ

クトル場で張られているが、保存量の個数が全空間の次元の半分で、しかもこれらのHamiltonベクトル場は互い

に可換なので、ファイバーは Lagrange部分多様体になる。Bsm の十分小さな開集合 U と U 上での π の自明化を

取って π|π−1(U) : π
−1(U) → U を射影 π1 : U × L → U と同一視する。H1(L;Z)の Z上の順序基底 (αi)

n
i=1 と、各

αiを代表する Lのサイクル Ci、それに U の基点 b0を任意に取って固定する。任意の b ∈ U に対し、b0から bに至

る U 上の道 γ : [0, 1] → U , γ(0) = b0, γ(1) = bを任意に取ると、γ([0, 1])× Ci は U × Lの 2-cycleを定める。この

2-cycle上の積分

xi(b) :=

∫

γ([0,1])×Ci

ω (8.1)

は、bと基底 (αi)
n
i=1 にしか依らない (ω が閉形式なので γ の取り方に依らず、ω|L が 0なので αi の代表元 Ci の

取り方に依らない)。こうして定まる関数 (xi)
n
i=1 : U → Rn は U の座標を与えるが、これを U の作用座標 (action

coordinate)と呼ぶ。この作用座標に付随するRnの Hamilton作用は、Rn の自然な格子 Zn を固定部分群に持つの

で、Lの基点 l0を任意に取って固定すれば、各ファイバー π−1(b)と Rn/Zn の同一視を引き起こす。こうして得ら

れるファイバーの座標を角座標 (angle coordinate)と呼ぶ。さらに、系のもともとの Hamilton関数は作用座標のみ

の関数であり、

• 正則な等位集合がコンパクトかつ連結成分の時、それはトーラスであり、

• このトーラスには作用・角座標と呼ばれる特別な座標が入って、

• 系の時間発展は作用座標に関しては定数であり、角座標に関しては線形になる

ことが分かるが、これを Liouville-Arnoldの定理と呼ぶ。すなわち、完全可積分系は Lagrangeトーラスファイバー

束とほぼ同値な概念である。

9 トロピカルアファイン多様体

適当な行列 A ∈ Mat(m,n;R)とベクトル b ∈ Rn によって

f(x) = Ax+ b (9.1)

46シンプレクティック多様体が常に余接束であるとは限らないので、Hamilton形式は Lagrange 形式に比べて自由度が大きい。一方、シンプ
レクティック多様体 (M,ω) が Lagrange 部分多様体 L を持てば、M における L の管状近傍は L の余接束 T ∗L とシンプレクティック同相で
ある (Weinstein 近傍定理 (Weinstein neighborhood theorem))。
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と表わされる関数 f : Rn → Rmをアファイン関数 (affine function)と呼ぶ。ここでA ∈ Mat(m,n;Z)の時に、f を

トロピカルアファイン関数 (tropical affine function)と呼び、A ∈ Mat(m,n;Z)かつ b ∈ Zn の時に、f を整アファ

イン関数 (integral affine function)と呼ぶ 47。変換関数がアファイン関数であるような多様体はアファイン多様体

(affine manifold)と呼ばれる。トロピカルアファイン多様体や整アファイン多様体も同様に定義される。接束の接続

をアファイン接続 (affine connection)と呼ぶが、アファイン多様体は、捩れのない平坦なアファイン接続を持つ多様

体として特徴付けられる。 また、トロピカルアファイン多様体 Bsmに対し、その上のトロピカルアファイン関数の

なす層AffBsm は、接束の Z格子 T ZBsm ⊂ TBsmを局所定数層とみなしたものの定数層Rによる拡大になっている;

0 → R → AffBsm → T ZBsm → 0. (9.2)

逆に、接束の Z格子 T ZBsm ⊂ TBsmとその Rによる拡大 AffBsm が与えられれば、AffBsm をトロピカルアファイ

ン関数の層にするようなトロピカルアファイン構造が唯一つ定まる。

完全可積分系が与えられた時、作用座標の任意性は、H1(L;Z)の Z上の順序基底とU の基点 b0の取り換えの分だ

けある。作用座標に対し、前者はGLn(Z)、後者は Rnの平行移動で作用するので、この任意性はトロピカルアファ

イン変換群GLn(Z)⋉Rnの作用で与えられる。これはBsmを開集合で覆った時、座標変換がトロピカルアファイン

変換になる事を示しているので、Bsmにはトロピカルアファイン構造が入る。角座標の任意性は、本質的に π|π−1(U)

の自明化の任意性であるが、これは切断の取り方の自由度と一致する。

トロピカルアファイン多様体 Bsm に対し、整接束 T ZBsm ⊂ T の双対束 T ∗
Z
Bsm が定まり、これによる商として

トーラスファイバー束X(Bsm) := T ∗Bsm/T ∗
Z
Bsm が定まる。X(Bsm)と π−1(Bsm)がファイバーを保つシンプレク

ティック同相写像で移り合うための必要十分条件は、π|π−1(Bsm) が切断を持つことである。

π|π−1(Bsm) が切断を持たない時の π−1(Bsm)は、各開集合 Ui 上で切断を取り、Ui ∩ Uj 上でそれらを貼り合わせ
て得られる。Ui 上の自明化によって Uj の切断を見たものは Ui ∩ Uj 上の Lagrange切断になり、Ui ∩ Uj 上の閉 1

次微分形式に対応する。この閉 1次微分形式を fij と書くと、Ui ∩ Uj ∩ Uk 上で αijk := fij + fjk − fik はトロピカ

ルアファイン関数になる (微分すると T ∗
Z
(Ui ∩Uj ∩ Uk)の定数切断になる)。{αijk}i,j,k は Čech余輪体 (cocycle)に

なる。また、fij には定数を加える任意性があるが、これは余境界 (coboundary)になる。従って、M 上のトロピカ

ルアファイン関数のなす層をAff で表すと、Bsm上の Lagrangeトーラスファイバー束のファイバーを保つシンプレ

クティック同相による同値類は、層係数コホモロジーH2(Bsm,Aff)によって分類される [Dui80]。

10 Floerコホモロジーと深谷圏

周期解の存在は力学系の中心問題の 1つである。任意のコンパクトなシンプレクティック多様体 (M,ω)に対し、

M 上の C∞ 関数全体を渡る臨界点の個数の下限を cM := inff∈C∞(M) #Crit(f) とおくと、M 上の任意の周期

Hamilton 系は cM 個以上の固定点を持つ事を Arnold が予想した。この予想の拡張として Arnold-Givental 予想

(Arnold-Givental conjecture)があり、次を主張する：

予想 10.1. (M,ω)をコンパクトなシンプレクティック多様体とし、LをM のコンパクトな Lagrange部分多様体

とする。時間に依存する Hamilton関数H : M × [0, 1] → Rに対し、その生成する流れを ψ : M × [0, 1] → M とお

く。ψ1 := ψ(−, t)による Lの像 ψ1(L)と Lが横断的に交わると仮定すると、#(L∩ψ1(L)) ≥ rankH∗(L;Z/2Z) で

ある。

Arnold-Givental 予想を (M × M,π∗
1ωM − π∗

2ωM ) の対角集合と (id, ψ1) に適用すると、弱い Arnold 予想 (コ

ンパクトなシンプレクティック多様体M 上の周期 Hamilton系の全ての固定点が非退化ならば、固定点の個数は

rankH∗(M,Z/2Z)以上である) が従う。

Lagrange交叉 Floerコホモロジーは、道の空間 Ω(L0, L1) := {ℓ : [0, 1] → M | ℓ(0) ∈ L0, ℓ(1) ∈ L1} の不変被覆
Ω(L0, L1)

∼ の上の、作用関数

A(ℓ) :=

∫

[0,1]×[0,1]

γ∗ω (10.1)

47ここでのトロピカルアファイン関数の事を整アファイン関数と呼ぶことも多い。
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をMorse関数とするMorse理論である。ここで、Ω(L0, L1)の各連結成分に対し基点 ℓ0を 1つ取って固定し、ℓ ∈
Ω(L0, L1)に対し、ℓ0から ℓへの道を γ : [0, 1] → Ω(L0, L1) とおいた。ωが閉形式なので、Stokesの定理から、Aは
γ の取り方に依らずに Ω(L0, L1)

∼ 上の関数を定める。

(M,ω) に整合的な概複素構造を入れると、これは M の Riemann 計量 gM を定める。ℓ ∈ Ω(L0, L1) に対し

TℓΩ(L0, L1) = Γ(ℓ∗TM ;Tℓ(0)L0, Tℓ(1)L1) であり、その元 V , W に対して

gΩ(L0,L1)(V,W ) :=

∫ 1

0

gM (V (t),W (t))dt (10.2)

と定義すると、これは Ω(L0, L1)の計量を与える。

Gromovによる重要な観察は、Aの勾配流の軌跡が概正則写像になることである。実際、ℓ ∈ Ω(L0, L1)と V ∈
Tℓ(Ω(L0, L1)) ∼= Γ(ℓ∗TM ;Tℓ(0)L0, Tℓ(1)L1) に対し、ℓs = expℓ(t)(sV (t)) とおくと、

dA(V ) =

∫ 1

0

ω

(
V,
∂ℓ

∂t

)
dt (10.3)

= −
∫ 1

0

ω

(
∂ℓ

∂t
, V

)
dt (10.4)

= −
∫ 1

0

gM

(
JM

(
∂ℓ

∂t

)
, V

)
dt (10.5)

= gΩ(L0,L1)

(
−JM

(
∂ℓ

∂t

)
, V

)
(10.6)

すなわち

(gradA)ℓ = −JM
(
∂ℓ

∂t

)
(10.7)

となる。従って、γ : R → Ω(L0, L1)が gradAの積分曲線であるための必要十分条件は

∂γ

∂s
= −JM

(
∂ℓ

∂t

)
(10.8)

である。γ を Σ :=
{
t+

√
−1s ∈ C

∣∣ s ∈ [0, 1], t ∈ R
}
からM への写像と見て、これを書き換えると

−γ∗ ◦ JΣ
(
∂

∂t

)
= −JM ◦ γ∗

(
∂

∂t

)
(10.9)

すなわち

γ∗ ◦ JΣ = JM ◦ γ∗ (10.10)

である。

Aの臨界点は L0と L1の共通部分 L0 ∩L1への定数関数である。コンパクトな Lagrange部分多様体 L0と L1が

横断的に交われば、共通部分 L0 ∩ L1は有限個の点からなる。Z/2Z上の Novikov体 (Novikov field)を

Λ =

{ ∞∑

i=0

aiT
λi

∣∣∣∣∣ ai ∈ Z/2Z, λi ∈ R, lim
i→∞

λi → ∞
}

(10.11)

で定義し、L0 ∩ L1を自由基底とする Λ上の自由加群に

m1(p) =
∑

q∈L0∩L1

∑

[ϕ]∈M2(L0,L1;p,q)

T 〈[ϕ], ω〉q (10.12)

で微分を入れたものを CF∗(L0, L1) と書いて、Lagrange交叉 Floer複体 (Lagrangian intersection Floer complex)

と呼ぶ。ここで T は Novikov体の不定元であり、M2(L0, L1; p, q) は ΣからM への概正則写像のモジュライ空間

の安定コンパクト化である。〈[ϕ], ω〉は [ϕ]の代表する π2(M,L0 ∩ L1)の元と ω ∈ H2(M,L0 ∩ L1)の対合であり、
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概正則写像のエネルギー (energy)を与える。M2(L0, L1; p, q)の仮想次元 (virtual dimension)は指数定理から計算

されるが、これが 0になるようなモジュライ空間の連結成分のみについて和を取る。また、必要であれば方程式に

適当な摂動を加える事で、仮想次元と真の次元が一致するようにしておく。Gromovのコンパクト性定理から、エ

ネルギーの上限が指定されたモジュライ空間はコンパクトになるので、(10.12)の右辺は Novikov体の元としてきち

んと定義される。複体の次数付けは Lagrange交叉のMaslov指数 (Maslov index)で与えられ、一般には Z/2Zに値

を取る。これを Zに持ち上げるにはシンプレクティック多様体と Lagrange部分多様体の両方に次数付け (grading)

と呼ばれる余分の構造を付加する必要がある。

適当な条件の下でm1 ◦m1 = 0となり、そのコホモロジーHF∗(L0, L1) := Kerm1/ Imm1 を Lagrange交叉 Floer

コホモロジー (Lagrangian intersection Floer cohomology) と呼ぶ。Lagrange交叉 FloerコホモロジーはHamilton

同相写像 φ : M →M に対する不変性

HF(L1, L2) ∼= HF(L1, φ(L2)) (10.13)

を持ち、φ(L)と Lが横断的に交わる時に Lの Λ係数の常コホモロジー (ordinary cohomology)を再現する；

HF∗(L, φ(L); Λ) ∼= H∗(L; Λ). (10.14)

Arnold-Givental予想はこれらの性質から直ちに従う。

深谷 [Fuk93]は与えられたシンプレクティック多様体M に対し、M の Lagrange部分多様体を対象とし、Lagrange

交叉 Floer複体を射の空間とするようなA∞ 圏を考えることを提案した 48。この圏における高次の積は点付き円盤

からの概正則写像の数え上げによって定義される。これが深谷圏 (Fukaya category)であり、Kontsevich [Kon95b]

によって直ちにホモロジー的ミラー対称性の定式化に使われた 49。

11 Seidelのプログラム

コンパクトなシンプレクティック多様体の深谷圏を計算するには、Lagrange多様体に境界を持つ概正則円盤の数

え上げをしなければならないが、楕円曲線の場合に ϑ関数が現れることからも分かるように、この数え上げはしば

しば無限和になり、具体的に実行するのは極めて困難である。

射影多様体の深谷圏の取り扱いを可能にするのが Seidelのプログラムであり、次の 2つのステップから成る：

• 射影多様体の深谷圏はアファイン多様体の深谷圏の変形である。

• アファイン多様体の深谷圏は Picard-Lefschetz理論によって組合せ論的に計算できる。

Seidelはシンプレクティック多様体X が射影多様体である時に、X の超平面切断DをX から取り除いてアファイ

ン多様体にすることを考えた。アファイン多様体は完全シンプレクティック多様体であり、コンパクトなシンプレク

ティック多様体に比べて扱い易いと期待される。射影多様体X において、超平面切断Dはシンプレクティック形式

ωの Poincaré双対であることから、(10.12)における T の指数 〈[ϕ], ω〉は [ϕ]とDの交点数になる。従って、Floer

複体は Novikov体よりも小さい収束冪級数環 (Z/2Z) [[T ]]上で定義され、しかも T に 0を代入することでX \Dに
おける Floer複体を再現する。これはX の深谷圏がX \Dの深谷圏の変形である事を示しており、変形理論を用い
て深谷圏を調べる道を開いた [Sei02]。

シンプレクティック幾何学における強力な道具として、Lefschetzファイブレーション (Lefschetz fibration)の概念

がある。LefschetzファイブレーションはMorse関数の複素幾何における類似物であり、非退化な 50臨界点を許す

ようなファイバー束の拡張概念である。Donaldsonの有名な仕事 [Don96] により、任意のシンプレクティック多様体

は、適当に爆発すれば Lefschetzファイブレーションの構造を持つ事が知られている。Seidelは、全空間が完全シン

プレクティック多様体であるような Lefschetzファイブレーション π : M → S に対する深谷圏の変種 F(π)を導入し

48深谷圏において、m1 のコホモロジーにおける積 [m2]のみを考えて高次の積を無視したものは、Donaldson–Fukaya圏 (Donaldson–Fukaya
category) と呼ばれる事もある。

49深谷圏の導入のもともとの動機の 1つは、境界付き 4次元多様体に対する Donaldson理論に現れる、3次元多様体のインスタントン Floer
コホモロジーを、境界付き 3 次元多様体に一般化することであった。これは Atiyah–Floer 予想と関係が深い。

50適当に座標を取れば Cd → C, (z1, . . . , zd) 7→ z2
1
+ · · ·+ z2d と表せるような臨界点を非退化 (non-degenerate) と呼ぶ。
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て、M の深谷圏F(M)が F(π)によって記述されることを示した。これを Picard–Lefschetz理論 (Picard–Lefschetz

theory)と呼ぶ [Sei08]。この圏 F(π)はしばしば深谷-Seidel圏と呼ばれ、原型を [Kon98]に見ることができるが、そ

の源流は少なくとも Cecotti–Vafa[CV93]などの弦の理論家の仕事にまで遡る。深谷–Seidel圏の定義にはいくつか

の流儀があるが、その中の 1つとして、πの消滅サイクルの特基底 (C1, . . . , Cn)を対象の集合とするような、πの

ファイバーMz := π−1(z)の深谷圏 F(Mz)の有向部分圏 (directed subcategory)とする定義がある [Sei01b, Sei01a]
51。この定義では、F(π)の対象の集合は有限の全順序集合 (C1, . . . , Cn)であり、射は F(Mz)における射を用いて

HomF(π)(Ci, Cj) =





idCi i = j,

HomF(Mz)(Ci, Cj) i < j,

0 i > j

(11.1)

で与えられる。(11.1)から明らかなように、深谷–Seidel圏の積 mk は、k > nの時は 0であり、k ≤ nに対しても

有限の情報しか持っていないので、深谷-Seidel圏は有限のデータで完全に記述される。

ここでさらにMz に Lefschetzファイブレーションの構造を入れれば、F(Mz)の計算をもう 2次元低いシンプレ

クティック多様体の深谷圏の計算に帰着する事が出来る。これを繰り返すことによってシンプレクティック多様体の

次元を 2まで落とせば、概正則円盤の数え上げは組合せ論的な「塗り絵」の問題に帰着する。

アファイン多様体 (あるいはより一般に Stein多様体)の深谷圏が位相的幾何的 (あるいは組合せ論的)であるという

アイデアは、余接束の場合の [Wit95]や [FO97]にまで遡り、[FSS08, FSS09, NZ09, Nad09, AS10a, Abo11, Sei12b]

などで発展させられた。Kontsevich [Kon]は Seidelの手法を分析することにより、任意の Stein多様体XはLagrange

骨格と呼ばれる一般には特異点を持つLagrange部分多様体 Lを持ち、その上に dg圏の構成可能層Aが存在して、
その大域切断H0(A)としてX の深谷圏が得られると予想した。このKontsevichの予想と密接に関係する仕事とし

ては [DK, STZ14, IU, Nad14, Nad15, NT, Nada, Nadb] などがある。

12 Lefschetz束

(M,ω)をシンプレクティック多様体とし、B ⊂ M をM の余次元 2のシンプレクティック部分多様体とする。写

像 f : M \ B → P1 が Lefschetz 束 (Lefschetz pencil) であるとは、f が有限個の非退化な臨界点のみを持ち、そ

れらの臨界値は互いに異なり、B は適当な概正則局所座標 (z1, . . . , zd)によって z1 = z2 = 0で定義されていて、

B の近傍で f は (z1, . . . , zd) 7→ z1/z2 ∈ P1 で与えられる事を指す。従って、M を B に沿って爆発すれば、f は

f̃ : M̃ := BlMM → P1に拡張され、f̃ は Lefschetzファイブレーションになる。

Cを底空間とする Lefscehtzファイブレーション π : M → Cに対し、その臨界点の集合に全順序を 1つ入れて固

定する；Crit(f) = (p1, . . . , pn) . さらに、臨界値の集合を Critv(f) := f(Crit(f)) = (f(p1), . . . , f(pn)) とおく。底

空間 C上の基点 ∗を 1つ取って固定する。C上の単射な道 γ : [0, 1] → Cで、γ(0) = ∗かつ γ(1) ∈ Critv(f)を満

たすものを消滅経路 (vanishing path)と呼ぶ。任意の消滅経路 γ に対し、始点における微分 γ′(0)は T∗C ∼= Cの

元である。消滅経路からなる順序集合 (γ1, . . . , γn)が次の条件を満たす時、消滅経路の特集合 (distinguished set of

vanishing paths) と呼ぶ：

• 任意の i ∈ {1, . . . , n}に対し γi(1) = f(pi).

• 任意の i, j ∈ {1, . . . , n}に対し、i 6= j ならば γi([0, 1]) ∩ γj([0, 1]) = {∗}.

• 任意の i ∈ {1, . . . , n}に対し γ′i(0) 6= 0であり、偏角の分枝を適当に取れば arg γ′1(0) > . . . > γ′n(0) となる。

消滅経路 γ : [0, 1] → CとファイバーM∗ := π−1(∗)の点 p ∈M∗に対し、pを始点とする γの持ち上げ γ̃p : [0, 1) →M

が、任意の t ∈ [0, 1)に対し π ◦ γ̃p(t) = γ(t)かつ γ̃′p(t) ∈
(
Tγ̃p(t)Mγ(t)

)⊥ω
という条件で一意的に定まる。ここで

γ̃′p(t) ∈ Tγ̃p(t)M は γ̃p の tにおける微分であり、
(
Tγ̃p(t)Mγ(t)

)⊥ω
は γ(t) ∈ Cにおける π のファイバーMγ(t) :=

π−1(γ(t)) の γ̃p(t) ∈Mγ(t)における接空間 Tγ̃p(t)Mγ(t)の、Tγ̃p(t)M における ωに関する直交補空間である。任意の

51この他には、ファイバーで分岐する全空間の二重被覆を用いるもの [Sei08] や、より最近の [Sei12a, Seia, Seib] などがある。
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t ∈ [0, 1)に対し、写像 p 7→ γ̃p(t)はM∗からMγ(t)へのシンプレクティック同相を与える。πの臨界点の周りでの局

所モデル (z1, . . . , zd) 7→ z21 + · · ·+ z2d を使うと、

Vγ :=
{
p ∈M∗

∣∣∣ lim
t→1

γ̃p(t) ∈ Crit(f)
}

(12.1)

は球面と同相なM∗のLagrange部分多様体である事が分かる。これを γに沿った πの消滅サイクル (vanishing cycle)

と呼ぶ。消滅経路の特集合 (γ1, . . . , γn)に付随する消滅サイクルの順序集合 (V1, . . . , Vn) := (Vγ1 , . . . , Vγn) を消滅サ

イクルの特基底 (distinguished basis of vanishing paths)と呼ぶ。

∗を起点として γ の周りを回るループ γ# ∈ Ω(C \ Critv(f))に対し、γ# に沿った平行移動はM∗ のシンプレク

ティック自己同相を与えるが、これを消滅サイクルVγ に沿ったDehn捻り (Dehn twist)と呼ぶ。Dehn捻りのシンプ

レクティック写像類群 (symplectic mapping class group) Symp(M,ω)/Ham(M,ω)における像は γのホモトピー類

にのみ依存する。M∗が 2次元の時、上の意味でのDehn捻りの写像類群 (mapping class group) Diff(M)/Diff(M)0

における像は通常の意味の Dehn捻りになっている。シンプレクティック写像類群から写像類群への写像は一般には

大きな核を持つ [Sei99, KS02, ST01]。

Donaldson [Don96, Don99]による有名な定理により、任意のシンプレクティック多様体はLefschetz束の構造を

持つ。また、4次元では逆に任意の Lefschetz束の全空間はシンプレクティック構造を許容することが Gompfによっ

て知られている [GS99]。種数 gの曲面をファイバーとする S2上の Lefschetzファイブレーションを与えることは、

種数 gの曲面の上の単純閉曲線の列 (C1, . . . , Cn)で、写像類群において関係式

τC1
◦ · · · ◦ τCn = 1 (12.2)

を満たすものを与える事と同値である。シンプレクティック幾何学におけるLefschetzファイブレーションについて

は 1998年の国際数学者会議におけるDonaldsonの講演 [Don98]が、4次元トポロジーにおける Lefschetzファイブ

レーションの位置付けについては、前述の [GS99]の他に Gompfによる解説 [Gom05] などがある。

13 深谷–Seidel圏

Lefschetzファイブレーションπ : M → Cに対し、C上の単射な道 γ : [0,∞) → Cで、γ([0,∞))∩Critv(π) = {γ(0)}
を満たし、コンパクト集合の外では負の実軸に平行な直線になっているようなものを、−∞を基点とした πの消滅

経路と呼ぶ。また、消滅経路 γ に沿った時刻 t ∈ (0,∞)における消滅サイクルを

Vγ,t :=
{
p ∈Mγ(t)

∣∣∣ lim
s→0

γ̃p(s) ∈ Crit(f)
}

(13.1)

と置き、これらの消滅サイクルを並べたものを

Lγ :=
⋃

t∈[0,∞)

Vγ,t (13.2)

と書いて、γに沿ったLefschetz指貫 (Lefschetz thimble)と呼ぶ。Lefschetz指貫は開円板と同相なMのLagrange部分

多様体である。ここで、便宜的にγ(0) ∈ Critv(π)上のただ一つの臨界点からなる集合をVγ,0と置いた。−∞を基点とす
る消滅経路からなる全順序集合 (γi)

n
i=1が互いに交わらず、しかも十分大きな tに対してIm(γ1(t)) > · · · > Im(γ(n(t))

を満たす時、−∞を基点とする消滅経路の特集合 (distingusihed set of vanishing paths based at −∞)と呼ぶ。この

時、対応するLefschetz指貫Li := Lγiの順序集合 (Li)
n
i=1をLefschetz指貫の特基底 (distinguished basis of Lefschetz

thimbles)と呼ぶ。

全ての臨界値を含むコンパクト集合K1と、K1を内部に含むコンパクト集合K2を適当に選んで固定する。さら

に、十分小さな正数 ǫと、Lefschetzファイブレーションの底空間 Cの微分同相 φǫ で、K1 において恒等写像であ

り、K2の外側では ǫ回転 z 7→ exp(ǫ
√
−1)zで与えられるようなものを取る。K1の外側では、πは局所自明なシン

プレクティック多様体の族になっているので、M のHamilton同相 φǫで、φǫの持ち上げになっているようなものが

存在する。(Li)
n
i=1 を対象とし、

hom(Li, Lj) := CF∗(φǫ(Li), Lj) (13.3)
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を射の空間とする A∞ 圏を π の深谷–Seidel圏と呼び、F(π)と書く。深谷–Seidel圏における射の合成は、φǫ が誘

導する同一視

CF∗(φǫ(Li), Lj)
∼−→ CF∗(φ2ǫ(Li), φǫ(Lj)) (13.4)

と E の深谷圏における射の合成

m2 : CF∗(φǫ(Lj), Lk)⊗ CF∗(φ2ǫ(Li), φǫ(Lj)) → CF∗(φ2ǫ(Li), Lk), (13.5)

それに Lagrange交叉 Floer理論における連続性写像 (continuation map)

CF∗(φ2ǫ(Li), Lk) ∼= CF∗(φǫ(Li), Lk) (13.6)

を合成する事で与えられる。ただし、φ2ǫ := φǫ ◦ φǫ とおいた。A∞圏における射の高次の合成についても同様に定

義される。この定義が、基点 ∗ ∈ Cにおける πのファイバーM∗ := π−1(∗)の深谷圏 F(M)の、消滅サイクルの特

基底 (Vi)
N
i=1に付随する有向部分圏としての前述の定義と一致することは容易に分かる。F(π)は消滅サイクルの特

基底や概複素構造などの補助的なデータに依存するが、導来圏DbF(π)の擬同値類は Lefschetzファイブレーション

πのシンプレクティック同相類にしか依存しない 52。

LefschetzファイブレーションをMorse関数の類似と見るならば、Lefschetz指貫は降下Morseサイクル (descending

Morse cycle)の Lefschetzファイブレーションにおける対応物である。C上の点 ∗を基点とする消滅経路の特集合
(γi)

n
i=1を 1つ取って固定する。C \⋃ni=1 γ([0, 1])は可縮であり、しかもその上では πは位相的に自明なファイバー

束になっているので、E \ π−1 (
⋃n
i=1 γ([0, 1]))はファイバーM∗ := π−1(∗)とホモトピー同値である。ここに ∗を基

点とする Lefschetz指貫を貼り合わせたものはM とホモトピー同値になる；

M ∼M∗ ∪
n⋃

i=1

Li. (13.7)

従って、Lefschetz指貫は全空間M とファイバーM∗の仲立ちをするような幾何学的対象であり、Seidelのプログラ

ムはその深谷圏における影である。また、Lefschetz指貫には超幾何級数の積分表示における被積分サイクルとして

の側面もあり、量子コホモロジーに付随するモノドロミー保存変形のStokes行列に関するDubrovinの予想 [Dub98]

と密接に関わる。

Lefschetzファイブレーションの例として、An 型特異点の定義多項式 xn+1を正数 aで摂動して得られる写像

f : C → C, x 7→ xn+1 − ax (13.8)

を考える。f の臨界点の集合は

Crit(f) := {x ∈ C | (n+ 1)xn = a} =
{
ζinx0

}n−1

i=0
, x0 := n

√
a/(n+ 1), ζn := exp(2π

√
−1/n) (13.9)

であり、臨界値

xn+1 − ax =
a

n+ 1
x− ax = − n

n+ 1
ax (13.10)

は円周上に分布する。消滅経路の特集合を図 13.1のように取ると、対応する Lefschetz指貫は図 13.2のようにな

る。これらは

#(φǫ(Li) ∩ Lj) =




1 j = iまたは j = i+ 1,

0 その他
(13.11)

を満たすので、次数付けを適当に取ると、深谷–Seidel圏における射の空間は

homk(Li, Lj) =





C · idLi j = iかつ k = 0,

C j = i+ 1かつ k = 1,

0 その他

(13.12)

で与えられる。
52深谷–Seidel 圏が消滅サイクルの特基底の取り方に依らないことは、Dehn 捻りに関する Lagrange 交叉 Floer コホモロジーの長完全列

[Sei03] の帰結である。
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γ1

γ2

γn

図 13.1: 消滅経路の特集合

L1

L2

Ln

図 13.2: Lefschetz指貫の特基底

14 行列因子化

Gorenstein次数環 53 Rに対し、有限生成次数 R加群のなす Abel圏を grRと置き、Db grRをその有界導来圏と

する。Db grRの対象は、射影加群の有界複体と擬同型である時に理想複体 (perfect complex)と呼ばれる。理想複

体のなすDb grRの充満部分圏をDperf grRで表し、理想導来圏 (perfect derived category)と呼ぶ。有界導来圏の

理想導来圏による商 54を安定導来圏 (stable derived category)もしくは特異点圏 (singularity category)と呼び、

Db
sing(grR) := Db grR/Dperf grR (14.1)

で表す [Buc87]。

正則次数環 55 S と 0でない斉次元 f ∈ S に対し、商環 R := S/(f)は Gorenstein次数環の典型的な例を与える。

この場合の安定導来圏は [Eis80]で導入された行列因子化 (matrix factorization)を用いて具体的に記述される 56。

例として S := C[x], f := xn+1, R := S/(f)の場合を考えると、(Ei := R/(x)(−i + 1))
n
i=1 がDb

sing(grR)の完備例

外列になり、それらの間の射が

Extk(Ei, Ej) ∼=





C · idSi i = j かつ k = 0,

C j = i+ 1 かつ k = 1,

0 その他

(14.2)

を満たすことは容易に分かる [Tak05, Orl09]。

15 可逆多項式

自然数を成分とする n× n行列 Aに対し n変数多項式 f ∈ C[x1, . . . , n]を

f =

n∑

i=1

xai11 · · ·xainn (15.1)

53Abel 群 H に対し、Ah ·Ah′ ⊂ Ah+h′ を満たす直和分解 A =
⊕

h∈H Ah が与えられた環をH 次数環 (H-graded ring) または単に次数
環 (graded ring) と呼ぶ。次数環に対し、全ての素イデアルにおける局所化が Gorenstein 局所環である事と、全ての斉次素イデアルにおける
局所化が Gorenstein 局所環である事は同値であり、この条件を満たす次数環を Gorenstein 次数環と呼ぶ。

54T を三角圏とし、N を T の充満三角部分圏とすると、写像錐が N に入るような射の集合で T を局所化する事によって、再び三角圏を得
る事ができる。これを T の N による Verdier商 (Verdier quotient) と呼び、T /N で表す。Keller [Dri04]や Drinfeld [Kel99]によって、強
化三角圏の Verdier 商は再び強化三角圏になることが知られている。

55次数環の全ての素イデアルにおける局所化が正則局所環である事と、全ての斉次素イデアルにおける局所化が正則局所環である事は同値で
あり、この条件を満たす次数環を正則次数環と呼ぶ。

56自由 S 加群の無限列 K• =

{
· · · → Ki ki

−→ Ki+1 ki+1

−−−→ Ki+2 → · · ·

}
で、任意の i ∈ Z に対し Ki+2 ∼= Ki 及び ki+1 ◦ ki = W を満

たすものを行列因子化 (matrix factorization) と呼ぶ。複体の場合と同様にして、行列因子化は自然に微分次数圏をなす。行列因子化の解説と
しては例えば [Yos90] を見よ。
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で定義する。f の零でない係数は変数 xi たちを適当に定数倍することによって 1に規格化できる事に注意せよ。A

が可逆行列で、f が原点に孤立臨界点を持つ時、f を可逆多項式 (invertible polynomial)と呼ぶ。f ∈ C[x1, . . . , xn]

と g ∈ C[y1, . . . , ym]に対し、f + g ∈ C[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym]を f と gの Sebastiani–Thom和 (Sebastiani–Thom

sum)と呼ぶ [ST71]。一般に、可逆多項式は

• Fermat型 (Fermat type)：f = xp

• 鎖型 (chain type)：f = xp11 x2 + xp22 x3 + · · ·+ x
pn−1

n−1 xn + xpnn

• 円環型 (loop type)：f = xp11 x2 + xp22 x3 + · · ·+ x
pn−1

n−1 xn + xpnn x1

の幾つかの Sebastiani–Thom和で与えられる [AGZV85, KS92]。与えられた可逆多項式に対し、環 C[x1, . . . , xn]/f

は n+ 1個の生成元 ~x1, . . . , ~xn,~cと n個の関係式

ai1~x1 + · · ·+ ain~xn = ~c, i = 1, . . . , n (15.2)

で定義される階数 1の Abel群 Lによる自然な次数付けを持つ。この Lは

K :=
{
(α1, . . . , αn) ∈ (C×)n

∣∣ αa111 · · ·αa1nn = · · · = αan11 · · ·αann
n

}
(15.3)

で定義される群の指標群である。 最大対角対称性の群 (the group of maximal diagonal symmetries) Gmax は写像

K → C×, (α1, . . . , αn) 7→ αa111 · · ·αa1nn (15.4)

の核として定義される：

1 → Gmax → K → C× → 1. (15.5)

(15.5)は指標群の完全列

0 → Z → L→ G∨
max → 0 (15.6)

を誘導する。ここで、

G∨
max := Hom(Gmax,C

×) (15.7)

は Gmaxとの正準的 (canonical)ではない同型を持つ。Aの逆行列を

A−1 =




ϕ
(1)
1 ϕ

(2)
1 · · · ϕ

(n)
1

ϕ
(1)
2 ϕ

(2)
2 · · · ϕ

(n)
2

...
...

. . .
...

ϕ
(1)
n ϕ

(2)
n · · · ϕ

(n)
n




(15.8)

と置くと、Gmax は

ρk :=
(
exp

(
2π

√
−1ϕ

(k)
1

)
, . . . , exp

(
2π

√
−1ϕ(k)

n

))
(15.9)

で生成される。i = 1, . . . , nに対し

ϕi : ϕ
(1)
i + · · ·+ ϕ

(n)
i (15.10)

と置いて、群の準同型 ϕ : C× → K を

ϕ(α) :=
(
αℓϕ1 , . . . , αℓϕn

)
(15.11)
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で定義する。但し、ℓは全ての i = 1, . . . , nに対し ℓϕi が整数になるような最小の非負整数である。 この時 ϕは単

射になり、その余核を Gmaxと置く；

1 → C× ϕ−→ K → Gmax → 1. (15.12)

W は

deg xi = ℓϕi, i = 1, . . . , n (15.13)

によって Z次数付けを持つ。f が原点に孤立臨界点を持つので、重み付き超曲面

Y := {[x1 : · · · : xn] ∈ P(ℓϕ1, . . . , ℓϕn) | f(x1, . . . , xn) = 0} (15.14)

は滑らかな Deligne–Mumfordスタックである。Y の正準束が自明になるための必要十分条件は

deg x1 + · · ·+ deg xn = ℓ (15.15)

である。Imϕ ∩Gは

J :=
(
exp

(
2π

√
−1ϕ1

)
, . . . , exp

(
2π

√
−1ϕn

))
(15.16)

で生成されている。J ∈ Gと仮定して、G := G/ 〈J〉と置き、自然な全射K → GmaxによるGの逆像をM と書く。

また、M の指標群をH と置く。この時、Calabi–Yauスタック [Y/G]と Landau–Ginzburg軌道体 (f,G) (もしくは

(f,M)) 57が密接に関係しているという予想をCalabi–Yau/Landau–Ginzburg対応 (Calabi–Yau/Landau–Ginzburg

correspondence)と呼ぶ。これは少なくとも [Gep87]にまで遡る古いアイデアであるが、最近の発展としては例えば

[Orl09, CR10, CR11, CIR14] 等がある。

可逆多項式 f の転置 (transpose)は

f̌ :=

n∑

i=1

xa1i1 · · ·xani
n (15.17)

で定義される。f̌ の最大対角対称性の群 Ǧmax は (AT )−1 = (A−1)T の列ベクトル ρ̌i たちで生成されている。Gmax

の部分群Gに対し、Gの転置 Ǧは

Ǧ :=





n∏

i=1

ρ̌rii

∣∣∣∣∣∣∣∣
任意の

n∏

i=1

ρaii ∈ Gに対し
(
r1 · · · rn

)
A−1




a1
...

an


 ∈ Z





(15.18)

で定義される ([Kra]を見よ)。対応 G ↔ Ǧは Gmax を {e}と、〈J〉を Gmax ∩ SLn(C)とそれぞれ入れ替える。こ

の時、Landau–Ginzburg模型 (f,G)と (f̌ , Ǧ)がミラーであるというのがBerglund–Hübsch [BH93] による転置ミ

ラー対称性 (transposition mirror symmetry)である。

16 箙とその表現

ホモロジー的ミラー対称性の証明の方針は大きく分けて 2つある。1つは Fourier変換のような幾何学的な方法で

関手を定義して、それが充満忠実かつ本質的全射であることを示す方法、そしてもう 1つは、それぞれの圏の生成

元で、それらの自己同型代数が微分次数代数あるいはA∞ 代数として擬同型になるようなものを見つける方法であ

る。これらの方法は、2つの環が同型であることを示すのに、まず準同型を作って、それが全射かつ単射であること

を示すのと、生成元の間に対応をつけて、関係式が一致することを示すのに似ている。

57代数多様体上の正則関数 f : V → C と、V に作用する群 G で f を不変にするようなものの組 (f, G) をここでは Landau–Ginzburg 軌道
体と呼ぶ。
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予完備な強化三角圏D のコンパクトな生成元E が与えられた時、A := homD(E,E)に対し関手

RHomD(E,−) : D → DA (16.1)

とその随伴関手

(−)⊗A E : DA → D (16.2)

は圏の同値を与える 58。A が非輪体的 (acyclic、すなわち i 6= 0に対しHi(A ) = 0)であれば、DA はA := H0(A )

上の加群の導来圏と同値になる。

頂点 (vertex)の集合Q0と矢印 (arrow)の集合 Q1、それに矢印に対してその始点 (source)と終点 (target)を対応

させる写像 s, t : Q1 → Q0 からなる組 Q := (Q0, Q1, s, t)を箙 (quiver)と呼ぶ。Q0 と Q1 が有限集合の時、Qは有

限である (finite)と言う。正の自然数 kに対し、長さ (length)が kの道 (path)とは、矢印の列 (ak, . . . , a2, a1)で、

任意の i = 1, . . . , k − 1に対して s(ai+1) = t(ai) を満たすものを指す。また，各頂点 v ∈ Q0に対し，vで始まって

vで終わる長さ 0の元 ev を考えて，これも道と呼ぶ．道の張るベクトル空間に

(ak, . . . , a1) · (bl, . . . , b1) =




(ak, . . . , a1, bl, . . . , b1) s(a1) = t(bl)

0 その他
(16.3)

で積を入れたものを道代数 (path algebra)と呼び，CQで表す．頂点に付随する長さ 0の道はこの代数の冪等元に

なる．道代数 CQは道の長さによる自然な次数付け CQ =
⊕∞

n=0(CQ)n を持つ。箙Qとその道代数の両側イデアル

I ⊂ CQの組 Γ := (Q, I)を関係付き箙 (quiver with relations)と呼び、CΓ := CQ/I をその道代数と呼ぶ。以下で

は、箙の関係式は長さが 2以上の元からなる部分加群に含まれると仮定する；

I ⊂ (CQ)≥2 :=

∞⊕

n=2

(CQ)n. (16.4)

関係付き箙Γに対し、道代数CΓ上の加群をΓの表現 (representation)と呼ぶ。関係付き箙の表現を与える事は、各

頂点 vに対応する線形空間Mvと各矢印 aに対応する線形写像 φa ∈ Hom(Ms(a),Mt(a))の組
(
(Mv)v∈Q0

, (φa)a∈Q1

)

で、関係式を満たすものを与える事と同値である。

頂点に対応する冪等元が生成する半単純代数を

CQ0 :=
⊕

v∈Q0

Cev (16.5)

と置くと、関係付き箙の道代数は半単純代数 CQ0 上の代数である。逆に半単純代数 CQ0 上の代数 Aが与えられた

時、線形空間の直和分解A =
⊕

v,w∈Q0
evAew が存在するので、Aの生成元を直和因子から適当に取ってQ1と置い

て、a ∈ Q1が evAew の元の時 s(a) := w, t(a) := vと定義する事によって、箙Q := (Q0, Q1, s, t)が得られる。構成

から CQから Aに自然な全射があるので、その核を I として Γ := (Q, I)と置けば、CΓと Aは自然に同型になる。

非輪体的な生成元 E = E1 ⊕ · · · ⊕Enに対し、その直和成分の個数と同じ数の頂点を用意して Q0 := {v1, . . . , vn}
と置くと、i = 1, . . . , nに対して ei := evi を idEi ⊂ Aに送る事で、E の自己準同型代数 Aは半単純代数 CQ0 上の

代数になるので、適当な関係付き箙の道代数として表される。

Γを関係付き箙とし、A := CΓをその道代数とする。任意の頂点 v ∈ Q0に対し、冪等元 ev ∈ Aの生成するAの

右部分加群を Pv := evAとおく。1 =
∑

v∈Q0
ev からA ∼=

⊕
v∈Q0

Pv なので、Pv は Aの直和因子であり、従って射

影加群である。関係付き箙が非輪体的な生成元 E = E1 ⊕ · · · ⊕ En から来ている時、圏同値 (16.1)によって Ei は

Pi := Pvi に移される。一方、頂点 vが与えられた時、頂点 wに対して線形空間を

Mw =




C w = v,

0 その他
(16.6)

58これと Fourier–SYZ変換 (あるいは族の Floer コホモロジー)の類似性を強調する見方もあるが、Lagrange トーラスファイブレーション
のファイバーは全て集めても導来圏を生成しない (ミラー側で見ると、点層は導来圏はおろか K 群すら生成しない) という顕著な違いがある。
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で定め、全ての矢印 a ∈ Q1 に対して φa = 0とおくと、
(
(Mw)w∈Q0

, (φa)a∈Q1

)
は Γの表現になるが、これを Sv

と書き、vに付随する単純加群と呼ぶ。A加群 Sv の射影分解の初項は

· · · →
⊕

t(a)=v

Ps(a) → Pv → Sv → 0 (16.7)

で与えられ、その核はAの関係式から来る。この射影分解を関手Hom(−, Sw)で送る事により、Ext1(Sv, Sw)の基

底は wから vへの矢印に対応し、Ext2(Sv, Sw)の基底は wから vに至る道の関係式に対応する事が分かる。

非自明な直和分解を持たない対象を直既約 (indecomposable)、自明な部分対象を持たない対象を既約 (irreducible)、

恒等写像の定数倍以外の自己準同型を持たない対象を単純 (simple)と呼ぶ。また、単純かつ非輪体的な対象を例外対

象 (exceptional object)と呼ぶ。例外対象の列 (Ei)
n
i=1が任意の i > j と任意の k ∈ Zに対して Extk(Ei, Ej) = 0を

満たす時、例外列 (exceptional collection)と呼ばれる。非輪体的な例外列を強例外列 (strong exceptional collection)

と呼ぶ。
⊕n

i=1 Ei が生成元であるような例外列を完備例外列 (full exceptional collection)と言う。

始点と終点が一致する道を有向サイクル (oriented cycle)と呼ぶ。また、有向サイクルを持たない箙を有向箙 (directed

quiver)と呼ぶ。完備強例外列の全準同型代数(total morphism algebra) A :=
⊕n

i,j=0 Hom(Ei, Ej) ∼= End (
⊕n

i=0 Ei)

は関係付き有向箙の道代数と同型になる。有向箙の表現においては、単純加群の列 (Sn, Sn−1, . . . , S1)は完備例外列

をなし、

Extk(Pi, Sj) =




C i = j かつ k = 0,

0 その他
(16.8)

という意味で射影加群のなす強完備例外列 (Pi)
n
i=1と双対的になっている。完備例外列 (Si)

1
i=n は決して強例外列に

ならないが、AがKoszul代数 (Koszul algebra)であれば、導来圏における次数をずらして得られる列 (Si[−i])1i=nは
強例外列になり、その全準同型代数はAの Koszul双対代数 (Koszul dual algebra)になる。この意味で、(Si[i])

1
i=n

の微分次数代数もしくはA∞ 代数としての全準同型代数は、AのKoszul双対代数の一般化を与える。

箙の例として、

v1 v2 · · · vn
a1 a2 an−1

(16.9)

で与えられる箙Qを考える。これは n個の頂点Q0 = {v1, . . . , vn} と n− 1本の矢印Q1 = {a1, . . . , an−1} を持ち、
任意の i = 1, . . . , n− 1に対して s(ai) = vi+1 かつ t(ai) = vi である。i, j = 1, . . . , nに対して道 aij を

aij :=





aiai+1 · · · aj−1 i < j,

evi i = j,

0 i > j

(16.10)

で定義すると、道代数に於ける積は

aijakl =




ail j = k,

0 その他
(16.11)

で与えられる。(i, j)成分のみが 1で残りが 0の n× n行列を Eij とおくと、写像 aij 7→ Eij によって、Qの道代数

A := CQは n次上半三角行列代数と同型になる。射影加群 Pi := eiAからなる強完備例外列 (Pn, Pn−1, . . . , P1) の

双対列は単純加群 Si := Ceiからなり、それらの間の射のなす線形空間は

Extk(Si, Sj) ∼=





C · idSi i = j かつ k = 0,

C j = i+ 1 かつ k = 1,

0 その他

(16.12)
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で与えられる。次数代数A :=
⊕∞

k=0

⊕n
i,j=1 Ext

k(Si, Sj) の積構造は、次数付き線形空間としての構造 (16.12)から

一意的に定まる事が容易に分かる。更に、微分次数代数A が形式的である事も (16.12)から容易に従う。一般に、

次数代数 Aの強化 59が一意的である現象を内在的形式性 (intrinsic formality)と呼ぶ。

深谷–Seidel圏における射の空間 (13.12)と行列因子化の圏における (14.2)を、(16.12)で与えられる次数代数の内

在的形式性と組み合わせることにより、f := xn+1 − axと f̌ := xn+1に対して強化三角圏の同値

DbF(f) ∼= Db
sing(grC[x]/(f̌) (16.13)

を得るが、これが An 特異点に対するホモロジー的ミラー対称性である。類似の結果はより一般の可逆多項式に対

しても成り立つと予想されており、幾つかの場合に証明されているが、これについては例えば [FU]を見よ。

17 トーリックFano多様体に対するホモロジー的ミラー対称性

Calabi–Yau多様体以外の多様体に対するホモロジー的ミラー対称性の中で最も深く研究されているのは、トー

リック Fano多様体の場合である。トーリック Fano多様体のミラーは Landau–Ginzburg模型であり、この明らか

な非対称性のために、どちら側でシンプレクティック幾何を考えるかによって 2つのバージョンがある。

トーリック Fano多様体X は凸格子多面体 60で決まり、その複素構造はモジュライを持たない。一方、シンプレ

クティック構造は、X をシンプレクティックベクトル空間のトーラス作用によるシンプレクティック商として構成す

るときの運動量写像の値 (等位集合)の選び方によって変化するので、b2 = dimH2(X,R)次元のモジュライを持つ。

このモジュライはミラーの Landau–Ginzburg模型において、ポテンシャルW の係数に対応する。

ホモロジー的ミラー対称性の 1つのバージョンは

Db cohX ∼= DbF(W ) (17.1)

であり、もう 1つのバージョンは

DπF(X) ∼= Db
sing(W ) (17.2)

である。モジュライ依存性が無いという意味では (17.1)の方が易しいが、一般のシンプレクティック構造に対しては

(17.2)に現れるどちらの圏も半単純になる (すなわち、ベクトル空間の複体の圏の直和になる) と期待されるので、

その意味では (17.2)の方が易しい。但し、X の Gromov–Witten不変量とポテンシャルW の振動積分の関係を与

える古典的ミラー対称性が系として従うべき主張は (17.2)の方である。Fano多様体とは限らない一般のコンパクト

なシンプレクティックトーリック多様体に対する (17.2)の証明がAbouzaid–Fukaya–Oh–Ohta–Onoによって予告さ

れている。また、この場合のホモロジー的ミラー対称性と古典的ミラー対称性の関係については [FOOO]で詳しく

議論されている。ただし、強化三角圏の同値から古典的ミラー対称性を導出する事はこの場合でも行われていない。

以下では (17.1)について議論する。

N を階数 nの自由Abel群とし、その双対Abel群をM := Hom(N ,Z) とおく。∆ ⊂ NR := N ⊗R を凸格子多

面体とし、∆は原点を内点に含むと仮定する。∆の格子点の集合をA := ∆ ∩N とおき、∆を Newton多面体とす

る Laurent多項式を

W =
∑

n∈A
anx

n (17.3)

とおく。ここで係数 (an)n∈A ∈ CA を十分一般に取れば、W が定める写像M
×
C

:= SpecC[N ] → C は Lefschetz

ファイブレーションを与える。(17.1)の右辺はこうして得られる Lefschetzファイブレーションの深谷–Seidel圏で

ある。但し、定義域M
×
C
∼= (C×)nには−

√
−1/2

∑n
i=1 dxi ∧ dxi/|xi|2をシンプレクティック形式とする自然なシン

プレクティック構造を入れる。

59与えられた次数代数 A に対し、コホモロジー代数が A と同型になるような微分次数代数 A を A の強化 (enhancement) と呼ぶ。
60有限個の格子点の凸包 (convex hull) を凸格子多面体 (convex lattice polytope) と呼ぶ。
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∆の頂点の集合を {ni}ri=1と置いて、写像 ϕ : Zr → N を ϕ(ei) := niで定める。但し、Zr の標準基底を (ei)
r
i=1

と置いた。更に、∆の境界 (すなわち、余次元 1の面の和集合)の三角形分割 Σで、その頂点の集合が∆の頂点の

集合と一致するようなものを 1つ選んで固定する。ある {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , r}が存在して、zi1 = · · · = zik = 0

であるが、{vi1 , . . . , vik}で張られる単体が Σに属さないような点 (z1, . . . , zr) ∈ Cr の集合を Stanley-Reisner軌跡

(Stanley-Reisner locus)と呼び、SR(Σ)で表す。ϕの誘導する写像ϕC× : (C×)r → NC×の核K := KerϕC× ⊂ (C×)r

は (C×)r の Cr への自然な作用を通して Cr に作用するが、この作用に関する Cr \ SR(Σ)のスタック論的な商を

XΣ := [(Cr \ SR(Σ))/K] (17.4)

と書き、Σに付随したトーリックスタックと呼ぶ。この時、予想 2.5は強化三角圏の同値

Db cohXΣ
∼= DbF(W ) (17.5)

の存在を主張する。XΣは一般にトーリック弱 Fanoスタックになる 61。XΣが代数多様体になるための必要十分条

件は Σがユニモジュラーである (すなわち、Σの任意の単体が GLn(Z)⋉Znの作用で標準単体に移せる)事であり、

XΣが Fanoになるための必要十分条件は Σの全ての面が∆の面である事である。XΣの同型類は単体分割 Σの取

り方に依るが、導来圏Db cohXΣの強化三角圏としての擬同型類は∆のみで決まる [Kaw05]。

例として、N := Zが階数 1の Abel群であり、∆a,b := [−a, b]が長さ a+ bの閉区間である場合を考える。この時

ϕC× : (C×)2 → C×, (α, β) 7→ α−aβb (17.6)

であり、その核は c := gcd(a, b)に対し C× ×Z/cZと同型になる。∂∆の単体分割は一意的であり、Stanley-Reisner

軌跡は 0 := {(0, 0)}になる。K の C2 \ 0への作用は (1, 0)と (0, 1)にそれぞれ Z/aZ及び Z/bZと同型な固定化部

分群を持つ。対応するトーリックスタックを

Xa,b := [(C2 \ 0)/K] (17.7)

と書く。a と b が互いに素なら、Xa,b は C× の C2 への作用 (x, y) 7→ (αax, αby) による C2 \ 0 の商 P(a, b) :=

[(C2 \ 0)/C×]と同型になる。ミラーとして

W (x) = xa − 1

xb
(17.8)

を取ると、臨界点は xa+b = b/aで定義され、そのうちの 1つは正の実数である。∞を起点に取って、臨界値と∞を
結ぶ実軸上の半直線 γ1を消滅経路として選ぶと、対応する Lefschetz指貫 L1は x平面の正の実軸になる。n = a+ b,

ζn = exp(2π
√
−1/n)とおいて、i ∈ {1, . . . , n− 1}に対し、写像 x 7→ ζinxによって L1を移したものを ζinL1と書く

と、これは ζain γ1に沿った Lefscheta指貫になる。コンパクト集合の外で正の実軸と平行になるように ζain γ1を変形

すると、ζinL1は無限遠の近傍では − 2aiπ
n 回転され, 0の近傍では 2biπ

n 回転される。こうして得られる Lefschetz指

貫を Li+1とおくと、(Li)
n
i=1 は Lefschetz指貫の特基底になる。この特基底に関する深谷–Seidel圏は容易に計算さ

れ、Xの直線束からなる完備強例外列 (Li)ni=1 を上手く取ると

HomFukW (Li, Lj) ∼= HomX(Li,Lj) (17.9)

が成り立つことが容易に分かる 62。

例として、(a, b) = (1, 1), (2, 2), (3, 5)の場合を考える。Lefschetz指貫の特基底は図 17.1、図 17.2及び図 17.3の

ようになり、対応する箙はそれぞれ (17.10)、(17.11)及び (17.12)で与えられる。(a, b) = (1, 1)の場合はX = P1で

あり、(a, b) = (2, 2)の場合はその被覆であることに注意せよ。

1 2 (17.10)

61正準束がネフかつ巨大なスタックを弱 Fano スタックと呼ぶ。
62a と b が互いに素なら、Li = O(i) と取れる。a と b が互いに素でない場合は、a と b が互いに素な場合の被覆として記述できる。
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1 3

2 4 (17.11)

1 4 7

2 5 8

3 6 (17.12)

L2

L1

図 17.1: (a, b) = (1, 1)

L1

L2
L3

L4

図 17.2: (a, b) = (1, 1)

L1

L4

L7

L2
L5

L8

L3 L6

図 17.3: (a, b) = (1, 1)

18 半直交分解

三角圏 T の充満部分圏 N が右許容的 (right admissible) であるとは、埋め込み関手 i : N →֒ T が右随伴関手
i! : T → N を持つ事を指す。同様に、埋め込み関手が左随伴関手 i∗ : T → N を持つ時、左許容的 (left admissible)

と呼ぶ。N が右許容的であるための必要十分条件は、任意のX ∈ T に対してある完全三角 N → X →M が存在し

て、N ∈ N かつM ∈ N⊥ となる事である。T とN が Serre関手を持てば、

HomT (X, i(N)) ∼= HomT (i(N), ST (X))∨ (18.1)

∼= HomN (N, i! ◦ ST (X))∨ (18.2)

∼= HomN (i! ◦ ST (X), SN (N)) (18.3)

∼= HomN (S−1
N ◦ i! ◦ ST (X), N) (18.4)

より

i∗ ∼= S−1
N ◦ i! ◦ ST (18.5)

となるので、左右の許容性は同値である。両側許容部分圏を単に許容部分圏(admissible subcategory)と呼ぶ。許容部

分圏の列 (N1, . . . ,Nn)と左許容部分圏の増大列 T1 = N1 ⊂ T2 ⊂ · · · ⊂ Tn = T が存在して、任意の i = 1, . . . , n− 1

に対してNi が Ti で Ti−1 に左直交している時、

T = 〈N1, . . . ,Nn〉 (18.6)
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と書き、T の半直交分解 (semiorthogonal decomposition)と呼ぶ。

三角圏の対象 E が

Homi(E,E) =




C · idE i = 0,

0 otherwise
(18.7)

を満たす時、例外対象 (exceptional object)と呼ばれる。例外対象の列 (E1, . . . , En)が任意の i > jと k ∈ Zに対し

Homk(Ei, Ej) = 0 (18.8)

を満たす時、例外列 (exceptional sequence) と呼ばれる。例外列によって三角圏として生成される部分圏は必ず許

容的である。例外列は、T を三角圏として生成している時、完備 (full) と呼ばれる。完備例外列 (E1, . . . , En) に

対し、Ei が生成する T の三角部分圏を Ni とおくと、T の半直交分解 T = 〈N1, . . . ,Nn〉が存在するが、これを
T = 〈E1, . . . , En〉と書く。この時の Ti は E1, . . . , Eiが生成する T の三角部分圏である。
微分次数圏D とその上の対象の列 (E1, . . . , En)が与えられた時、これらを対象に持つ新たな微分次数圏D→を

homD→(Ei, Ej) :=





C · idEi i = j,

homD(Ei, Ej) i < j,

0 otherwise

(18.9)

と書き、(E1, . . . , En)に関する D の有向部分圏 (directed subcatetory)と呼ぶ。有向部分圏は充満ではない部分圏

の重要な例になっている。また、D がCalabi–Yau圏 (すなわち、HoD において Serre関手が整数シフトであるよう

な圏)で、(E1, . . . , En)が D を写像錐と直和因子で生成している時、有向部分圏を取る操作の逆の操作に相当する

Calabi–Yau拡大 (Calabi–Yau extension)と呼ばれる操作がある。これはFano多様体の連接層の導来圏に似た圏から

Calabi–Yau多様体の連接層の導来圏に似た圏を作る操作になっている。Calabi–Yau拡大には自明なもの [Seg08, Bal]

とそうでないもの [Kel11]がある。例えば、D→が P2の連接層の導来圏で、(E1, E2, E3) = (PP2 ,PP2(1),PP2(2))の

時、D→の次元 1の非自明なCalabi–Yau拡大として楕円曲線の連接層の導来圏が得られ、次元 3の自明なCalabi–Yau

拡大として P2の正準束の全空間の連接層の導来圏が得られる。

有向部分圏の導来圏は定義から完備例外列を持ち、深谷–Seidel圏はまさにこれに該当する。これはホモロジー的

ミラー対称性によって、完備トーリック多様体の連接層の導来圏が完備例外列を持つという [Kaw06b]の結果と対応

している。また、例外対象を幾つか取り除くことで許容部分圏を得るが、これが極小モデル理論における収縮やフ

ロップと対応していると期待されている [Kaw13, BFK, BO, BO02, Kuzb]。[AKO08]ではこれを用いてHirzebruch

曲面に対するホモロジー的ミラー予想を証明している。また、[Ker08]ではトーリック曲面の重み付き爆発に対応す

るミラーの振る舞いを調べている。

半直交分解

T = 〈N1,N2〉 (18.10)

に対し、φ = i∗2 ◦ i1 : N1 → N2を貼り合わせ関手 (gluing functor)と呼ぶ。例えば、P2の 1点爆発を π : X → P2と

おくと、X の連接層の導来圏は

Db cohX =
〈
OE(−1), π∗Db cohP2

〉
, π∗Db cohP2 = 〈O,O(H),O(2H)〉 (18.11)

という半直交分解を持つ [Orl92]。この時

M := φ(OE(−1)) = i∗2(OE(−1)) ∈⊥(π∗Db cohP2) (18.12)

は、N ∈ π∗Db cohP2によって

M → OE(−1) → N (18.13)
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なる完全三角によって特徴付けられる。これは (18.11)に沿ってOE(−1)を変異した

Db cohX =
〈
π∗Db cohP2,M

〉
(18.14)

で与えられる。変異と Serre関手の関係から

M [2] ∼= OE(−1)⊗ ω−1
X

∼= OE(E)⊗O(3H − E) ∼= OE(3H) ∼= OE (18.15)

であり、N は

Hom(OE [−2],OE(−1)) ∼= Ext2(OE ,OE(−1)) (18.16)

∼= Ext2 ({O(−E) → O} ,OE(−1)) (18.17)

∼= H2 ({OE(−1) → OE(−2)}) (18.18)

∼= C (18.19)

の生成元に対応する写像錐である。変異を具体的に書くと、

OE [−2] O(2H − E)[−1] O(E) OE(−1)

O(2H)[−1] O(H)⊕2 O[1] (18.20)

から

N ∼= {OE [−2] → OE(−1) → π∗Op[1]} ∼= π∗Op[1] (18.21)

となる。但し、

Op
∼=
{
O(2H) → O(H)⊕2 → O

}
(18.22)

は爆発の中心 p ∈ P2の構造層である。

連接層の導来圏の半直交分解から来るHochschildコホモロジーの完全列

· · · → HHi(A) → HHi(A1)⊕HHi(A2) → Ext(φ, φ) → · · · (18.23)

が [Kuza]に与えられている。また、関連する結果は [Han14]にもある。

森田理論により、Abel 圏の関手 φ : modA1 → modA2 は (A1, A2) 両側左 A1 右 A2 加群 M によって X1 7→
X1 ⊗A1

M と表される。集合

(
A2

M A1

)
:=

{(
a2 0

m a1

) ∣∣∣∣∣ a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, m ∈M

}
(18.24)

に積を

(
a2 0

m a1

)
·
(
a′2 0

m′ a′1

)
=

(
a2a

′
2 0

ma2 + a1m
′ a1a

′
1

)
(18.25)

で入れたものを T (A1, A2,M)と書き、三角行列環 (triangular matrix algebra)と呼ぶ。

((
u2 u1

)(a2
m a1

))(
a′2
m′ a′1

)
=
(
(u2a2)a

′
2 + (u1m)a′2 + (u1a1)m

′ (u1a1)a
′
1

)
, (18.26)

(
u2 u1

)((a2
m a1

)(
a′2
m′ a′1

))
=
(
u2(a2a

′
2) + u1(ma

′
2) + u1(a1m

′) u1(a1a
′
1)
)

(18.27)
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なので、T (A1, A2,M)加群を与えることは、A1加群U1, A2加群U2およびA2加群の準同型ϕ : U1⊗A1
M → U2からな

る三つ組 (U1, U2, ϕ)を与えることと同値である。三つ組 (U1, U2, ϕ)と (U ′
1, U

′
2, ϕ

′)の間の射は、ψ1 ∈ HomA1
(U1, U

′
1)

と ψ2 ∈ HomA2
(U2, U

′
2)の組 ψ = (ψ1, ψ2)で、図式

U1 ⊗A1
M

ϕ−−−−→ U2

ψ1⊗idM

y
yψ2

U ′
1 ⊗A1

M
ϕ−−−−→ U ′

2

(18.28)

を可換にするもので与えられる。

関手 i1 : modA1 → modT (A1, A2,M) および i2 : modA2 → modT (A1, A2,M) を

i1(U1) = (U1, 0, 0), i2(U2) = (HomA2
(M,U2), U2), ev) (18.29)

で定義すると、

HomA2
(φ(U1), U2) := HomA(i1(U1), i2(U2)) (18.30)

∼= HomA1
(U1,HomA2

(M,U2)) (18.31)

∼= HomA2
(U1 ⊗A1

M,U2), (18.32)

HomA(i1(U1), i2(U2)) = 0 (18.33)

となる。

三角行列環において、A1 = Cの時に、

A = T (C, A2,M) =

(
A2

M C

)
(18.34)

を A2の一点余拡大 (one-point coextension)と呼ぶ。また、左 A2 加群N に対して
(
A2 N

C

)
(18.35)

を A2の N による一点拡大 (one-point extension)と呼ぶ。これらの概念は [Rin84]によって導入された。

三角行列環を作る方法として、冪等列に対する有向部分環を取るものがある。代数 Aの元の列 (e1, e2)で

e21 = e1, e
2
2 = e2, e1e2 = e2e1 = 0, 1 = e1 + e2, (18.36)

を満たすものをAの冪等列と呼ぶ。代数Aの任意の冪等元 eに対し、(e, 1− e)は冪等列である。冪等列 (e1, e2)に

対し

A1 := e1Ae1, A2 := e2Ae2, M := e1Ae2, N := e2Ae1 (18.37)

とおくと、M は (A1, A2)両側加群、N は (A2, A1)両側加群であり、Aは

A =

(
A1 N

M A2

)
(18.38)

と分解される。この時、

A→ := T (A1, A2,M) (18.39)

とおいて、冪等列 (e1, e2)に付随する Aの有向部分環 (directed subalgebra)と呼ぶ。

三角行列環は Abel圏や導来圏における再接着 (recollement)の概念と密接に関係する。これは [BBD82]に由来す

る概念であるが、これについては例えば [FP04]を見よ。

三角行列環の Hochschildコホモロジーは長完全列

· · · → HHi(A) → HHi(A1)⊕HHi(A2) → ExtAop

1
⊗A2

(M,M) → · · · (18.40)

を持つ [Cib00, GG, MP00, GS02, GMS03]。一点拡大の場合には、これらは [Hap89]によってそれ以前に知られて

いた。
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19 ホモロジー的ミラー予想からSYZ予想へ

Calabi–Yau多様体の組 (M,W )に対してホモロジー的ミラー対称性 (2.5)が成立している仮定すると、W の各

点 pに対して、pにおける点層 (skyscraper sheaf) Op に対応するM の深谷圏の対象が存在する。これは一般には

Lagrange部分多様体の複体であるが、素朴に考えてM の単一の Lagrange部分多様体として実現されると仮定しよ

う。この Lagrange部分多様体を Lpとおくと、圏同値 (2.5)から

HF∗(Lp) ∼= Ext∗(Op,Op) (19.1)

となる。ここで、HF∗(Lp)は Lpの Floerコホモロジーである。一方、n次元の複素多様体上の点層のコホモロジー

は常に n次元トーラス T n := (S1)n の通常のコホモロジーと同型になる;

Ext∗(Op,Op) ∼= H∗(T n) (19.2)

適当な条件のもとで Lagrange部分多様体の Floerコホモロジーは通常のコホモロジーに一致するので、大らかに考

えれば Lpはトーラスであると期待される。相異なる 2点 p, q ∈W に対し、圏同値 (2.5)から

HF∗(Lp, Lq) ∼= Ext∗(Op,Oq) = 0 (19.3)

となるので、再び大らかに考えれば、Lpと Lqは交わらないことが期待される。さらに、点層の集合 {Op}p∈W は全
域類 (spanning class、すなわち任意の p ∈ W に対してHom(E,Op) = 0であればE ∼= 0)なので、こうして得られた

LpたちがW 全体を敷き詰めて、W の Lagrangeトーラスファイブレーションを与えると期待するのは自然である。

ただし、深谷圏における同型類は Lagrange部分多様体をHamilton同相で移しても変わらないので、Lagrange部分

多様体のHamiltonアイソトピー類の中で良い代表元を取る事が必要になる。類似の問題は複素幾何側にもあって、

モジュライ空間を構成する際の安定性 (stability)がそれにあたる。連接層の導来圏における安定性は、Calabi–Yau

多様体のフロップと関連が深い [Bri02]。

20 特殊Lagrange部分多様体

Kähler多様体上の連接層としては、点層の他に正則ベクトル束 (holomorphic vector bundle)がある。Donaldsonと

Uhlenbeck–Yauによって証明された小林–Hitchin対応 (Hitchin–Kobayashi correspondence)により、安定 (stable)

な正則ベクトル束と既約Hermite Yang–Mills接続 (irredubicle Hermitian Yang–Mills connection)は 1対 1に対応

する。これにミラー側で対応すると期待されているのが特殊 Lagrange部分多様体である。

ホロノミー群が SU(n)の部分群になるような 2n次元のRiemann多様体 (M, g)を Calabi–Yau多様体と呼ぶので

あった。Cn 上の (1, 1)形式

ω0 :=

√
−1

2
(dz1 ∧ dz1 + · · ·+ dzn ∧ dzn) (20.1)

と (n, 0)形式

Ω0 := dz1 ∧ · · · ∧ dzn (20.2)

は SU(n)の作用で不変なので、ある点の接空間から出発して平行移動によって拡張することで、Calabi–Yau多様体

上の微分形式 ωと Ωで、共変微分が零であるようなものを得る事が出来る。これらは、それぞれM のKähler形式

と正則体積形式 (holomorphic volume form)を与える。ω0と Ω0 は関係式

1

n!
ωn0 = (−1)n(n−1)/2

(√
−1

2

)n
Ω0 ∧ Ω0 (20.3)

を満たすので、ωと Ωも同様に

1

n!
ωn = (−1)n(n−1)/2

(√
−1

2

)n
Ω ∧ Ω (20.4)
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を満たす。M の n次元部分多様体 Lが

ω|L = 0 (20.5)

を満たす時、Lを Lagrange部分多様体 (Lagrangian submanifold)と呼ぶ。ある実数 θがあって、Lagrange部分多

様体 Lが

Im

(
e
√−1θΩ

)∣∣∣
L
= 0 (20.6)

を満たす時、Lを位相 (phase)が θの特殊 Lagrange部分多様体 (special Lagrangian submanifold)と呼ぶ。Ωを定

数倍する事で位相は必ず 0にできるので、単一の特殊 Lagrange部分多様体を扱っている限りでは位相は本質的では

ない。

21 極小部分多様体

(M, gM )を Riemann多様体とし、Lをその部分多様体とする。Lの接束の gM に関する直交補空間を Lの法束

(normal bundle) と呼び、NL/M と書く;

TML := TL⊥NL/M . (21.1)

Lの上のベクトル場 v, w ∈ Γ(TL)に対し、ṽ|L = vおよび w̃|L = wを満たすM 上のベクトル場 ṽ, w̃ ∈ Γ(TM)を

任意に取って

B(v, w) := πNL/M
(∇ṽw̃) (21.2)

と置く。但し、

πNL/M
: TML → NL/M (21.3)

は直交分解 (21.1)に関する射影であり、∇は gM に関する TM の Levi-Civita接続である。(21.2)の右辺は明らか

に ṽの取り方に依らない。また、ṽ|L, w̃|L ∈ Γ (TM |L)が Γ(TL)の元なので [ṽ, w̃]|L ∈ Γ (TM |L)も Γ(TL)の元で

ある事と、Levi-Civita接続の零捩率条件∇ṽw̃ −∇w̃ṽ = [ṽ, w̃] から、(21.2)の右辺は ṽと w̃の入れ替えに関して対

称である。従って (21.2)の右辺は w̃の取り方にも依らず、Γ(Sym2 T ∗L⊗NL/M )の元を定めるが、これを Lの第 2

基本形式 (second fundamental form) と呼ぶ。Lの計量 gL := g|L に関する第 2基本形式 B の跡 (trace)を Lの平

均曲率 (mean curvature)と呼ぶ;

H := trg|L B ∈ C∞(L,NLM ). (21.4)

体積汎関数

Vol(L) :=

∫

L

volL (21.5)

に関する Euler-Lagrange方程式は、2階の非線形偏微分方程式

H = 0 (21.6)

を与える事が知られている。

22 校正幾何学

Riemann多様体 (M, gM )上の k次微分形式が以下の 2つの条件を満たす時、k次の校正形式 (calibration) と呼ば

れる:
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1. ϕは閉形式である。

2. 任意の点 p ∈M と任意の向き付けられた k次元部分空間W ⊂ TpM に対し、不等式

ϕ|∧kW ≤ volW (22.1)

が成り立つ。

M の向き付けられた k次元部分多様体N が、任意の p ∈ N に対して不等式 (22.1)における等号

ϕ|∧k TpN
= volTpN (22.2)

を満たす時、N を校正部分多様体 (calibrated submanifold) と呼ぶ。校正形式の定義から直ちに不等式

Vol (N, g|N) =
∫

N

volN ≤
∫

N

ϕ (22.3)

を得る。ここで、(22.3)の右辺は N のホモロジー類 [N ] ∈ Hk(M,Z) にしか依存しないことに注意せよ。これは

Yang-Mills-Higgs汎関数に対する Bogomolnyi-Prasad-Sommerfield不等式の類似である。不等式 (22.3)から直ち

に、校正部分多様体がそれの属するホモロジー類の中で最小の体積を持つ事が従う。特に、校正部分多様体は極小

部分多様体である。極小部分多様体の方程式 (21.6)と校正部分多様体の方程式 (22.2)の関係は、Yang–Mills方程式

D∗F = 0と ASD方程式 ∗F = −F の関係とよく似ている。前者は 2階の偏微分方程式であり、汎関数の停留点を

与える一方、後者は 1階の偏微分方程式であり、汎関数の最小値を与える。

校正形式と校正部分多様体の概念は [HL82]で導入された。校正形式の最も基本的な例は Kähler多様体における

Kähler形式の冪 ωkであり、この場合に校正部分多様体であるための必要十分条件は、複素部分多様体である事であ

る。Calabi–Yau多様体 (M, g, J, ω,Ω)に対し、ReΩは校正形式であり、この場合の校正部分多様体は特殊Lagrange

部分多様体になる。その他の校正部分多様体の例としては、G2多様体における結合部分多様体 (associative 3-fold)

や余結合部分多様体 (coassociative 4-fold)、それに Spin(7)多様体における Cayley部分多様体 (Caley 4-fold)など

がある。

23 McLeanの定理

(M, gM , J, ω,Ω)をCalabi–Yau多様体とし、Lをその特殊Lagrange部分多様体とする。LのRiemann計量 gL :=

(gM )|L に関する Hodgeの星状作用素を ∗L : Ωk(L) → Ωn−k(L)と書く。ν ∈ Γ
(
NL/X

)
を Lの法ベクトル場とす

ると、

(ιν ImΩ)|L = − ∗L ( (ινω)|L) (23.1)

が成り立つ。実際、(23.1)は微分を含まないので、各点ごとに接空間の適当な基底を取る事によって、M = Cn か

つ L = Rn で

Ω = dz1 ∧ · · · ∧ dzn = (dx1 +
√
−1dy1) ∧ · · · ∧ (dxn +

√
−1dyn), (23.2)

ω = dx1 ∧ dy1 + · · ·+ dxn ∧ dyn, (23.3)

ν =
∂

∂y1
(23.4)

である場合に帰着されるが、この時に (23.1)の両辺とも dx2 ∧ · · · ∧ dxn となる事が容易に分かる。
法ベクトル場 ν による Lの微小変形が特殊 Lagrange多様体であるための必要十分条件は

Lν ImΩ = Lνω = 0 (23.5)

である。Cartanのホモトピー公式

Lν = d ◦ ιν + ινd (23.6)
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と、Ωおよび ωが閉形式であることを使うと、この条件は

dινω = dιν ImΩ = 0 (23.7)

と書き換えられる。(23.1)により、この条件は

dινω = d(∗ινω) = 0, (23.8)

すなわち ινωが調和 1形式である事と同値である。Banach多様体における陰関数定理を用いる事によって、McLean

は次の定理を示した:

定理 23.1 ([McL98, Theorem 3.6]). 特殊 Lagrange部分多様体のモジュライ空間は滑らかであり、その Lにおける

接空間は L上の調和形式の空間と自然に同一視される。

特に、特殊 Lagrange部分多様体のモジュライ空間の次元は Lの第 1Betti数に等しい。ν1, ν2 ∈ Γ
(
NL/M

)
に対し

g(ν1, ν2) =

∫

Lb

(ιν1ω) ∧ ∗ (ιν2ω) (23.9)

と置くと、これは特殊 Lagrange部分多様体のモジュライ空間の計量を定めるが、これを McLean計量 (McLean

metric)と呼ぶ。

24 Hesse構造

アファイン多様体M 上の Riemann計量 gが Hesse計量 (Hessian metric)であるとは、各点 p ∈M に対して、p

の近傍 U のアファイン座標 {yi}ni=1と、U 上の関数K が存在して、

gij =
∂2K

∂yi∂yj
(24.1)

を満たすことを指す。M のアファイン構造を定める接続Dを用いると、(24.1)は座標に依らない形で

g = DdK (24.2)

と書ける。一般に Dは g に関する Levi-Civita接続 ∇と一致しない事に注意せよ。計量 g が正定値である事から、

K は凸関数になり、アファイン関数を加える自由度を除いて一意的に決まる。

アファイン座標を用いて U を Rn の開集合と同一視し、写像 y̌ = (y̌1, . . . , y̌n) : U → Rn を

y̌i =
∂K

∂yi
(24.3)

で定義すると、K の凸性から y̌は単射になり、U の座標を与える。さらに、U の関数 Ǩ を

Ǩ :=

n∑

i=1

y̌iyi −K (24.4)

で定義すると、

∂Ǩ

∂y̌i
= yi +

n∑

j=1

y̌j
∂yj
∂y̌i

− ∂K

∂y̌i
(24.5)

= yi +

n∑

j=1

∂K

∂yj

∂yj
∂y̌i

− ∂K

∂y̌i
(24.6)

= yi (24.7)
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かつ

g

(
∂

∂y̌i
,
∂

∂y̌j

)
= g

(
n∑

k=1

∂yk
∂y̌i

∂

∂yk
,

n∑

l=1

∂yl
∂y̌i

∂

∂yl

)
(24.8)

=

n∑

k,l=1

∂yk
∂y̌i

∂yl
∂y̌i

g

(
∂

∂yk
,
∂

∂yl

)
(24.9)

=

n∑

k,l=1

∂yk
∂y̌i

∂yl
∂y̌i

∂y̌k
∂yl

(24.10)

=

n∑

k=1

∂yk
∂y̌i

∂yk
∂y̌j

(24.11)

=

n∑

k=1

∂yj
∂y̌i

(24.12)

=
∂2Ǩ

∂y̌i∂y̌j
(24.13)

となる。従って、(U, g)は ((y̌i)
n
i=1)をアファイン座標とするようなHesse構造を持つが、これを双対Hesse構造 (dual

Hesse structure)と呼ぶ。また、((yi)
n
i=1,K)から ((y̌i)

n
i=1, Ǩ)への変換はLegendre変換 (Legendre transformation)

と呼ばれる。この構成は貼り合ってM の双対 Hesse構造を定める。

25 シンプレクティックアファイン構造

π : X → B を Lagrangeトーラスファイバー束とする。底空間の点 b0 に対し、その近傍 U における π の自明化

π−1(U) ∼= U × T n を取る。トーラス T n := Rn/Zn 上の 1サイクルの標準基底を {γ1, . . . , γn}とおき、ω の γi に

沿った積分として

ωi :=

∫

γi

ω (25.1)

を定める。これは、ν ∈ TbB に対して

ωi(ν) :=

∫

γi

ιν̃(ω) (25.2)

を与えるような底空間上の 1次微分形式である。但し、ν̃ は任意の x ∈ Lb := π−1(b)に対して π∗(ν̃(x)) = ν を満た

すような TX |Lb
の切断である。Lbの Lagrange条件

ω|Lb
= 0 (25.3)

により、(25.2)の右辺は ν̃ の取り方に依らずに決まる。また、ωが閉形式であることから、ωi も閉形式であること

が従う。従って、U を十分小さく取れば、U 上のある関数 yi が存在して、

dyi = ωi (25.4)

を満たす。このような yiはトロピカルアファイン変換GLn(Z)⋉Rn の作用を除いて一意的に定まる。U ∩ U ′上で

関数 {yi}ni=1と {y′i}ni=1はGLn(Z)⋉Rn の作用によって互いに結びついている。これによって、B にトロピカルア

ファイン構造が定まるが、これを B のシンプレクティックアファイン構造 (symplectic affine strcutre)と呼ぶ。

26 複素アファイン構造

同様に、{Γ1, . . . ,Γn}を T nの (n− 1)サイクルの標準基底とする。

λi = −
∫

Γi

ImΩ (26.1)

37



とおくと、dλi = 0となり、{y̌i}ni=1が存在して

λi = dy̌i (26.2)

となる。B にはこの {y̌i}ni=1を局所座標とするトロピカルアファイン構造が定まるが、これを B の複素アファイン

構造 (complex tropical affine strcutre)と呼ぶ。

27 Hitchinの定理

定理 27.1. McLean計量は Hesse計量であり、シンプレクティックアファイン構造と複素アファイン構造は互いに

双対的である。

Proof. {γi}ni=1 と {Γi}ni=1を γi · γj = δij となるように選ぶ。

δij = dyi

(
∂

∂yj

)
= ωi

(
∂

∂yj

)
=

∫

γi

ι ∂
∂yj

ω (27.1)

なので、

[
ι ∂
∂yj

ω

]
∈ H1(Lb) (27.2)

は γj に双対な元 γ∗j である。

gij := g

(
∂

∂yi
,
∂

∂yj

)
(27.3)

= −
∫

Lb

(
ι ∂
∂yi

ω
)
∧
(
ι ∂
∂yj

ImΩ

)
(27.4)

= −
∫

Lb

γ∗i ∧
(
ι ∂
∂yj

ImΩ

)
(27.5)

= −
∫

Γi

ι ∂
∂yj

ImΩ (27.6)

=
∂y̌i
∂yj

(27.7)

が成り立つが、gij = gji なので、

∂y̌i
∂yj

=
∂y̌j
∂yi

(27.8)

であり、あるK が存在して

y̌i =
∂K

∂yi
(27.9)

と書ける。これは g が Hesse計量で、(yi)
n
i=1 と (y̌i)

n
i=1 が Legendre双対なアファイン座標であることを示してい

る。

例 27.2. 代数的トーラス (C×)n に平坦な計量を

ω =
1

2π

n∑

i=1

dri ∧ dθi (27.10)

で入れる。但し、

zi = exp(ri +
√
−1θi) (27.11)

38



とおいた。正則体積形式を

Ω =
1

(2π
√
−1)n−1

dz1
z1

∧ · · · dzn
zn

(27.12)

で定義すると、

yi = y̌i = ri (27.13)

となる事が容易に分かる。

28 半平坦ミラー対称性

B をトロピカルアファイン多様体とし、π : X(B) := TB/TZB → B と π̌ : X̌(B) := T ∗B/T ∗
Z
B を双対トー

ラスファイブレーションとする。y = (y1, . . . , yn) を B のトロピカルアファイン座標とし、x = (x1, . . . , xn) と

x̌ = (x̌1, . . . , x̌n)を y に対応する πおよび π̌ のファイバー方向の座標とする。この座標によって、X(B)の自然な

複素構造は J
(

∂
∂xi

)
= ∂

∂yi
で与えられる。これは、X(B)の複素座標が zi = xi +

√
−1yi で与えられると言っても

同じことである。また、X̌(B)のシンプレクティック構造は

ω =

n∑

i=1

dx̌i ∧ dxi (28.1)

で与えられる。

B が Hesse計量を持ち、そのポテンシャルがK で与えられる時、X(B)は

ω = q
√
−1∂∂(K ◦ π) =

√
−1

2

n∑

j,k=1

∂2K

∂yj∂yk
dzj ∧ dzk (28.2)

を Kähler形式とする Kähler構造を持つ。また、X(B)は

Ω = dz1 ∧ · · · ∧ dzn (28.3)

で与えられる正則体積形式を持つ。ωnが Ω ∧Ωの定数倍になるための必要十分条件は、K が実Monge-Ampère方

程式

det

((
∂2K

∂yj∂yk

)n

j,k=1

)
=定数 (28.4)

を満たす事である。また、X̌(B)においては、複素座標は

žj = x̌j +
√
−1

∂K

∂yj
(28.5)

Kähler形式は

ω =

√
−1

2

n∑

j,k=1

gjkdzj ∧ dzk, gjk =
∂2K

∂yj∂yk
(28.6)

で与えられ、Calabi–Yau条件 ωn ∝ Ω ∧ Ω は再び実Monge-Ampère方程式

det

((
∂2K

∂yj∂yk

)n

j,k=1

)
=定数 (28.7)

になる。実Monge-Ampère方程式を満たす Hesse多様体をMonge-Ampère多様体と呼ぶ。
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29 Fourier–SYZ変換

Lagrangeトーラスファイブレーションの切断 s : B → X̌(B)を

s(y) = s1(y)x̌1 + · · ·+ sn(y)x̌n (29.1)

と書き、これに対してX(B)上の自明な U(1)束の接続を

∇ = d+
√
−1

n∑

i=1

si(y)dxi (29.2)

で定義する。この接続の曲率は

F = d

(
√
−1

n∑

i=1

si(y)dxi

)
(29.3)

= −
√
−1

n∑

i,j=1

∂si
∂yj

dxi ∧ dyj (29.4)

であり、その (2, 0)成分は

F 2,0 =
1

2

n∑

i,j=1

(
∂si
∂yj

− ∂sj
∂yi

)
dzi ∧ dzj (29.5)

なので、sが Lagrange切断であるための必要十分条件は、∇が正則であることである。

30 非コンパクト概Calabi-Yau多様体上の特殊Lagrangeトーラスファイバー

束

Kähler多様体 (M, g, J, ω)と正則体積形式Ω ∈ H0 (
∧n T ∗

M )の組 (M, g, J, ω,Ω)は Joyceによって概Calabi-Yau

多様体 (almost Calabi-Yau manifold) と名付けられた ([Joy05, Section 4.1]を見よ)。Calabi-Yau多様体との違い

は、(20.4)を要求しないことである。従って、概 Calabi-Yau多様体はRicci平坦とは限らない。この節では [Gro01]

に沿って、非コンパクト概 Calabi-Yau多様体上の特殊 Lagrangeトーラスファイバー束の構成について解説する。

また、[Gol01, Joy02, GHJ03]なども見よ。

m次元のトーラス T = (S1)n が n次元の概 Calabi-Yau多様体 (X, J, ω,Ω)への効果的な Hamilton作用を持つ

とする。すなわち、J , ωおよび Ωは T の作用で不変であり、X の任意の点を固定する T の元は単位元のみである

とする。この作用の運動量写像を µ : X → t∗ ∼= Rm とおく。必要であれば X を稠密な開部分集合に取り替えるこ

とによって、T の作用は自由で、µは臨界点を持たないと仮定する。T の作用が J を保つので、T 作用の基本ベク

トル場として正則 (holomorphic)なものを考えることができるが、これを X1, . . . ,Xm とおく。実の基本ベクトル場
X1, . . . , Xm との関係は

Xi = Xi + Xi, i = 1, . . . ,m, (30.1)

で与えられる。

例 30.1. Cの標準的な S1作用

e
√−1θ : z 7→ e

√−1θz (30.2)

を考えると、正則基本ベクトル場は

X =
√
−1z

∂

∂z
(30.3)

=
√
−1
(
x+

√
−1y

) 1
2

(
∂

∂x
−
√
−1

∂

∂y

)
(30.4)

=
1

2

(
−y ∂

∂x
+ x

∂

∂y

)
+

√
−1

2

(
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

)
(30.5)
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であり、実の基本ベクトル場は

X = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
(30.6)

である。

定理 30.2. 任意の ξ ∈ t∗ に対し、

Ωred := ι(X1, . . . , Xm)Ω (30.7)

はシンプレクティック商

X//ξT := µ−1(ξ)/T (30.8)

上の (n−m)形式を定め、(X//ξT, Jred, ωred,Ωred)は概 Calabi-Yau多様体になる。

Proof. シンプレクティック商の一般論から、(X//ξT, Jred, ωred)はKähler多様体であるので、Ωredがどこでも零にな

らない正則 (n−m)形式を定めることを示せば良い。p ∈ X//ξT におけるX//ξT の接空間の元 Y 1, . . . , Y n−m に対

し、その p ∈ µ−1(p)における接空間Tpµ
−1(p)への持ち上げを Y1, . . . , Yn−mとおく。Y1, . . . , Yn−mは、X1, . . . , Xm

の線形結合を加える自由度を除いて一意的に決まるが、Y1, . . . , Yn−m に X1, . . . , Xm の線形結合を加えても、Ωの

反対称性から

Ω(X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn−m) (30.9)

は不変に保たれるので、Ωred はシンプレクティック商X//ξT 上の微分形式を定義する。Ωは (n, 0)形式なので

ι(X1, . . . , Xm)Ω = ι(X1 + X 1, . . . ,Xm + Xm)Ω = ι(X1, . . . ,Xm)Ω (30.10)

である。Ωが正則微分形式で、X1, . . . ,Xm は正則ベクトル場なので、(30.10)の右辺の ι(X1, . . . ,Xm)Ωも正則な微

分形式である。Ωがどこでも零にならない n形式で、X1, . . . ,Xm はX の任意の点で一次独立なので、Ωredもどこ

でも零にならない。

定理 30.3. (X, J, ω,Ω)を n次元の概 Calabi–Yau多様体とする。また、m次元の実トーラス T = (S1)m の X へ

のHamilton作用で、Ωを保つものが与えられているとする。T 作用の Hamilton関数を µ : X → t∗とし、µの正則

値の集合を (t∗)reg で表す。更に、(n −m)次元多様体 B′ と T 不変な写像 π′ : X → B′ が与えられていて、任意の

ξ ∈ (t∗)reg に対し、π′ が誘導する写像 π′ : X//ξT → B はX//ξT の特殊 Lagrangeトーラスファイバー束である時、

写像

π := (µ, π′) : X → t
∗ ×B′ (30.11)

はX の特殊 Lagrangeトーラスファイバー束を与える。

Proof. x ∈ X を µの正則点とし、対応する正則値を ξ := µ(x)と置く。シンプレクティック商 X//ξT := µ−1(ξ)/T

に於いて xの代表する点を [x]で表し、[x]を通る π′ : X//ξT → B′のファイバーを Lb′ := π′−1
(b′)と置く。ここで

b′ := π′([x]) = π′(x)である。[x]に於ける Lb′ の接空間の基底を Y 1, . . . , Y n−m とし、その Tx
(
µ−1(ξ)

)
への持ち上

げを Y1, . . . , Yn−m と置くと、{X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn−m}は TxLb の基底を成す。但し、X1, . . . , Xm は T 作用の

基本ベクトル場である。T の可換性からXi同士は ωに関して直交し、運動量写像の定義からXiたちと Yj たちは ω

に関して直交するので、Lb′ が Lagrange部分多様体であれば Lξ,bも Lagrange部分多様体である。Ωredの定義から

ImΩred(Y 1, . . . , Y n−m) = ImΩ(X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn−m) (30.12)

なので、Lb′ が特殊 Lagrange部分多様体である事から、Lξ,bが特殊 Lagrange部分多様体である事が従う。
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定理 30.3の典型的な適用例として、Cn 内の領域 U 上のKähler形式が、関数

ϕ : Rn → R (30.13)

を用いて

ω =

√
−1

2
∂∂ϕ

(
|z1|2, . . . , |zn|2

)
(30.14)

=

√
−1

2
∂

(
n∑

i=1

ϕizidzi

)
(30.15)

=

√
−1

2




n∑

i=1

ϕidzi ∧ dzi +
n∑

i,j=1

ϕijzizjdzj ∧ dzi


 (30.16)

(30.17)

で与えられている状況を考える。ここで、

ϕi =
∂ϕ

∂xi
, ϕij =

∂2ϕ

∂xi∂xj
(30.18)

とおいた。

系 30.4. 写像

f : U → Rn, z 7→
(
ϕ1|z1|2 − ϕ2|z2|2, . . . , ϕ1|z1|2 − ϕn|zn|2, Im

(
√
−1

n+1
n∏

i=1

zi

))
(30.19)

の正則値の逆像は ωと Ω = dz1 ∧ · · · ∧ dzn に関する特殊 Lagrange部分多様体である。

Proof. Kähler形式 ωは、

Xi =
√
−1

(
zi

∂

∂zi
− zi

∂

∂zi

)
, i = 1, . . . , n (30.20)

を基本ベクトル場に持つ自然な T n作用に関して不変である。

ιXiω = ϕi (zidzi + zidzi) +

n∑

j=1

ϕij |zi|2 (zjdzj + zidzi) = d
(
ϕj |zj |2

)
(30.21)

より、T n 作用の運動量写像は

z 7→
(
ϕi |zi|2

)n
i=1

(30.22)

で与えられるので、正則体積形式 Ωを保つ (n− 1)次元の部分トーラス

T := {α = (α1, . . . , αn) ∈ T n | α1 · · ·αn = 1} ∼= T n−1 (30.23)

の作用の運動量写像は

µ : z 7→
(
ϕ1 |z1|2 − ϕ2 |z2|2 , . . . , ϕ1 |z1|2 − ϕn |zn|2

)
(30.24)

となる。ある 1 ≤ i < j ≤ nが存在して zi = zj = 0となるような Cn の点が µの臨界点である。正則値におけるシ

ンプレクティック商は Cであり、その座標は
∏n
i=1 zi、正則体積形式は

Ωred := ι(X1 −X2, . . . , X1 −Xn)dz1 ∧ · · · ∧ dzn =
√
−1

n−1
d

(
n∏

i=1

zi

)
(30.25)

で与えられる。T 不変な写像

π′ : X → B′ := R, z 7→ Im

(
√
−1

n+1
n∏

i=1

zi

)
(30.26)

は、シンプレクティック商の上の特殊 Lagrangeトーラスファイブレーションを与える。
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31 A1特異点

複素数 a0, a1に対し

Y :=
{
(z, u, v) ∈ C3

∣∣ uv = (z − a0)(z − a1)
}

(31.1)

で定義されるC3の超曲面は、a0 = a1の時 (z, u, v) = (a0, 0, 0)に A1特異点を持ち、a0 6= a1ならば非特異である。

相異なる a0, a1 ∈ C× を 1つ選んで固定し、Y の開部分多様体

Y 0 := {(z, u, v) ∈ Y | z 6= 0} (31.2)

を考える。Kähler形式と正則体積形式を

ω =
1

2
√
−1

(
dz ∧ dz
2π|z|2 + du ∧ du+ dv ∧ dv

}∣∣∣∣
Y 0

, (31.3)

Ω = d log z ∧ d log u
∣∣∣∣
Y 0

(31.4)

で定めることで、Y 0 は概 Calabi–Yau多様体になる。Y 0は

S1 ∋ e
√−1θ : (z, u, v) 7→

(
z, e

√−1θu, e−
√−1θv

)
(31.5)

によって自然な S1作用を持つが、これは

µ : Y 0 → R, (z, u, v) 7→ 1

2
(|u|2 − |v|2) (31.6)

をHamilton関数とするHamilton作用であり、正則体積形式 Ωを保つ。µの正則値におけるシンプレクティック商は

z平面に適当なシンプレクティック形式を与えたものと自然に同一視され、s : z 7→ log |z| はその上の特殊 Lagrange

ファイブレーションを与える事から、定理 30.3によって

π = (s, µ) : Y 0 → R2, (z, u, v) 7→
(
log |z|, 1

2
(|u|2 − |v|2)

)
(31.7)

は Y 0の特殊 Lagrangeファイブレーションを与える。b = (s, µ) ∈ R2に於ける πのファイバーは

Lb :=
{
(z, u, v) ∈ C3

∣∣ uv = (z − a0)(z − a1), |z| = r, |u|2 − |v|2 = 2µ
}

(31.8)

で与えられる。

任意の bに対し、z 射影 p : (z, u, v) 7→ z は Lb から {z ∈ C× | |z| = r} ∼= S1 への全射を与える。Lb に於いて z

を固定すると |u|と |v|も固定される事に注意すると、この射影のファイバーは z 6= a0, a1 の時 S1 と同相であり、

z = a0または z = a1の時 1点になる事が分かる。従って、πの判別式集合は Γ := {(s0, 0), (s1, 0)}であり、これら
の点の上のファイバーは S1 × S1 のサイクルを 1つ潰したものになる。但し、i = 0, 1に対して si := log |ai|と置
いた。

滑らかなファイバー Lbの 1次ホモロジー群H1(Lb;Z)は、z射影の切断とファイバーによって生成される。Lbに

向き付けられた円周が埋め込まれている時、その属するホモロジー類は、z平面、u平面及び v平面に射影したもの

の原点の周りでの回転数 ϕz , ϕu及び ϕv によって指定される。

uv = (z − a0)(z − a1) (31.9)

であることから、R2を 3つの領域

U0 :=
{
(s, µ) ∈ R2

∣∣ s < s0
}
, (31.10)

U1 :=
{
(s, µ) ∈ R2

∣∣ s0 < s < s1
}
, (31.11)

U2 :=
{
(s, µ) ∈ R2

∣∣ s1 < s
}

(31.12)
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U0 U1 U2

s

s0s1

µ

図 31.1: 底空間上の判別式と壁

Ui Ui+1

si

αi+1

αi+1 + β

αi

αi αi+1 + β

図 31.2: モノドロミー

図 31.3: Lagrangeトーラス

とその補集合に分けると、これらの回転数は

ϕu + ϕv =





0 U0上で

ϕz U1上で

2ϕz U2上で

(31.13)

を満たす。b ∈ Ui におけるH1(Lb;Z)の基底は

αi :=
{
(z, u, v) ∈ Lb

∣∣∣ z = re2π
√−1θであり、uと vの原点の周りの回転数は 0と i

}
, (31.14)

β :=
{
(z, u, v) ∈ Lb

∣∣∣ z = r, u = |u| · e2π
√−1θ, v = |v| · e−2π

√−1θ
}

(31.15)

で与えられる。βの定義において、zを固定すると |u|と |v|は固定されることに注意せよ。αiは iに依存するが、β

は iに依存しない。

ホモロジー類 α ∈ H1(Lb;Z)は全ての b ∈ R2 \ Γに対して well-definedであるのに対し、βi は Γの周りでモノド

ロミーを持つ。もし βi を Ui から Ui+1 に µ > 0の領域を通って移動させると、ここでは常に u > 0が成り立つ一

方、z = aiで v = 0となる。従って、ϕu はこの操作で不変であり、ϕv は 1だけ増える事が分かる。同様に、βi を

Uiから Ui+1に µ < 0の領域を通って移動させると、ϕuは 1だけ増える一方、ϕv は不変に保たれる。

αiと βに対する回転数 (ϕz , ϕu, ϕv)はそれぞれ (1, 0, i)および (0, 1,−1)となり、si ∈ Γの周りでのサイクルのモ

ノドロミーは、図 31.2から読み取れるように

αi+1 7→ αi+1 + β (31.16)

β 7→ β (31.17)
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V+

V−

図 31.4: 2つの開集合

となる。

判別式集合 Γからモノドロミー不変な方向に伸ばした直線 {s = si}を壁 (wall)と呼ぶ。R2 \Γは、壁の下半分と
上半分を除いた集合

V+ = R2 \
{
(si, µ) ∈ R2

∣∣ i = 0, 1, µ ≤ 0
}
, (31.18)

V− = R2 \
{
(si, µ) ∈ R2

∣∣ i = 0, 1, µ ≥ 0
}

(31.19)

を用いて V+ ∪ V− と書ける。V+ ∩ V− = U0 ⊔ U1 ⊔U2であり、B0のアファイン構造は V+ と V− の標準的なアファ

イン構造を変換関数

φV−,V+
(s, µ) =





(s, µ) (s, µ) ∈ U0

(s, s+ µ) (s, µ) ∈ U1

(s, 2s+ µ) (s, µ) ∈ U2

(31.20)

で貼り合わせて得られる。

(s0, 0)と (s1, 0)における B の特異点は焦点-焦点特異点 (focus-focus singularity)と呼ばれる。Gauss-Bonnet型

の定理から、高々焦点-焦点特異点を持つトロピカルアファイン構造を許容するコンパクトな 2次元多様体は、球面、

実射影平面、トーラス及びKleinの壺の 4種類しかない事と、それぞれの場合に焦点-焦点特異点の個数は 24個、12

個、0個、0個でなければならない事が分かる [LS10]。対応するシンプレクティック多様体はK3曲面、Enriques曲

面、トーラス上のトーラス束、Kleinの壺上のトーラス束になる。

32 トロピカル幾何学

特異点を持たないコンパクトなトロピカルアファイン多様体はアファイン空間の離散群による商空間に限定されるの

で、それ以外の例を作るには特異点は避けて通れない。判別式集合の補集合をBsm := B \Γと置くと、TBsm/TZB
sm

は半平坦複素構造を持つが、これを判別式集合まで延長するには、正則円盤の数え上げによるインスタントン補正

が必要だと考えられている [Fuk05]。このインスタントン補正は非局所的であり、具体的に計算するのは一般に極め

て困難である。

一方、与えられたトロピカルアファイン多様体に対して、半平坦複素構造の自然な 1パラメーター族

Xǫ(B0) := TB0/tTZB0 (32.1)

を考えることが出来る。例えば B = Bsm := R/rZが半径 rの円周の時、対応する 1パラメーター族は

Xǫ(B) := TS1/tTZS
1 (32.2)

= C/
(
tZ+

√
−1rZ

)
(32.3)

∼= C/
(
Z+ t−1r

√
−1Z

)
(32.4)
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図 32.1: 代数幾何的な退化 図 32.2: Gromov-Hausdorff収束

となり、ǫを 0にする極限で周期が無限大に行く事が分かる。この退化の代数幾何的なモデルでは、図 32.1にある

ように曲線が縊れて行き、極限は結節点を持つ有理曲線になる。一方、Ricci平坦なモデルにおいて直径を保って複

素構造を変形すると、図 32.2の様に曲線が細くなって、極限は円周になる。代数幾何的な退化のモデルにおいて曲

率が集中するところは、Ricci平坦なモデルにおいては殆ど全体になる。一般にトロピカルアファイン多様体は、単

一の複素多様体ではなく複素多様体の退化する族と対応する。

正のパラメーター tに依存する加算と乗算の変形を

x⊕t y := − logt(t
−x + t−y), x⊙t y := x+ y (32.5)

で定義すると、この t→ 0における極限は

x⊕ y := max {x, y} , x⊙ y := x+ y (32.6)

となる。

収束 Puiseux 級数環 K :=
⋃∞
n=1 C((T

1/n)) の付値 v : K → Q ∪ {∞} と絶対値 |·| : K → R を、x = apT
p +

ap+1/nT
p+1/n + · · · , ap 6= 0に対し v(x) = pと |x| = e−pで定義する。また、0の付値と絶対値はそれぞれ∞及び

0と定義する。

M を階数 nの自由 Abel群とし、N := Hom(M ,Z)をその双対 Abel群とする。Laurent多項式

f =
∑

m∈M

amx
n ∈ K[M ] (32.7)

に対し、そのトロピカル化を

ftrop(x) := max
m∈M

{v(am) + 〈m, x〉} (32.8)

で定義すると、これはNR := N ⊗ R上の区分アファイン関数を定めるが、これを f に付随するトロピカル多項式

と呼ぶ。トロピカル多項式 ftrop の定義するトロピカル超曲面を

V (ftrop) := {x ∈ NR | ftrop は xで微分不可能 } (32.9)

で定義する。また、

Log: NK → NR, (xi)
n
i=1 7→ (log |xi|)ni=1 (32.10)

と置く。

定理 32.1 ([EKL06, Theorem 2.1.1]). トロピカル超曲面 V (ftrop)は Log
(
f−1(0)

)
の閉包と一致する。

正数 tに対して、Laurent多項式 f の係数に現れる Puiseux級数の不定元 T に tを代入して得られる Laurent多

項式を ft ∈ C[M ]で表す。また、

Logt : N
×
C
→ NR, (zi)

n
i=1 7→ (logt |zi|)ni=1 (32.11)

と置く。

定理 32.2 ([Mik04, Corollary 6.4]). NR の Hausdorff位相に関して

lim
t→0

Logt
(
f−1
t (0)

)
= V (ftrop) (32.12)

となる。
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33 Berkovich空間

kを体とする。写像 vk : k → R ∪ {∞}が任意の x, y ∈ kに対し

1. vk(x) = ∞ ⇔ x = 0

2. vk(xy) = vk(x) + vk(y)

3. vk(x + y) ≥ min {vk(x), vk(y)}

を満たす時、vkを非Archimedes的付値 (non-Archimedean valuation)と呼ぶ。非Archimedes的付値から非Archimedes

的絶対値 (non-Archimedean absolute value) |·|
k
: k → R≥0 が

|·|
k
= e−vk(·) (33.1)

で定まり、3は非 Archimedes的三角不等式

• |x+ y|
k
≤ max {|x|

k
, |y|

k
}

に翻訳される。体 kとその上の非Archimedes的絶対値 |·|
k
の組 (k, |·|

k
)で、非 Archimedes的絶対値が定める距離

d(x, y) := |x− y|
k
に関して完備であるようなものを、非 Archimedes的体 (non-Archimedean field)と呼ぶ。

複素解析幾何学の非Archimedes的体に対する類似としては、Tateのリジッド解析空間 (Tate’s rigid analytic space)

[Tat71]やRaynauld生成ファイバー (Raynaud generic fiber) [Ray74]、Berkovichの解析空間 (Berkovich’s analytic

space) [Ber90]、Huberの adic空間 (Huber’s adic space) [Hub93]、藤原–加藤の Zariski–Riemann空間 [FK] など

があり、解説記事としては [Kat98, Kat03, Con08, Bak08, Tem15, Pay15]などが挙げられる。以下では [KS06]に

沿って、Berkovichの解析空間を用いる。

k上の線形空間 V と写像 ‖·‖ : V → R≥0の組 (V, ‖·‖)が、任意の v, v′ ∈ V と任意の c ∈ kに対して

1. ‖v + v′‖ ≤ max(‖v‖ , ‖v′‖)

2. ‖cv‖ = |c|
k
‖v‖

3. ‖v‖ = 0 ⇔ v = 0

を満たす時、k上の Banach空間 (k-Banach space)と呼ばれる。k上の Banach空間 Aが k代数の構造を持ち、任

意の a, b ∈ Aが

‖ab‖ ≤ ‖a‖ · ‖b‖ (33.2)

を満たす時、Aを k上の Banach代数 (k-Banach algebra)と呼ぶ。k上の Banach代数 Aの半ノルム (seminorm)

とは、写像 |·| : A→ R≥0 で、

1. |0| = 0

2. |1| = 1

3. |f + g| ≤ |f |+ |g|

4. |fg| ≤ |f | |g|

を満たすものを指す。|f | = 0ならば f = 0を満たす半ノルム |·|をノルムと呼ぶ。半ノルムが |fg| = |f | |g|を満た
す時、乗法的 (multiplicative)と呼ぶ。半ノルムが |f | ≤ ‖f‖を満たす時、有界 (bounded)と呼ばれる。Banach代

数 Aに対し、Aの有界乗法的半ノルムの集合に、任意の f ∈ Aに対して写像

M(A) → R≥0, |·| 7→ |f | (33.3)
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が連続になるような最弱の位相を入れたものを Aの Berkovichスペクトル (Berkovich spectrum)と呼び、M(A)で

表す。r1, · · · , rn > 0に対し、

k
〈
r−1
1 X1, . . . , r

−1
n Xn

〉
:=

{
∑

J

aJT
J ∈ K [[X1, . . . , Xn]]

∣∣∣∣∣ |aJ |k r
J → 0

}
(33.4)

に Gaussノルム
∥∥∥∥∥
∑

J

aJX
J

∥∥∥∥∥ := sup
J

|aJ |K rJ (33.5)

を入れて得られる Banach代数を変形 Tate代数 (modified Tate algebra) と呼ぶ。適当な変形 Tate代数からの全

射を持ち、しかもそのノルムが変形 Tate代数の Gaussノルムから誘導されているような k上の Banach代数 Aを

kアフィノイド代数 (k-affinoid algebra)と呼ぶ。kアフィノイド代数の Berkovichスペクトルをアフィノイド領域

(affinoid domain)と呼ぶ。アフィノイド領域を適当なGrothendieck位相で貼り合わせて得られる空間をBerkovich

の解析空間 (Berkovich’s analytic space) または単に Berkovich空間と呼ぶ。k上の代数多様体の圏から Berkovich

空間の圏への解析化 (analytification)と呼ばれる関手 (·)an が存在する。
代数的トーラスGnm := Speck[z±1

1 , . . . , z±nn ] の解析化 (Gnm)an から Rn への写像を

πcan : (G
n
m)an → Rn, x 7→ (log |z1(x)| , . . . , log |zn(x)|) (33.6)

で定義する。k代数の層 Ocan
Rn が

Ocan
Rn (U) =

{
f ∈

∑

ω∈Zn

aωz
ω

∣∣∣∣∣ ∀x ∈ U, lim
|ω|→∞

log |aω|+ 〈x, ω〉 → ∞ = ∞
}

(33.7)

で定まる。

Berkovich空間から Hausdorff空間への写像 π : X → Bsm が解析的トーラスファイブレーション (analytic torus

fibration)であるとは、任意の b ∈ Bsm に対して bの近傍 U と Rn の開集合 V が存在して、図式

π−1(U)
∼−−−−→ π−1

can(V )
y

y

U
∼−−−−→ V

(33.8)

が可換になる事を指す。ただしここで上の行はBerkovich空間の同型であり、下の行は同相写像である。解析的トー

ラスファイブレーションの底空間は、

AffZ,Bsm(U) :=
{
v(f) + c

∣∣ f ∈ O(π−1(U))×, c ∈ R
}

(33.9)

で定まる層AffZ,Bsm をトロピカルアファイン関数のなす層とするようなトロピカルアファイン構造を持つ。逆に、

トロピカルアファイン多様体 Bsm が与えられた時、アフィノイド領域を貼り合わせることによって、Berkovich空

間X と解析的トーラスファイブレーション π : X → Bsm を構成することが出来る。

問題 33.1. BをR2のトロピカルアファイン構造で、原点に焦点-焦点特異点を持つものとする。この時、Berkovich

曲面X と連続写像 π : X → Bで、原点の外では解析的トーラスファイブレーションになっており、そこで与えられ

たトロピカルアファイン構造を持つものを構成せよ。

この問題はKontsevich–Soibelmannによって次のように解かれた：まず、(Gan
m )2の 2つのコピーを共通部分で




z′1 = (1 + z2)z1

z′2 = z2
(33.10)

によって貼り合わせて、さらに部分コンパクト化を取ることにより、

X = Spec k[α, β, γ]/((αβ − 1)γ − 1) (33.11)
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の解析化Xanを得る。ここで (α, β, γ)と (z1, z2), (z
′
1, z

′
2)は

α =
1

z1
, β = z′1, γ =

1

z2
=

1

z′2
(33.12)

で結び付いている。(33.10)から

v(z′1) = v(1 + z2) + v(z1) (33.13)

= min {0, v(z2)}+ v(z1) (33.14)

=




v(z1) v(z2) ≥ 0,

v(z1) + v(z2) v(z2) ≤ 0
(33.15)

となることに注意せよ。

34 A1特異点

ミラーは

X = Spec k[α, β, γ]/((αβ − 1)γ − 1) (34.1)

と

X ′ = Speck[α′, β′, γ′]/((α′β′ − 1)γ′ − 1) (34.2)

を

α =
1

α′ , β = (α′)2β′, γ = γ′ (34.3)

で貼り合わせて得られる。結果としてできる空間は、A2 \ {0}をGmの作用 (z, w, ζ) 7→ (δz, δw, δ−2ζ) で割った空間

KP1
∼= ((A2 \ {0})/Gm, (34.4)

の開集合と

X → KP1, (α, β, γ) 7→ [1, α, β], (34.5)

X ′ → KP1 , (α′, β′, γ′) 7→ [α′, 1, β′] (34.6)

で同型になっている。
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[Toë14] , Derived algebraic geometry, EMS Surv. Math. Sci. 1 (2014), no. 2, 153–240. MR 3285853
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