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1 linear chart の定義

chartとは、4次元空間内に埋め込まれた向き付け可能な曲面を表す手法と
して開発されたものです ([1], [3]).

n を自然数とする. n-chartとは円板内の向きとラベルが付いたグラフで,

各辺のラベルは 1,2,· · ·,か n − 1 であり, 各頂点は次の内のどれかである．

図１．左から black vertex, crossing, white vertex.

chart Γに有限回の C-move を施して chart Γ′ が得られるとき, Γ と Γ′ は
C-同値であるという. chart Γが white vertexのない chartに C-同値である
とき, Γ を ribbon chart という.

次の chartは ribbon chartであることが示されている．

(1) 3-chart ([2])

(2)高々１個の crossingを含む n-chart ([4],[7])

(3) n-chartで高々２個の crossingを含み,その chartが表す曲面結び目が球
面達を表すもの ([5],[6])
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また、２個の crossingを含む minimal n-chart の大まかな形が分かっている
([8],[9]).

Γ を chartとする.

　　c(Γ) = crossing の数,

　　w(Γ) = white vertex の数,

　　f(Γ) = free edge の数,

　　b(Γ) = bigon の数
とおく. ここで, 両端が black vertex である辺を free edge という. Γ の２つ
の辺を境界とする図２のような open disk を bigonという.

図２．e1, e2 が Γ の辺で, E が open disk.

４つの組 (c(Γ), w(Γ),−f(Γ),−b(Γ))を Γの c-complexityという. chart Γが
c-minimal であるとは次の条件を満たすことをいう (単に minimal であると
もいう)：４つの整数の組の間に辞書式順序を考えたときΓと C-同値な chart

の中で、Γ の c-complexityが最小である.

Γ を chart とする. Cross(Γ)を Γ の crossing 全体の集合とする. Γm をラ
ベル m の辺の和集合とする.

Γを chartとし , mをラベルとする. Γmが linearであるとは, Γm−Cross(Γ)

の各連結成分の閉包が cycleを含まないときをいう. crossingを含むどの Γm

も linear ならば, chart Γ を linear chart という.

次の 4-chartは linear 4-chart の例である.
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図３．2-twist spun trefoil を表す 4-chart.
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頂点を含まない閉曲線を hoop という. つぎが今回の主結果である.

定理.([10]) Γを丁度３個の crossingを含む linear minimal 4-chart とする.

必要ならば辺の向きをすべて入れ替えたり, ラベル 1, 2, 3 の辺を 3, 2, 1に取
り替えたり, 鏡映を取ったり, free edgeや hoopを省略することにより, chart

Γは 2-twist spun trefoil を表す 4-chart である.

2 key lemma

black vertex と white vertex を含む辺を terminal edgeという.

定理を証明するためにとても便利な補題を紹介します.

補題１.(Consecutive Triplet Lemma)([4],[7]) Γを minimal chartとする. e1

を terminal edge, e2, e3 を図４ (a),(b)のような辺とする. このとき、e1 のラ
ベルと e3 のラベルは異なる (結果的に図４ (a)は minimal chart には含まれ
ず, 図４ (c),(d)を含む).
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図４．e1 は terminal edge.

図５のようなラベル m の単純閉曲線 C をmal-cycleという.
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図５．mal-cycle C. ここで, m はラベル, ε ∈ {+1,−1}.
補題２. minimal chartには mal-cycleは存在しない.
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3 定理の証明方法

定理の証明の最初の方だけ紹介します. (詳しくはもう直ぐ完成予定の論文
[10]をご覧下さい)

Γ を 4-chart とし , T (Γ) を terminal edge の和集合とする. 集合 Γ1 −
T (Γ), Γ3 − T (Γ) の閉包をそれぞれ AB(Γ1), AB(Γ3) と表す.

補題３. Γを linear minimal 4-chartとする. もし Γが丁度３個の crossing

を含むならば, AB(Γ1) ∪ AB(Γ3)は図６のいずれかである.

(a) (b)
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図６．AB(Γ1) ∪ AB(Γ3).

以下, Γは丁度３個の crossing を含む linear minimal 4-chartとする.

更に, AB(Γ1)∪AB(Γ3)は図６(a)のようだと仮定する. w1, w2を図６(a)の
white vertexとする. c1, c2, c3を crossingとする. AB(Γ1)−{w1, w2, c1, c2, c3}
は６本の open arcからなり, AB(Γ3)−{c1, c2, c3}は３本の open arcからなる.

それらの arcの１つの閉包を �とする. すると, �の近くは,図７のようになっ
ていることが示される. 他の辺の向きを覚えておくために,オレンジ色の矢印
を �に横断的に交わるように記すことにする (この矢印を direction indicator

という).
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図７．arc � のラベルが 1 の場合の図. 辺 e, e′ の向きは分からない.
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図６ (a)が対称であることを考慮し , 必要ならば辺の向きをすべて入れ替
えることにより, 図８にあるラベル 2 の辺 e2, e3 が white vertex w1 より出
る向きにあるとしてよいことが分かる. 少し考えると arc �1, �3 の direction

indicator が図８のような向きであることが証明できる. 必要ならば chart Γ

を対称移動させて, arc �2 の direction indicatorが図８のような向きであると
してよい.

また minimal chart の性質から, e2 も terminal edge でないことが分かり,

e2 のもう１つの white vertex が �8 上にあることが分かる. すると �8 の
direction indicatorが定まる (図９ (a)).
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図８．定理の証明のスタートの図.

最初の場合分けとしては,

(1) ラベル 2 の辺 e1 が terminal edge でない場合.

(2) ラベル 2 の辺 e1 が terminal edge である場合.

を調べます.

それぞれ証明が長いので, (1) の場合の最初の部分を紹介する. �1, �3 の
direction indicatorを考えることにより, e1 のもう１つの white vertex が �7

上にあることが分かる. すると �7 の direction indicatorが定まる (図９ (a)).

(1) の最初は, �4 の上に white vertexが w2 のみであることを示す.

もし �4 の上に w4 以外の white vertex v があったとする. τ を v を含むラ
ベル 1 の terminal edge とする. �4 の direction indicator の向きによって場
合分けして考える.

まず, �4 の direction indicatorの向きが図９ (b),(c)のようであるとする. τ

がどのような位置にあっても, Consecutive Triplet Lemma より, τ の横から
出ているラベル 2 の辺の１つが �7 か �8 と交わることになる. しかし , この
辺の向きと direction indicator の向きを考えると矛盾していることが分かる.

5



よって, �4 の direction indicator の向きが図９ (d) のような向きになる. し
かし, この場合は crossing c1 の周りに mal-cycle を見つけることが出来る.

よって, �4 の上に white vertexが w2 のみであることが示される.
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図９．e1 が terminal edge でない.

最後に mal-cycle を見つけるのに有効な pinwheelを紹介して終わります.

図１０にあるような４つの arcの和集合 L1∪L2∪L3∪L4が AB(Γ1)∪AB(Γ3)

に含まれるとする. もし white vertex v1, v3が共にラベル 1 の terminal edge

に含まれるか, white vertex v2, v4が共にラベル 3 の terminal edgeに含まれ
るならば, L1 ∪ L2 ∪ L3 ∪ L4 を pinwheelという.
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図１０．pinwheel.
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補題４. minimal chartには pinwheelは存在しない.

証明について, もし pinwheel を含むとすると, 図１１のように変形して
mal-cycle を見つけることが出来る. これは補題２に反する.
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図１１．補題４の証明の図.
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