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概 要

The Reeb space of a continuous function on a topological space is the
space of connected components of the level sets. In this talk, we characterize
those smooth functions on closed manifolds whose Reeb spaces have the
structure of a finite graph. We also discuss its generalization to continuous
functions on Peano continua.

1 準備
位相空間X上の連続関数 f : X → Rを考える．2点 x, x′ ∈ Xに対して，f(x) =

f(x′)であって，x, x′が f−1(f(x)) = f−1(f(x′))の同一の連結成分に属するとき，
x ∼ x′と書く．これはX に同値関係を定め，これによる商空間をWf = X/∼と
し，qf : X → Wf を商写像とする．すると，連続写像 f : Wf → Rであって，次
の図式を可換にするものが一意的に存在することが容易にわかる．

X
f−−−−→ R

qf↘ ↗f

Wf

空間Wf は写像 f のReeb空間，連続写像 f は，Reeb関数と呼ばれる．
たとえば，図 1はトーラス上の標準的な高さ関数（これはMorse 関数となる）

のReeb空間とReeb関数を示している．
なお，可微分閉多様体上のMorse関数のReeb空間は有限グラフ（1次元以下の

有限CW複体）となることが知られており，したがってしばしばReebグラフと
呼ばれる [4] （[7]なども参照）．
さて，Mを可微分（C∞級）閉多様体（コンパクトで境界なし）とし，f : M → R

を可微分（C∞級）関数とする．既存の結果として，以下が知られている [5]．

定理 1.1 もし f が高々有限個の臨界値しか持たなければ，Reeb空間Wf は有限グ
ラフの構造を持つ．さらにこのグラフ構造は，頂点が臨界点を含むレベル集合の
連結成分に対応し，f : Wf → Rが各辺上埋め込みであるように選べる．
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図 1: トーラス上のMorse関数のReeb空間とReeb関数

実は，「有限個の臨界値を持つ」という条件は，Reeb空間が有限グラフの構造を
持つための必要条件ではない．（ただし，頂点が，臨界点を含むレベル集合の連結
成分に対応し，各辺上 f が埋め込みとなる，という条件を課せば，必要条件とな
る．）具体例については [6]を参照．
そこで本講演では，可微分閉多様体上の可微分関数のReeb空間が有限グラフの

構造を持つための必要十分条件を与える．詳細については [6]を参照されたい．

2 主結果
結果を述べるために，いくつかの用語を準備する．
以下，しばらくの間，位相空間X上の連続関数 f : X → Rを考える．

定義 2.1 各 t ∈ R,に対して，f−1(t)をレベル集合，その各連結成分を contour

（あるいはレベル集合成分）と呼ぶ．
部分集合A ⊂ Xが，fの contour達の和集合となるとき（すなわち，q−1

f (qf (A)) =

Aとなるとき），saturated（あるいは充満している）という．
X が可微分多様体であり，f : X → Rが可微分関数であるとき，contourが臨

界的であるとは，それが f の臨界点を含むときを言う．そうでないときは正則で
あると言う．

定義 2.2 空でなく saturatedな連結開集合U ⊂ Xが cylindricalであるとは，各
z ∈ qf(U)に対して，U � q−1

f (z) が丁度 2つの連結成分からなるときを言う．
空でなく saturatedな連結開集合U ⊂ Xが star-likeであるとは，ある contour

C ⊂ U が存在して，U � Cが，有限個の cylindricalな連結開集合の非交和となる
ときを言う．
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具体例については図 2を参照．なお，図の (1)において，中間の高さに対応する
contourとしてアニュラスが描かれているが，これはコンパクト連結で境界成分が
ちょうど 2つであるような勝手な曲面で置き換えらえることに注意する．図の (2)

についても同様である．
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図 2: (1) Cylindricalな開集合 (2) Star-likeな開集合

以上の定義のもと，以下の主定理が成立する．

定理 2.3 可微分閉多様体M 上の可微分関数 f : M → Rに対して，そのReeb空
間Wf が有限グラフの構造を持つためには，その各臨界的 contourが star-likeな開
近傍を持つことが必要十分である．

なお，上述の定理において，「各臨界的 contourが star-likeな開近傍を持つ」は，
「各 contourが star-likeな開近傍を持つ」としても成り立つ．正則な contourはい
つでも cylindricalな開近傍を持ち，cylindricalな開集合は常に star-likeであるか
らである．

注意 2.4 多様体Mがコンパクトで境界を持つ場合にも同様の定理が成立する．た
だし，その場合には臨界的 contourの定義を次のように修正する必要がある．可微
分関数 f : M → Rについて，その contourが臨界的であるとは，それが f または
f |∂M の臨界点を含むときであると定める．すると，上述の定理が成り立つ．

実は，上述の定理は一般位相の分野での既知の結果に基づいて証明される．そ
の手法を使うと，上述の定理は以下のように，Peano連続体上の連続関数に一般
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化される．なお，位相空間がPeano 連続体であるとは，それが空でないコンパク
ト連結で局所連結なハウスドルフ空間であるときを言う．

定理 2.5 Peano連続体X が第二可算公理を満たすとする．このとき，X 上の連
続関数 f : X → Rに対して，そのReeb空間が有限グラフの構造を持つためには，
各 contourが star-likeな開近傍を持つことが必要十分である．

定理 2.3, 2.5の証明には，以下の 2つの結果が重要な役割を果たす．

定理 2.6 (Gelbukh [3]) 位相空間X上の連続関数 f : X → Rを考える．もしX

がPeano連続体であれば，Reeb空間Wf もそうである．さらに加えてXが距離化
可能であれば，Wf もそうである．

定理 2.7 (Ward [8]) もし距離空間Xが可分，連結で局所連結であり，さらに各
x ∈ Xに対してX � {x}がちょうど 2つの連結成分からなるならば，Xは開区間
(0, 1)に同相である．

定理 2.7については [1, 2]も参照．
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