
曲面上の高次ループ演算について ∗

河澄 響矢

はじめに

Johnson 準同型像の全射性の新しい障害の発見を目指して、2017 年ごろから私は、高次
ループ演算の探索を続けてきました。しかし、(1) well-definedにならない、(2) well-defined
であっても値は消滅する、(3) well-defined かつ非消滅であっても既存の演算で書けてしま
う、という三つの関門に阻まれて失敗の連続でした。現時点では Johnson 準同型の全射性
の障害への応用にはまだ遠いのですが、ようやく三つの関門を突破した演算が得られまし
た。中途半端な結果で恐縮ですが、現状報告させていただきます。現在の自分にとって一
番大事な研究課題について聞いていただきたいと思うからです。松本幸夫先生のおっしゃ
る「手作りの数学」は私の研究の重要な指針であり続けてきました。これまでにまして今
回の研究は「手作り」だと思います。
10月 6日にアップロードした予稿に大きな、しかし、お粗末な間違いがありましたので
差し替えます。申し訳ありません。2024年 11月 9日記。

1. なぜループ演算を考えるのか?

空でない境界をもつ向きづけられた連結な曲面 Σを考える。境界 ∂Σに 2つの基点 •, ∗ ∈
∂Σ を下図のように少しズラしてとり、∂Σ に埋め込まれ向きを保つ弧 ν : ([0, 1], 0, 1) →
(∂Σ, •, ∗) をとる。この弧 ν によって、基本亜群 ΠΣ(•, ∗) := [([0, 1], 0, 1), (Σ, •, ∗)] を基本
群 π := π1(Σ, •) と同一視する。

K を標数 0 の体とする。群環 Kπ を集合 {ab− ba; a, b ∈ Kπ} の生成する K ベクトル部
分空間 [Kπ,Kπ] によって商をとったもの

|Kπ| := Kπ/[Kπ,Kπ]

は trace space とも呼ばれるが、π の共役類全体の集合、すなわち自由ループの自由ホモ
トピー集合 [S1,Σ] の生成する自由 K ベクトル空間 K[S1,Σ] に自然に同型である。この
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trace space は Goldman 括弧積 [6] によって Lie 代数をなす。また、|Kπ| 上には（接束
TΣ の自明化を一つ固定してえられる framed version [1] の） Turaev 余括弧積 [19] と合
わせることで Lie 双代数の構造が入る。 Turaev 余括弧積の一つの起源として Turaev 自
身 [19] によるループ演算 µ があり、µ の情報を落とすことによって Turaev 余括弧積がえ
られる。また、Goldman 括弧積も µ から導かれる。
一方、河澄-久野 [10, 11, 13]により、添加イデアル Iπ := Ker(aug : Kπ → K,

∑
γ∈π aγγ 7→∑

γ∈π aγ) によって |Kπ| を完備化してえられる Lie 代数 |K̂π| には Σ の（写像類群の重要
な部分群である）Torelli 群を自然に埋め込むことができ、この埋め込みは Johnson 準同
型 [7] と等価である。Johnson 準同型の全射性の障害として、最初に認識されたのは森田
trace [14]であるが、その本来の姿が佐藤 trace [16]ないしは榎本-佐藤 trace [5]である。こ
れらは代数的に構成されたが、Alekseev-河澄-久野-Naef [1, 2] が Goldman-Turaev Lie 代
数の形式性が柏原-Vergne 問題 [8, 3] と等価であることを示すことによって、Johnson 準同
型の全射性の障害としては榎本-佐藤 trace が Turaev 余括弧積と等価であることがわかっ
ている。なお、森田 trace が Turaev 余括弧積から導出できることは遡って [12] で指摘し
ている。
森田-逆井-鈴木 [15] による計算からも、Johnson 準同型の全射性の障害として榎本-佐藤

trace だけでは全く足りないことがわかる。以上を踏まえると、Goldman 括弧積と Turaev

余括弧積とは違う写像類群同変なループ演算を見出すことができれば Johnson 準同型の全
射性の新しい障害となることが期待される。ちなみに Turaev の µ-演算は Johnson 準同
型の全射性の障害としては Turaev 余括弧積と等価である。さらに、柏原-Vergne 問題と
Drinfel’d 結合子の密接な関連 [3] を考えると、新しいループ演算は他分野への広がりも期
待できる。なお、種数 0 つまり pure braid 群については、Johnson 準同型の全射性の障害
に対応する決定的な仕事として little disk operad を用いた Ševera-Willwacher [17] のもの
がある。
そこで新しい写像類群同変なループ演算を見つけたい。Goldman 括弧積と Turaev 余括
弧積が 1つの交点から作られているのに対して、2つ以上の交点の情報から導かれるルー
プ演算を考える。これを高次ループ演算と呼んでいる。

2. ループ演算の構成の準備.

Goldman 括弧積および Turaev 余括弧積を含めループ演算を定義するには、generic な
はめ込み、つまり、特異点が最悪でも横断二重点であるはめこみ、に対して定義された演
算が以下の 3種類の局所変形 (ω1), (ω2), (ω3)で不変であることを示せばよい。それによっ
て well-defined つまりホモトピー不変性が示される [6, pp.292-294] からである。

これらは絡み目の Reidemeister 変形に対応しており、(ω1) は monogon ないし fishtail の
生成消滅とよばれ、(ω2) は bigon の生成消滅とよばれる。それぞれ cusp, tangent, triple
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point の特異点に由来する変形であるため「小さい」変形であるとしてよい。以下の議論
は、この事実のもとで行われる。
いきなり自由ループの演算つまり |Kπ| 上の K-線型写像を考えるのは複雑すぎる。そこ

で Turaev [18]の µ-演算にならって基点つきループの演算つまりKΠΣ(
ν∼= Kπ)上の K-線型

写像を考える。generic なはめこみ γ : ([0, 1], 0, 1)→ (Σ, •, ∗) をとる。t1, t2 ∈ [0, 1] につい
て γt1,t2 : [0, 1]→ Σ, s 7→ γt1,t2(s) := γ((1− s)t1 + st2), と表し、Γγ を γ の自己交点全体の
集合とする。γ は genericなはめ込みだから、Γγ は有限集合であり、任意の p ∈ Γγ につい
て 0 < ∃!tp1 < ∃!t

p
2 < 1, γ(tp1) = γ(tp2) = p となり、局所交叉数 εp := ε(

·
γ(tp1),

·
γ(tp2)) ∈ {±1}

が定まる。また、
µp(γ) := γ0tp1γt

p
20
− 1 ∈ Iπ(⊂ Kπ) (1)

と表す。δ ∈ πと p ∈ Γγ について µp(δγδ
−1) = δµp(γ)δ

−1である。ここで、点 pがmonogon

の頂点ならば、monogon を構成する γtp1t
p
2
は自明だから µp(γ) = 0 である。そこで、µp(γ)

を使った以下の構成では (ω1) について確認する必要はない。また、p, q ∈ Γγ が、ある
bigon の 2 つの頂点ならば次がなりたつ

µp(γ) = µq(γ) ∈ Iπ. (2)

以上の準備のもとで
µ(γ) :=

∑
p∈Γγ

εpµp(γ) ∈ Iπ (3)

は well-defined、つまりホモトピー不変であって、写像 µ : π
ν∼= ΠΣ(•, ∗)→ Iπ が定まる。

その線型拡大 µ : Kπ → Iπ の (Iπ)3 への制限は Turaev [18] の µ-演算の framed version

に一致する。そこで、これを Turaev の µ-演算と呼ぶことにする。

3. 構成の方針.

ここからが本論である。Turaev の µ-演算を高次化したい。p, q ∈ Γγ が p ̸= q であっ
て tp1 < tq1 < tp2 < tq2 をみたしていれば下図の (b+) の線型コード図式を書くことができる。
p = q の場合は 1本のコードに p と q が重複して添えられているものとする。これらは
n(≥ 3) 個の元 p1, p2, . . . , pn ∈ Γγ についても同様である。とくに n = 2 かつ p ̸= q の場
合、p, q を通る時刻 tp1, t

p
2, t

q
1, t

q
2 ∈ ]0, 1[ の配置は以下の 6通りの線型コード図式で表される

図中の矢印 kst←→ は後述の (ω3) での隣接関係を表す。これらは退化（degeneration）と再
生（regeneration）で写り合っている。
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ここでは「高次ループ演算」として次のようなものを考える

h(γ) :=
∑

s1,s2,...,sn∈Γγ

hs1s2···snµs1(γ)⊗ µs2(γ)⊗ · · · ⊗ µsn(γ) ∈ (Kπ)⊗n. (4)

ここで係数 hs1s2···sn は、交点 s1, s2, . . . , sn ∈ Γγ の定める線型コード図式と局所交叉数
εs1 , εs2 , . . . , εsn ∈ {±1} だけから決まるものとする。このように定めた演算 h は、well-

defined となったあかつきには自動的に曲面 Σ の写像類群の作用で同変となる。
まず、n = 1 の場合は (ω2) での不変性から、このような h はTuraev の µ のスカラー

倍に限られることがわかる。
残念な結果として、 (4) のテンソル積 ⊗ を外積 ∧ に直したものは、任意の n ≥ 2 につ

いて 0 しか well-defined ではない。また、もとのテンソル積のままや対称積に置き換えた
ものでも n = 2, 3 の場合は Turaev の µ-演算から、Hopf 代数 Kπ の余積をつかって得ら
れる演算しか得られない1。これらの事実は、一般に、n(≥ 3) 交点に対応する線型コード
図式の任意の 2つは退化（degeneration）と再生（regeneration）で写り合う事実からわか
る。言い換えれば、n 次対称群 Sn は隣接互換によって生成されるからである。（以上が
10月 6日のヴァージョンの誤りです。0 ベクトルを m 個もってきて線型結合を作っても 0

次元ベクトル空間にしかなりません。お恥ずかしいことです。）
これらの残念な事実は局所 move (ω3) での不変性をうまく取り込めていないことによ
る。それを議論する前に、 (ω2) での不変性について見ておく。

4. (ω2) での不変性.

(4) の演算はすでに無意味であるのだが、説明を簡単にするために n = 2, 3 の場合にこ
の演算の (ω2) 不変性の意味するところを見ておく。
まず、n = 2 とする。p, q ∈ Γγ が、ある「小さい」bigon の 2つの頂点であって εp = −1,

εq = +1であるとする。この bigonを外したあとのはめ込みを γ′ とする。Γγ = Γγ′⨿{p, q}
だから (2) を使って Γγ = Γγ′ ⨿ {p, q} だから (2) を使って

h(γ)− h(γ′)

=
∑
r∈Γγ′

(hrp + hrq)µr(γ)⊗ µp(γ) +
∑
s∈Γγ′

(hps + hqs)µp(γ)⊗ µs(γ)

+ (hpp + hpq + hqp + hqq)µp(γ)⊗ µp(γ)

となる。ここで、dimH1(Σ;K) ≥ 2 ならば、hrp + hrq = hps + hqs = 0 でなければなら
ない。εp = −εq だから、r, s ∈ Γγ, r ̸= s, に対応する線型コード図式で決まる値 ers ∈
{a±, b±, c±} ⊂ K が存在して

hrs = εrεsers (5)

と表される。hpp と hqq は、それぞれ局所交叉数 εp, εq によって決まるものと仮定している
から、hpp = h−, hqq = h+ と表すと、(5)により hpp+hpq+hqp+hqq = −epq−eqp+h++h−

1これらの事実は n ≥ 4 でもなりたつと思われるが、線型コード図式におけるコードの重複を処理するの
が面倒なので実行していない。
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であるが、これを 0 にするためには epq + eqp = h+ + h− とすればよい。bigon の２頂点の
定める線型コード図式は (b±) と (c±) だから、結局、

b+ + b− = c+ + c− = h+ + h− (6)

という関係式がえらえる。以上をまとめると、係数 hrs は条件 (5) と (6) の下では (ω2) 不
変である。
n = 3 について同じ議論を実行すると、s1, s2, s3 ∈ Γγ に重複がないとき、これらの交点
の定める線型コード図式だけできまる係数 es1s2s3 によって hs1s2s3 = εs1εs2εs3es1s2s3 と表
され、εs2hs2s1s1 は s1, s2 ∈ Γγ の定める線型コード図式と s2 の場所（いまの場合 1 番目）
と局所符号数 εs1 だけで決まることがわかる。このことを

hs1s2s3 = εs2e
(1,εs1 )
s1s2

と書くことにする。s2 の場所が 2, 3 番目も同様である。さらに、条件式

e(1,+)
ps + e(1,−)

ps = espq + esqp, e(2,+)
ps + e(2,−)

ps = epsq + eqsp, e(3,+)
ps + e(3,−)

ps = epqs + eqps (7)

もえられる。左辺に現れる 2交点の線型コード図式のうち p に対応するコードを doubling

したものが右辺に現れている。bigon の 2頂点の線型コード図式は、先に述べた (b) 型と
(c) 型に限る。下図は真ん中線型コード図式の左側の線型コードを（上式の p に対応する
ものとして）doubling する 2つのやり方を表している

5. (ω3) での不変性.

もとにもどって (4) の形の演算がうまくないのは、(ω3) での不変性を、議論にうまく織
り込めていないからである。ループ γ は (ω3) の小さな円板を 3回通過する。下図のよう
に、1番目のセグメントと 2番目のセグメントの交点を p または p′、1番目のセグメントと
3番目のセグメントの交点を q または q′、2番目のセグメントと 3番目のセグメントの交
点を r または r′ とする。µp(γ) = µp′(γ), µq(γ) = µq′(γ), µr(γ) = µr′(γ), εp = εp′ , εq = εq′

および εr = εr′ がなりたつ。
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このとき、上図の右側の考察から

µq(γ) = µp(γ) + µr(γ) + µp(γ)µr(γ) (8)

がなりたつ。この関係式 (8) を生かす必要がある。
はじめて見つけた非自明な例は以下の通りである。ι : Kπ → Kπ を γ ∈ π について

ι(γ) := γ−1 とおいて定める反自己同型（antipode）とする。このとき、well-defined な写
像 h : ΠΣ(•, ∗)→ |Kπ| が

h(γ) :=
∑

s1,s2∈Γγ

hs1s2|ι(µs1(γ))µs2(γ)|,

hs1s2 :=


0, if s1 = s2 or (s1 ̸= s2 and (es1s2) = (c±)),

εs1εs2 , if s1 ̸= s2 and (es1s2) = (a+) or (b+),

−εs1εs2 , if s1 ̸= s2 and (es1s2) = (a−) or (b−)

によって定義される。これは (c±) と (a±) の値が異なるのでTuraev の µ-演算では表され
ないが、同時に、自由ループには落ちない。
別のやり方を考える。関係式 (8) を µq(γ) ≡ µp(γ) + µr(γ) (mod (Iπ)2) とみなす。完備
群環 K̂π に値をもつ演算 h : ΠΣ(•, ∗)→ Kπ を考える

h(γ) =
∞∑
n=1

∑
s1,s2,...,sn∈Γγ

hs1s2...snµs1(γ)µs2(γ) · · ·µsn(γ) ∈ K̂π.

これを m ≥ 3 について順番に mod(Iπ)m で打ち切って考える。最初の m = 3 では 4 次
元あり、うち µ で表されるものは 2 次元あるから、残り 2 次元分新しい。現在 m = 4 に
ついて計算中である。（未了: 2024年 11月 9日）。
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