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概要
この講演では，自由群 Fn の IA自己同型群の有理コホモロジーH∗(IAn,Q)について，安定域 (n >> ∗)
において考える．片田舞氏（九州大学）との共同研究に基づく．

1 自由群の IA自己同型群 IAn

自由群 Fn = ⟨x1, . . . , xn⟩の自己同型群Aut(Fn)は，Fnのアーベル化H = Fn/[Fn, Fn] = H1(Fn;Z) ∼= Zn

に作用し，次の短完全列が得られる．

1 → IAn → Aut(Fn) → GL(n,Z) → 1 (1.1)

ここで，GL(n,Z) = Aut(Zn)である．IAn を自由群 Fn の IA自己同型群という．
IAn の構造について，まず次の結果がある．

Theorem 1 (Magnus [15]). n ≥ 2のとき，IAn は

{Ka,b | 1 ≤ a, b ≤ n, a ̸= b} ∪ {Ka,b,c | 1 ≤ a, b, c ≤ n, a < b, c ̸= a, b}

によって生成される．ここで，

Ka,b(xi) =

{
xaxbx

−1
a (i = b)

xi (i ̸= b)
, Ka,b,c(xi) =

{
xc[xa, xb] (i = c)

xi (i ̸= c).

(ただし，[x, y] = xyx−1y−1.) 特に，IAn は有限生成である．

IAn のアーベル化 IAab
n = H1(IAn;Z)について，以下が知られている．

Theorem 2 (Cohen–Pakianathan, Farb, Kawazumi [11]). Z[GL(n,Z)]加群としての同型

H1(IAn;Z) ∼= H∗ ⊗Z ∧2H,

が成り立つ．

2 IAn の安定 Albanese(コ)ホモロジー
以下では，IAn の安定域における有理 (コ)ホモロジーを考える．安定域とは，nが (コ)ホモロジーの次数
に対して十分に大きいことをいう．また，IAn の AlbaneseコホモロジーH∗

A(IAn;Q) を射影 p : IAn → IAab
n
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が誘導する準同型 p∗ : H∗(IAab
n ;Q) → H∗(IAn;Q)の像とし，IAn の Albaneseホモロジー HA

∗ (IAn;Q) を
p∗ : H∗(IAn;Q) → H∗(IA

ab
n ;Q)の像と定義する．Albaneseコホモロジーは Albaneseホモロジーの dualで

ある:

Hi
A(IAn;Q) ∼= Hom(HA

i (IAn;Q),Q).

Hi(IA
ab
n ) =

∧i
H1(IA

ab
n ;Q) が成り立ち，HA

i (IAn;Q) はその quotient であるので，通常のホモロジー
Hi(IAn;Q)よりも格段に扱いやすいものとなっている．
2 次以上の安定 Albanese ホモロジーについて次の結果がある．Pettet [17] は安定 Albanese cohomology

H2
A(IAn;Q)のGL(n,Z)表現としての構造を決定した．Katada[8] は安定Albanese ホモロジーHA

∗ (IAn;Q)

の GL(n,Z)表現構造についての予想

HA
∗ (IAn;Q) ∼= W∗ (2.1)

を立てた上で ∗ = 3 の場合が成り立つことを示し，一般の場合についても最近証明した [9, 10]．ここで，
W∗ は代数的に定義される次数付き Q[GL(n,Z)] 加群であり，Kawazumi–Vespa [12] によって定義された，
Aut(Fn)の twisted cohomologyを記述するための wheeled PROP構造と関係がある．

3 安定コホモロジー H∗(IAn;Q)の構造について
以上のように，IAn の安定 Albaneseコホモロジーの構造については理解が進んだが，本来の安定有理コホ
モロジー H∗(IAn;Q) の Albanese コホモロジーを超えた部分についてはまだよくわかっていない．ここで
は，いくつかの予想について述べ，それらの間の関係についての結果を紹介する．
まず Church–Farb [3] の表現論的安定性予想について述べる．partitionの組 (λ, µ) (λ ⊢ p, µ ⊢ q) に対し
て，十分大きい nに対して既約な代数的 GL(n,Q)表現 Vλ,µ(n)が定まっている [13].

Conjecture 3 (Church–Farb [3]). 各 i ≥ 0に対して，GL(n;Z)表現の族 {Hi(IAn;Q)}n は，表現論的安
定 (representation stable)である．つまり，有限個の partitionの組の族 {(λi, µi)}i が存在して，十分大きい
nに対して同型

Hi(IAn;Q) ∼=
⊕
i

Vλi,µi(n)

が成り立つ．

Katadaと筆者 [5]は以下の予想を定式化した．

Conjecture 4 ([5]). カップ積に誘導される写像

ωn : H∗
A(IAn,Q)⊗H∗(IAn,Q)GL(n,Z) → H∗(IAn,Q)

は, 安定域において同型である．ここで, H∗(IAn,Q)GL(n,Z) は, H∗(IAn,Q)の GL(n,Z)不変部分を表す．

Conjecture 5 ([5]). 安定域において次の同型が成り立つ．

H∗(IAn,Q)GL(n,Z) ∼= Q[z1, z2, . . . ] (deg zi = 4i).
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コホモロジー類 zi ∈ H4i(IAn;Q) は，Igusa [7], Morita–Sakasai–Suzuki [16] によって定義されたコホモ
ロジー類と関係があると期待される．
Katadaの安定同型 (2.1)と以上の予想を合わせると，IAn の安定有理コホモロジーの代数的構造について
の次の予想が得られる．

Conjecture 6 ([5]). 次数付き Q[GL(n,Z)]加群の安定域における同型

H∗(IAn;Q) ∼= (W∗)
∗ ⊗Q[z1, z2, . . . ] (deg zi = 4i)

が成り立つ．

次の定理が成り立つ．

Theorem 7. Hd(IAn;Q)が安定的に (つまり，各 d ≥ 0に対し，十分大きい nに対して)代数的 GL(n,Q)

表現であるとする．(Conjecture 3が成り立つならばこの仮定は満たされている．）このとき，

• ([5, 10]) Conjecture 4 が成り立つ．([5] においては，安定同型 (2.1) も定理の仮定に含まれている．
[10]において (2.1)が証明されたので，ここでは仮定に入れていない．)

• ([5]) Conjecture 5が成り立つ．

ここでは，Theorem 7のうち，Conjecture 5の部分の証明について簡単に述べる．短完全列 (1.1)により，
Hochschild–Serre スペクトル系列 [6]

Ep,q
2 = Hp(GL(n,Z),Hq(IAn,Q)) ⇒ Hp+q(Aut(Fn),Q)

を得る．仮定により，安定域において，Hq(IAn,Q)は代数的 Q[GL(n,Q)]加群である．よって，Borel の安
定・消滅定理 [1, 2](の Li–Sunによる改良 [14])を適用できて，安定域において同型

Hp(GL(n,Z),Hq(IAn,Q)) ∼= Hp(GL(n,Z),Q)⊗Hq(IAn,Q)GL(n,Z), (3.1)

が成り立つ．Borelの定理 [1]より，安定的に，

H∗(GL(n,Z),Q) ∼=
∧

(x1, x2, . . . ) (deg xi = 4i+ 1)

である．また，Galatius[4] の定理により，安定的に Hd(Aut(Fn),Q) = 0 (d > 0) である．以上のことと，
Zeemanの Comparison Theorem [18]を上のスペクトル系列に適用することにより，Conjecture 5を得る．
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