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On nomme quantité variable celle que I’on considere comme devant
recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des
autres. On désigne une semblable quantité par une lettre prise ordi-
nairement parmi les derniéres de I'alphabet. On appelle au contraire
quantité constante, et I'on désigne ordinairement par une des pre-
mieres lettres de 'alphabet toute quantité qui regoit une valeur fixe
et déterminée. Lorsque les valeurs successivement attribuées a unc
méme variable s’approchent indéfiniment d’une valeur fixe, de ma-
niére A finir par en différer aussi peu que I'on voudra, cette der-
niére est appelée la limite de toutes les autres. Ainsi, par exemple,
un nombre irrationnel est la limite des diverses fractions qui en four-
nissent des valeurs de plus en plus approchées. En Géométrie, la sur-
face du cercle est la limite vers laquelle convergent les surfaces des
polygones inserits, tandis que le nombre de leurs cotés croit de plus
en plus, etc.

Lorsque les valeurs numériques successives d’'une méme variable
décroissent indéfiniment, de maniére a s’abaisser au-dessous de tout
nombre donné, cette variable devient ce gu’on nomme un infiniment
petit ou une quantité infinument petite. Une variable de cetle espece a
zéro pour limite.
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Soit f(«) une fonction de la variable «, et supposons que, pour
chaque valeur de « intermédiaire entre deux limites données, cette
fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en par-
tant d’upe valeur de 2 comprise entre ces limites, on attribue 4 la va-
riable  un accroissement infiniment pefit «, la fonction elle-méme
recevra pour accroissement la différence

Sz +a)— f(2),

qui dépendra en méme temps de la nouvelle variable « et de la valeur
de @. Cela posé, la fonction f(x) sera, entre les deux limites assi-

~ gnées 4 la variable @, fonction continue de cette variable, si, pour

chaque valeur de @ intermédiaire entre ces limites, la valéur nume-

i de la différenc
rique de la différence fio @) (o) .

décroit indéfiniment avec celle de o. En d’autres termes, la fonc-
tion f(x) restera continue par rapport & « entre les limites données, st,
entre ces limites, un accroissemént infiniment petit de la variable produit
loujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-méme.
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CHAPITRE VI

X .
DES SERIES CONVERGENTES ET DIVERGENTES. REGLES SUR LA CONVERGENCE DES SERIES.
SOMMATION DE QUBLQUES SERIBS CONVERGENTES.

§ 1. — Considérations genérales sur les series.

On appelle série une suite indéfinie de quantités
iy, Uy, Uy, Iy,

qui dérivent les unes des autres suivant une loi déterminée. Ces quan-
tités elles-mémes sont les différents termes de la série que I’on consi-

dere. Soit
Sy= U+t Ug. . . Uy y

la somme des » premiers termes, n désignant un nombre entier quel-
conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme s,
s'approche indéfiniment d’une certaine limite s, la série sera dite con-
vergente, et la limite en question s’appellera la somme de la série. Au
contraire, si, tandis que n croit indéfiniment, la somme s, ne s’ap-
proche d’aucune limite fixe, la série sera divergente et n’aura plus de
somme. Dans I'un et 'autre cas, le terme qui correspond a I'indice =,
savoir u,, sera ce qu'on nomme le terme géncral. 11 suffit que l'on
donne ce terme général en fonction de I'indice », pour que la série soit
complétement déterminée.
L’une des séries les plus simples est la progression géométrique

1, z, x%, 2%, ...,

qui a pour terme général =", ¢’est-a-dire la puissance »“™* de la quan-
tité z. Si'dans cette série on fait la somme des » premiers termes, on
trouvera

1 x"

11— 1—2

I+z+ 2+ 2= ;
et, comme pour des valeurs croissantes de 7, la valeur numérique de

" . m"
la fraction —

converge vers la limite zéro, ou croit au dela de toute
z

limite, suivant qu’on suppose Ja valeur numérique de z inférieure ou,
supéricure 4 l"unité, on doit conclure que, dans la premiére hypothese,
la progression

1, z, x%,

. . 1 N .
est une série convergente qui a pour somme -——. tandis que, dans la

seconde hypothese, la méme progression est une série divergente qui
n’a plus de somme.
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Tutortne. — Si, la fonction f(xx) étant continue entre les limites x = z,,
I x-= X, on désigne par A la plus petile, et par B la plus grande des valeurs

Lorsque la fonction y = f(«) reste continue entre deux limites que la fonction dérivée S (x) regoit dans cet intervalle, le rapport aux dif-

données de la variable x, et que I'on assigne & cette variable une

JSeérences finies

valeur comprise entre les deux limites dont il s’agit,‘un accr'oiss.e- | ) (X)) = f(z)
ment infiniment petit, attribué a la variable, produit un accrois- X —a,
sement infiniment petit de la fonction elle-méme. Par conféquent, [ sera nécessairement compris entre A o B.
si 'on pose alors Az =1, les deux termes du rapport auz différences _ Démonsiration. — Désignons par 8, ¢ deux nombres trés petits, le

Ay _ flz+0)—f(=) premier étant choisi de telle sorte que, pour des valeurs numériques
W Az : ( de ¢ inférieures a 8, et pour une valeur quelconque de = comprise
seront des quantités infiniment petites. Mais, tandis que ces .de.qx entre les limites z,, X, le rapport
termes s’approcheront indéfiniment et simultanément de la .lm?lte f(z+ i) — f(2)
zéro, le rapport lui-méme pourra converger vers une autre limite, [ i
soit positive, soit négative Ceite limite, lorsqu'elle existe, a une reste toujours supérieur a f() — ¢ et inférieur é;f’(w) + ¢. Si, entre
vaicur défermi'.ce pour chaque valeur particuliere de ; mais ?u'e [ les limites z,, X, on interpose » — 1 valeurs nouvelles de la variable z,
varie avec @. Ainsi, par exemple, si 'on prend f(z) = 2™, m' dési- savoir
gnant un nombre entier, le rapport entre les différences infiniment [ Ty Tay ..., Zpy,

petites sera [ de maniere & diviser la différence X — x, en éléments
(z+i)m— ™ —maxh—14 __m(m -1

N I et
{ 1.2 .

I Ly— Loy Za— 2y iy X—a, ,,

1l qui, étant tous de méme signe, aient des valeurs numériques infé-
¢ . . LY — ? A 3 v e .
et il aura pour limite la quantité ma™', c’est-a-dire une nouve | rieures 4 8, les fractions

fonction de la variable . Il en sera de méme en général; seule-

ment la forme de la fonction nouvelle qui servira de limite au rap- [ ) fla) —f(xo)’ f(xg)—f(x,), - f(X)--f(x,._i),
port f(z_Hg —/(=) |

Zy— Ty Zy—
y = f(z). Pour indiquer cette dépendance, on donne a la nouvelle '
2 4 . 9 _* -1
fonction le nom de fonction dérivée, et on la désigne, a I'aide @’un

dépendra de la forme de la fonction proposée . ——
se trouvant comprises, la premiére entre les limites S(x,) — e,
| S(@,) +¢, la seconde entre les limites /"(z,) —e, S(x)+e, ...,

l seront toutes supérieures i la quantité A — ¢, et inférieures i Ia quan-

| tité B + . Dailleurs, les fractions (5) ayant des dénominateurs de

— e - méme signe, si I'on divise la somme de leurs numérateurs par la

S T T T T T T somme de leurs dénominateurs, on obtiendra une fraction moyenne,
c’est-a-dire comprise entre la plus petite et la plus grande de celles
que l'on considére (voir I'Analyse algeébrigue, Note II, théoréme XII).

TVl 22N ]

la notation
accent, par Yy ou fi=z).

# elle-méme renfermée entre les limites A — ¢, B 4 &, el, comme cette

conclusion subsiste quelque petit que soitle nombre ¢, on peut affirmer
que I'expression (4) sera comprise entre A et B,
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supposons que, la fonction y = f(x) étant continue par rapport a
la variable z entre deux limites finies z ==,, =X, on désigne
par z,, &,, ..., ,_, de nouvelles valeurs de = interposées entre ces
limites, et qui aillent toujours en croissant ou en décroissant depuis
la premiére limite jusqu’a la seconde. On pourra se servir de ces
valeurs pour diviser la différence X — z, en #léients

(1) Ty = Zgy Xy— Lyy Ty3— T vy X— 2y

yui seront tous de méme signe. Cela posé, concevons que I'on mul-
tiplic chaque élément par la valeur de f(x) correspondante a I'ori-
gine de ce méme élément, savoir I'élément x, — z, par f(x), I'élé-
ment 2, — , par f(z,), ..., enfin Pélément X — z,_, par f(z,.,);
et soit

(2)  S=(2,— =) f(®) + (13— ) f(z)) +.ooo = (X —zpy) f(Zaen)

la somme des produits ainsi obtenus. La quantité S dépendra évidem-
ment : 1° du nombre » des éléments dans lesquels on aura divisé la
différence X — z,; 2° des valeurs mémes de ces éléments et, par con-

séquent, du mode de division adopté. Or il importe de remarquer

que, si les valeurs numériques des éléments deviennent trés petites
et Ie nombre » trés considérable, le mode de division n'aura plus sur
£ 1a valeur de S qu’une influence insensible. .C’est, effectivement, ce
i"‘fque 'on peut démontrer comme il suit.

' SiI’'on supposait tous les éléments de la différence X — x, réduits
"3 un seul qui serait cette différence elle-méme, on aurait simplement

2 Sl

T

(3) S=(X —a) f(2,).

% Lorsque, au contraire, on prend ies eXpressions (1) pour eremeiis
" de la différence X — z,, la valeur de S, déterminée dans ce cas par
I'équation (2), est égale & la somme des éléments multipliée par une

r
-

movenne entre les coefficients

f(-'l'o): f(xf), f(xs)’ Y f(‘lf'n——l)

[volr, dans les préliminaires du Cours d’ Analyse, le corollaire du théo-
reme 111 (")) D’ailleurs, ces coefficients étant des valeurs particulibres
de I'expression -
. f[w.,+9();-——z.,)]

qui correspondent  des valeurs de 0 comprises entre zéro cl 'unite,
on prouvera, par des raisonnements semblables a ceux dont nous
avons fait usage dans la septiéme Legon, que-la moyenne dont il
‘s'agit est une autre valeur de la méme expression, correspondante
3 une valeur de 0 comprise entre les mémes limites. On pourra donc
a I'équation (2) substituer la suivante ‘

(4) S:(X*“xo)f[xo'*‘s(x‘—a:u)])

dans laquelle 0 sera un nombre inférieur & P'unité.
Pour passer du mode de division que nous venons de considérer a
un autre dans lequel les valeurs numériques des éléments de X — z,
soient encore plus petites, il suffira de partager chacune des expres-
sions (1) en de nouveaux éléments. Alors on devra remplacer, dans
* le second membre de ’équation (2), le produit (z, — ,) f(x,) par
une somme de produits semblables, & laquelle on pourra substituer
une expression de la forme

(zy— zo) [0+ 0o ( 2y — x0)),

8, étant un nombre inférieur 4 'unité, attendu qu’il y aura entre cette
somme et le produit (z, — x,) f(#,) une relation pareille a celle qui
existe entre les valeurs de S fournies par les équations (4) et (3).
Par la méme raison, on devra substituer au produit (z, — z,) f(=z,)
une somnie de termes qui pourra étre présentée sous la forme

(@a— &) f2,+ 0, (22— z1)],



" divisé en plusieurs autres.

Conedy 12 £3 LT/ o i D

0, désignant encore un nombre inférieur a I'unité. En continuant de
la sorte, on finira par conclure que, dans le nouveau mode de divi-
sion, la valeur de S sera de la forme

5 S.:('I"i"" Zo) fl 2o+ 0o (23 — 2,)]
+(Zy—2y) f[2+ 0, (Zy— )] +. ..

(9)
( +(X'—xn—l)f[‘ru—l+9n—l(x'—"xlt--l)]'
Sil'on fait dan< ~2tic derniére équation

Slzo+ 0o (2y — z4)] = f(®,) =£ 2y,

flzi+ 0 (zy— 2))] = f(z,) ¢y,

f[xn—l"“ 8 —l(x - xll—l)} =f($n—l ) Teuy,s
on en tirera

S = (&1~ %) [f(®o) o] + (22— 2 [[(2)) =&y +....

() +(x_$n—l)[f(xn-l)teu—l]’

puis, en développant les produits,

(7) ;S=($l*$o)f($o)+($z—$l')f(xl)+~-+(X—'1’u—|)f(xn-|)
7

(1 —Zo) Ee(za—2)) £ ey (X — Lomy).

Ajoutons que, si les éléments x, — x,, Z,—xy, ..., X—a,, ont
“des valeurs numériques trés petites, chacune des quantités =g,
+g,, ..., 2o¢,, différera tres peu de zéro, et par suite il en sera
de méme de la somme

.

Feo (2 — ) Fe(dy—2zy) k... = en-t(X —z,y),

qui est éq'uivale.nte au produit de X — &, par une moyenne entre ces
diverses quantités. Cela posé, il résulte des équations (2)et(7)com-
parées entre elles qu’on n’altérera pas sensiblement la valeur de S
calculée pour un mode de division dans lequel les éléments de la dif-
férence X — x, ont des valeurs numériques tres petites, si 'on passe
3 un second mode dans lequel chacun de ces éléments se trouve sub-

Concevons & présent que I'on considére a la fois deux modes de
division de la différence X — «,, dans chacun desquels les éléments

de cette différence aient de trés petites valeurs numériques. On

pourra comparer ces deux modes & un troisiéme tellement choisi
que chaque élément, soit du premier, soit du second mode se trouve

; formé par la réunion de plusieurs éléments du troisitme. Pour que

cette condition soit remplie, il suffira que toutes les valeurs de x,
interposées dans les deux premiers modes entre les limites z,, X,
soient employées dans le troisieme, et I’on prouvera que I'on altére
trés peu la valeur de S en passant du premier ou du second mode
au troisi¢me, par conséquent en passant du premier au second.
Donc, lorsque les éléments de la différence X — z, deviennent infini-
ment petits, le mode de division n’a plus sur la valeur de S qu’une
influence insensible; et, si ’on fait décroitre indéfiniment les valeurs
numériques de ces éléments, en augmentant leur nombre, la valeur
de S finira par étre sensiblement constante ou, en d’autres termes,
elle finira par atteindre une certaine limite qui dépendra uniquement
de la forme de la fonction S(x) et des valeurs extrémes x,, X attri-

buées & la variable z. Cette limite est ce qu’on appelle une intégrale
définie.

(% #)

d’une somme de cette espece. De pius, comme la valeur de 1 integraiv
définie que I'on considére dépend des valeurs extrémes z,, X attri-
buées 4 la variable 2, on est convenu de placer ces deuxﬂvaleurs, la
premiére au-dessous, la seconde au-dessus de la lettre ./, ou de les
écrire 3 coté de I'intégrale, que I'on désigne en conséquence par I'une

des notations

(10) fxf(w)dx; ./‘f(w)dw[?], ff(x)dz[i'—_—;‘;?].

La premiere de ces notations, imaginée par M. Fourier, est la plus
simple. Dans le cas particulier ol la fonction /(z) est remplacée par
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La série
Wy, Uy, Uy Ug
étant supposée convergente, si l'on désigne sa somme par s, et pars,
la somme de ses 7 premiers termes, on trouvera

S=+ U+ .. AUy U, U =S U, u""'1+7 .o
et, par suite,

S—Spy=Up—+ Uppr+...
De cette derniére équation, il résulte que les quantités

Uyy Upyyy Upysy

formeront une nouvelle série convergente dont la somme sera équiva-
lente 4 s — s,. Si I'on représente cette méme somme par r,, on aura

S=Sp==7Tu;

et r, sera ce quon appelle le reste de la série (1) & partic du
nime terme. )
Lorsque, les termes de la série (1) renfermant une méme variable =,
cette série est convergente, et ses différents termes fonctions conti-
nues de z, dans le voisinage d’une valeur particuliere attribuée &

cette variable,
Spy rn €L s

sont encore trois fonctions de la variable z, dont la premiére est évi-
demment continue par rapport a  dans le voisinage de la valeur par-
ticuliere dont il s’agit. Cela posé, considérons les accroissements que
recoivent ces trois fonctions, lorsqu’on fait croitre = d’une quantité
infiniment petite a. L’accroissement de s, sera, pour toutes les valeurs
possibles de », une quantité infiniment petite; et celui de r, deviendra
insensible en méme temps que r,, si 'on attribue & z une valeur trés
considérable. Par suite, I'accroissement de la fonction s ne pourra
étre qu'une quantité infiniment petite. De cette remarque on déduit
immédiatement la proposition suivante :.

Tuconiyve I. — Lorsque les differents termes de la série (1) sont des
Jonctions d’une méme variable x, continues par rapport a cette variable
dans le voisinage d’une valeur particuliere pour laquelle la serie est con-
vergente, la somme s de la série est ausst, dans le voisinage de cette valeur
particuliére, fonction continue de x. .

En vertu de ce théoréme, la somme de la série (2) devra rester
fonction continue de la variable «, entre les limites 2 = — 1, x =1;
ce qu'on peut vérifier 4 I'inspection de 1 valeur de s donnée par

I

T l—x
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JT
316 Abel, Untersuchungen fiber die- Reihe 1 + ?x + 2 'i“‘ 2_'1 2.0, -
-Hieraus folgt, dals man m grofs genug nehmen kann, daf¥ p(e) = w, und
. also ebenso :

, i /(@) =g (@) +w,
wo w kleiner ist, als jede angebbare Grifse, °
Es 1st eben so.

TS iAl i e s o

fe—Pp=g@—f+w
S@) = f@=F = (@) ~ 9@ — ) 4+

Dem Ausdrick von ¢(z) zufolge ist aber klar, dafs man # Klein genug annehmen
kann, dafs ,

AP

also

(@) — gbj(a: —B)=w, und

S@) = fle—p) =w. o
Also ist die Funktion f(x) stetig *). K
Lehrsatz VI Bezeichnet man durch Qos @» @, U S. W., Q:,. Q:, Q; wow

die Zahlenwerthe der resp. Glieder zweier convergenten Reihen _

"°+",+Vg+......=pund g

“’;'l"’: +~9;+......=p',

also ebenso

-

so sind die Reihen
2 Q+e +e¢ +...... und
Q@+ ol 4 ......
cbenfalls nodh convergent, und auch die Reihe
: o T T e,

Y

S A SR e e

S

deren allgéfneines Glied

R

R t . 1 1
rm—-9°9m+9‘9m_‘+P.2"m.-g+.’-.’npnvn,

-und deren Summe .

*) Anmerkung, In der oben angefiibrten Schrift des Herrn Cauchy (Seite 131) findet "

man folgenden Lehrsatz: . '

» Wenn die verschiedenen Glieder der Reihe ) ‘.‘;5(;

_ - v+ u oy, oy, v s W .

s»Kunctionen einer und derselben verinderlichen Grifse sind, und zwar stetige Functionen,

. »in Beziehung auf diese Verinderliche, in.der Nihe eines besonderen Werthes, fiir welchen
ndie Reihe convergirt, so ist auch die Summe- s der Reihe, in dei’ Nihé jénes besonderen

» Werthes, éine stetige Function von z.” . . R
Es scheint mir aber, dafs dieser Lehrsatz Ausnahmen leidet. So ist 2. B, die Reihe

. . Sin @ <~ §sin20 4 sin 30 —..ue.. w4 w ‘

unstetig fiir jeden ‘Werth @Cm+41)= von &, wo m.eine ganze Zahl ist. Bekanntlich giebt

es eine Menge von Rcihen mit hnlichen Eigenschaften.

4 e e S B

i e o

R AL S R
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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Note sur les séries convergentes dont les divers

lermes sont des fonctions continues d’une variable réelle ou imagi-
naire, entre des limites données.

C. R., T. XXXVI, p. 454 (l:i_ mars 1853).
En établissant, dans mon Analyse algebrigue, les régles générales

relatives & la convergence des séries, j’ai, de plus, énoncé le théoréme
suivant : '

Lorsque les différents termes de la série

(#) Ugy, Uy, U,, cey Uny Upyy,

sont des fonctions d’une méme variable z, continues par rapport a cette
variable, dans le voisinage d’une valeur particuliere pour laquelle la
serie est convergente, la somme s de la série est aussi, dans le voisinage
de cette valeur particuliere, /'onct{on continue de x.

Comme I'ont remarqué MM. Bouquet ot Briot, ce théoreme se vérifie
pour les séries ordonnées suivant les puissances ascendantes d'une
variable. Mais, pour d’autres séries, il ne saurait étre admis sans res-
triction. Ainsi, par exemple, il est bien vrai que la série

- . sin2x  sin3z2
(2) sinz, ) 3 s

toujours convergente pour des valeurs réelles de z, a pour somme une
fonction de « qui reste continue, tandis que , supposée réelle, varie,
dans le voisinage d’une valeur distincte d’un multiple = 22 de la

. , . , . . .  T— X
circonférence 2w, et qui se réduit, en particulier, 2 S—> entre les

limites = o, = 2w. Mais, & ces limites mémes, la somme s de la
série (2) devient discontinue, et cette somme, considérée comme
fonction de la variable réelle x, acquiert, i la place de la valeur

donnée par la formule

la valeur singuliére s = o, qui reparait encore quand on suppose

rx==x2nm,
%

n étant un nombre entier quelconque. ‘
Au reste, il est facile de voir comment on doit modifier I’énoncé du

théoréme, pour qu’il n’y ait plus lieu & aucune exception. C’est ce
que je vais expliquer en peu de mots.




D’aprés la définition proposée dans mon Analyse algébrigue, et
généralement adoptée aujourd’hui, une fonction u de la_variable
réelle = sera continue entre deux limites données de z, si, cette fone-
tion admettant pour chaque valeur intermédiaire de  une valeur
unique et finie, un accroissement infiniment petit attribué a la
variable produit toujours, entre les limites dont il s'agit, un accrois-
sement infiniment petit de la fonction elle-méme. Cela posé, conce-
vons que la série (1) reste convergente, et que ses divers termes
soient fonctions continues d’une variable réelle Z, pour toutes les

valeurs de « renfermées entre certaines limites. Soient alors

s lasomme de la série;

s» la somme de ses 7 premiers termes : .

Tu=$§—Sp=Up+Up,+... le reste de la série indéfiniment pro-
longée 2 partir du terme général u,.

Sil'on nomme 7z’ un nombre entier supérieur a r, le reste r, ne sera
autre chose que la limite vers laquelle convergera, pour des valeurs
croissantes de n’, la différence

(3) Sw—Sa== Uy + Upiy+. .. 4+ Upy.

Concevons, maintenant, qu'en attribuant  » une valeur suffisamment
grande on puisse rendre, pour toutes les valeurs de Z comprises entre
les limites données, le module de I'expression (3) (quel que soit n’),
et, par suite, le module de r,, inférieurs 3 un nombre ¢ aussi petit que
I'on voudra. Comme un accroissement attribué a 2 pourra encore. étre
supposé assez rapproché de zéro pour que I’accroissement correspon-
dant de s, offre un module inférieur a un nombre aussi petit que I’on
voudra, il est elair qu’il suffira d’attribuer au nombre » une valeur
infiniment grande, et 3 I'accroissement de  une valeur infiniment
petite, pour démontrer, entre les limites données, la continuité de la
fonction
$ =S+ Iy

Mais cette démonstration suppose évidemment que l'expression (3)
remplit la condition ci-dessus énoncée, c’est-a-dire que cette expres-
sion devient infiniment petite pour une valeur infiniment grande
attribuée au nombre entier ». D'ailleurs, si cette condition est rem-
plie, la série (1) sera évidemment convergente. En conséquence, on
peut énoncer le théoréme suivant :



TrtoriME 1. — Si les différents termes de la série

(1) Ugy Uyy Uz oeny Upy Upyy,

|
|

sont des fonctions de la variable réelle z, continues, par rapport & cette ;

variable, entre des limites données; si, d’ailleurs, la somme

(3) Un Upay oo Uy

1)

devient toujours infiniment petite pour des valeurs infiniment grandes

des nombres entiers n et n’>n, la série (1) sera convergente, et la

somme s de la serie (1) sera, entre les limites données, fonction continue

de la variable x.
Si & la série (1) on substitue la série (2), I'expression (3), réduite
a la somme '

sin{n+1)z  sin(n+2)x sinn’'z
n+1 n+2 n'

(4)

b

s’évanouira pour # = o; mais, pour des valeurs de x tres voisines de

zéro, par-exemple pour z = i, n étant un trés grand nombre, elle

pourra différer notablement de zéro; et si, en attribuant a » une tres

. 1 B :
grande valeur, on pose non seulement & = -+ Mais encore n'=ow, la

somme (4), ou, ce qui revient au méme, le reste r, de la série (2) se
réduira sensiblement 4 I'intégrale

f“’sina: T 1
—dr == —1+
; x 2 1.2.3

+...=0,6244....

O3] =
-
»
o
=
o
A

Ajoutons que, pour une valeur de = positive, mais tres voisine de
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pd Erster Abschnitt.

Begriff und Grundeigenschaften der bestimmien
einfachen Integrale.

Stetige, eindeutige Funktionen.

1. Definition. — ,Die Definition eines bestimmten In_tegra.ls
stiitzt sich auf den fiir die ganze Analysis grundlegenden Begriff
der Stetigkeit und Eindeutigkeit einer Funktion.

y = f(x) wird eine stetige und eindeutige oder ein-
wertige Funktion von z genannt, wenn zu jedem Werte von
£ nur ein Wert von y gehort, und wenn einer allmihlichen Ver-
inderung von z auch eine allmihliche Veréinderung von y ent-
spricht, d. h. wenn fiir ein festes z die Differenz

f@—+h) —f@)
mit bestindig abnehmendem % gegen Null konvergiert.

A5 PR s BABE

2. TFundamentaleigonschaft der stetigem Funktionen. —
»Es sei y — f(2) eine in dem endlichen Intervall von a bis b
stetige Funktion von 2, und unter Teilintervall verstehe man
.die Differenz jeder zweier beliebigen Werte von z, also jedes
beliebige Stiick der Abscissenachse zwischen ¢ und 5. Dann be-
steht immer die Moglichkeit, zu einer beliebig klein gewdhlten
absoluten Grifse ¢ eine zweite ihr proportionale kleine Grofse o
von solcher Beschaffenheit zi finden, dafs in jedem Teilintervall,

welches < ¢ ist, die Funktion y sich um nicht mehr als hdch-
stens ¢ dndert.

s Z VT2 3 A. COFBED x
 ba) & @ B b ECOEBROKMT 5 KoV TERAMEKE 5. T OHES
%Eggiégﬁw%,T&b%akb@@wﬁﬂwﬁﬁoﬁﬁéﬁxlo.?ffﬁ:
RO T 5 RTINS D, AN CBIEINIE p DIFHEICH LT, TIUTER
N kT o BB ), EROEET (METO)EN o UFTHokLE, By BF« o
LABELEWE 72 o BRHED.
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Eléments d’analyse de Karl Weierstrass 119

(1)
Differentialrechnung

Vorgetragen von Herrn Professor Wezerstrass
(H. A. Schwarz)

Differentialyechnung

Im Gegensatz zu einer unverinderlichen GroBe oder Constante, welche nur
einen Wert annehmen kann, heiBt eine verdnderliche Grdfe solche, welche nicht
bloB mehrere einzelne, sondern unendlich viele Werte annehmen kann. Es kann
vorkommen, daB eine verinderliche GréBe jeden mdglichen positiven und nega-
tiven Wert annehmen kann, dann heiBt sie eine unbeschrinkt veranderliche GroBe.
Eine verdnderliche GroB8e kann auch beschrankt veranderlich sein und eine untere
oder obere Grenze, oder beide zugleich haben. Die Werte, welche eine verander-
liche Gr6Be annehmen kann, kénnen einer oder mehreren sfefiger Folgen ange-
horen, wenn die verdnderliche GroBe alle moglichen Werte zwischen zwei Grenzen
annehmen kann. Die Differentialrechnung beschéftigt sich nur mit solchen stetig
verinderlichen GréBen. ,

Zwei veranderliche GroBen kénnen in einem solchen Zusammenhang stehen,
daB zu jedem bestimmten Werte der einen ein bestimmter Wert der andern gehort,
so heiBt die letztere eine Funktion der ersteren. Es kann sich diese Beziehung auf
mehrere verinderliche GroSen ausdehnen ; hiernach unterscheidet man Funktionen
mit einer, mit mehreren verinderlichen GréBen. Gehort zu einem Werte der einen
verinderlichen GréBe stets nur ein Wert einer andern, so heiit die letztere eine
eindeutige Funktion und einwertige Funktion der ersten. Gehéren zu einem Werte
der einen GroBe mehrere Werte einer andern, so heif3t die letztere eine mehrdeutige
Funktion der ersteren. — Das Kriterium einer

(2)

Funktion ist, daB die eine verinderliche Gré8e sich im Allgemeinen um ein be-
stimmtes verindert, sobald eine bestimmte Aenderung der andern angenommen
ist. — '

Ist f(x) eine Funktion von » und x ein bestimmter Wert, so wird sich die
Funktion, wenn x in x4 iibergeht, in f(x+- %) 4dndern; die Differenz f(x 4 4)
—f(x) nennt man die Verdnderung, welche die Funktion dadurch erfihrt, daB das
Argument von x in x -} A {ibergeht. Ist es nun méglich, fiir & eine Grenze § zu be-
stimmen, sodaB8 fiir alle Werte von %, welche ihrem absoluten Betrage noch kleiner
als § sind, f(x+ k) —f(x) kleiner werde als irgendeine noch so kleine GréBe ¢, so
sagt man, es entsprechen unendlich kleine Aenderungen des Arguments unendlich
kleinen Aenderungen der Funktion. Denn man sagt, wenn der absolute Betrag
einer GroBe kleiner werden kann als irgendeine beliebig angenommene noch so
kleine GroBe, sie kann unendlich klein werden. Wenn nun

(3)

eine Funktion so beschaffen ist, daB unendlich kleinen Aenderungen des Argu-
ments unendlich kleine Aenderungen der Funktion entsprechen, so sagt man, dafl
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dieselbe eine continuierliche Funktion sei vom Argument, oder daB sie sich stetig mit
diesem Argument dndere.

Lehrsatz. Wenn eine continuierliche Funktion von x fiir einen bestimmten
Wert x, des Argumentes einen bestimmten Wert der Funktion y,, und fiir einen
andern bestimmten Wert x, einen bestimmten Wert der Funktion y, hat und
ist y, ein beliebiger Wert zwischen y; und y,, so muB zwischen #, und #, wenigstens
ein solcher Wert x, liegen, fiir welchen die Funktion y, annimmt.

Zum Beweise dienen folgende Hiilfssitze.

Ist y =f(«) eine continuierliche Funktion von x und y,=/(%,) nicht Null, so
werden die Werte f(x) der Funktion, fiir alle Werte von x, welche in der Nachbar-
schaft von x, liegen, d.h. fiir welche die Differenz x — x, ihrem absoluten Betrage
nach eine bestimmte Grenze nicht {iberschreitet, dasselbe Vorzeichen haben
als f(#o)-

(4)

Die Werte, welche eine continuierliche Funktion annimmt oder annehmen kann
gehoren auch einer stetigen Folge an; daher rechtfertigt sich ihre Benennung.

(5)

Grundbegriffe der Differentialyechnung

Die vollstindige Verinderung f(x -+ 4) —f(x), welche eine Funktion f(x) da-
durch erfihrt, daB x in x 4 4 tibergeht, 148t sich im allgemeinen in zwei Teile zer-
legen, von denen der eine der Aenderung 4 des Argumentes proportional ist, also
aus 4 und einem von % unabhingigen —in Bezug auf % constanten — Faktor be-
steht, also unendlich klein wird, wenn %. unendlich klein wird, oder gleichzeitig

mit % unendlich klein wird, der andere aber nicht bloB an und fiir sich unendlich - - - -

klein wird, wenn 4 unendlich klein wird, d.h. noch unendlich klein wird, wenn man
ihn mit 4 dividiert.

Bezeichnet % eine GroB8e, welche unendlich kleine Werte annehmen kann, und .
ist @ (h) eine beliebige Funktion von % von der Eigenschaft, daB sie fiir unendlich
kleine Werte von % ebenfalls unendlich klein wird (d.h. daB sich stets sobald eine
bestimmte noch so kleine GréBe ¢ angenommen ist, eine GroBe d bestimmen 148t,
sodaB fiir alle Werte von 4, deren absoluter Betrag kleiner als § ist, (k) kleiner

als & wird) — so kann es vorkommen, da8 auch noch l’—h(ﬂ eine Funktion von A4 ist,

welche fiir unendlich kleine Werte von % selbst unendlich klein wird; in diesem
Falle sagt man ¢(k) wird fiir unendlich kleine Werte von 4 im Verhiltnis zu 4
unendlich klein. Der erste der Verinderung des Argumentes proportionale Teil
der ganzen Verinderung der Funktion heiBt Differentialinderung oder Differential
und wird durch ein der Funktion vorgesetztes karakteristisches 4 bezeichnet,
wihrend ein vorgesetztes A die ganze Verinderung bedeutet. Dem analog schreibt
man auch fiir 4, da von x die einfachste Funktion x selbst ist, dx, eine von x

ganz unabhingige GréBe, welche unendlich klein werden kann. — Je kleiner dx
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oder 2 genommen wird, umso weniger wird die Differentialinderung von der
ganzen Verdnderung abweichen, der Unterschied kann durch Verkleinerung von
d x kleiner gemacht werden als je-

(6)

de noch so kleine Gréfe; man hat daher das Differential als die Verinderung
erklidrt, welche eine Funktion erleidet, wenn sich ihr Argument um eine unendlich
kleine GroBe dndert.

Das Differential einer Funktion hat also im allgemeinen die Gestalt df(x) =
p - dx; der Faktor p, mit welchem das Differential des Argumentes multipliciert
werden mufB, damit das Differential der Funktion entsteht, heit Differential-
coefficient oder Differentialquotient. Er ist im allgemeinen wieder eine Funktion
von x und da er auf eine bestimmte Weise von f(x) abgeleitet ist, so heiBt er
die Ableitung der Funktion und wird geschrieben f’'(x). Diese Funktion ist also
vollstdndig und unabhingig von der Verinderung des Argumentes.

Lehysatz. Hat eine Funktion fiir einen bestimmten Wert x des Arguments einen
Differentialquotienten, so kann es fiir die Funktion und denselben Wert von »
keinen zweiten von diesem verschiedenen geben.

Es sei gelungen, f(x+ k) —f(x) in der angegebenen Weise zu zerlegen =ph
-+ h(h), worin (A), eine mit » unendlich klein werdende GroBe bezeichnet; es ist
zu zeigen, daf} diese Zerlegung die einzig mdogliche ist.

Dividiert man das Differential einer Funktion durch das Differential des
Argumentes, so erhdlt man den Differentialcoefficienten; er heiBt aus diesem
Grunde auch Differentialquotient:

d‘;;(:) —p=F ()

(7)

Hiilfssdtze zur Bestimmung der Differentiale

1.

Sind £, () und f, (%) zwei Funktionen, welche gleichzeitig mit ihrem Argument %
unendlich klein werden, so ist auch ihre Summe f, (4) -+ f; (%) eine solche Funktion.

Es sei ¢ eine beliebige noch so kleine GroBe; man zerlege es in zwei Teile
& + & und bestimme § so, daB fiir alle Werte von %, welche ihrem absoluten
Betrage nach 4 nicht tiberschreiten, sowohl f, (k) < ¢, als auch f, (k) < &, ist, dann
ist f; () + fa(B) < & + &,. Derselbe Satz gilt auch bei der Addition mehrerer solcher
Funktionen, welche mit % gleichzeitig unendlich klein werden. —

(35)

Es gibt nun aber auch GrofBen, die sich durch die Einheit und Teile der Einheit
nicht ausdriicken lassen; bei ihnen wendet man die Form der unendlichen Reihe
an. Wenn irgend eine Gré8e in Form einer unendlichen Reihe ausgedriickt wird,
so ist der Sinn der, daB die Summe der # ersten Glieder dem Werte der GroBe
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WNEL ot &, ZOBEbLER, BORINEL2MEEZFES (Thbb, £
BIThE e 2BEE, § OESMEL YV /PIWTRTO R IZFL, oh) Dde X9

bINSKREE VBRI BZEDDIENTED) LT3, ¢_ng bE h OFEFKT

HY, h DRY RR/NEREIZFLT, ThEFLRY /NS RY S35, Zo
BE, oh) 1%, h RO R /IS2fEE & B L &IT, hiTxt U THIIZERIZ/
LB,

o BAEEEDED, BROEIZHHT 5 BADOEWIIIMAIELD DV T & F
iEh, BEOMIIES d 220 TKRT. £z, A X2EOEkERLTNDS. AR
LT [y=lz it o OBMREKENHECHDIMD, dridz LiITEo7 U2
REXIT, BN RV IBZDE, hoZlik ds LEZD. dz TROH A
BEo/has o, MAaEbl 2Bl DEB LV /NSRS, 2FY
dz DBV E 2T, FRBROKREZIRLEGL BVVHELTH, ERIENX DX
<Eha. £z, MIIEROER OB Lo TEEAEL LT & I
ZIBEE LT, BOBHALMCANE. BEEOMSII—IRICHR df(z) = p-dz
TEHITS. R p IHMIRED 2V E LT, BEOMSEED ITITER
DWSY [dx] % Z OFREME LK TRA B2V, Zh [p| H—MiZik z DBEET, f(z)
DOHFIEDFETE NS, BEOBAER LRV, f(z) M. LEMNST,
ZOBEY, EEOF(LLITIFRIIMITHS.
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e 4, flz+h) - f(z) =p+ (h) i h DERIT/NSVMEIZH LTS, p LIIKRRDD

© LIELIE L Co~ie i, BROBESERY 2 hSL Aok b &1, &
BOEICHT 3EEOEILNEIEIESBREFAESNS. o(h) & h OB
LB, TRUBRY A< INEL B 5B, h D5 SVEILR LT, o(h) 2
BIE o [CES< LiE, b AN 2B, 2 [o(h) — | BEDE S &R
KE&SED OIS CEBE LThD (Schwaws DF A 7FH, pp6T.) .

B R SRR/
18 Az —DODE « REIIZHTIER | RO R/DESVE
Euler, d’ Alembert | Z HIZEBEMNS X HIZER (77 LET2ETIX
) 20N)
Cauchy —DODE - KEX X BBR | Euz2ERETIELT
: Z, FEXDEETRRLTE |28 '

BqBLT D,

Weierstrass BB OMBRE « -0 MIETEE | EBOSLERL
(851 b [FiR) .
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