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AEMIERE PARTIE. — CHAPITRE IL 31

e

) nclpale f («), et nous avons donné la maniere de trouver ces fone-
daﬁls des cas partlcullers. Mais, pour &établir une théorie sur ces
‘i{ﬂonctlons, ll faut rechercher la loi générale de leur dériva-

“dans f(a:+ t). Donc aussi, le résultat doit étre le méme, soit qu’on
imette, dans la série f(@) + pi+ g+ ri*+..., i+ 0 a la place de ¢,
s0it qu’on y mette 2 + o au lieu de x.

La premitre substitution donnera

flz)+pli+o)+q(i+o)2+r(i+o)3+...,

i

e

axp,

" savoir, en développant les puissances de i+ o, et n’écrivant, pour plus
de -simplicité, que les deux premiers termes de chaque puissance,

parce que la comparaison de ces termes suffira pour les determmauons
dont nous avons besoin,

&)+ pi+qi*+ rid +si' +... 4+ po + 2qio + 3ri20 + fsi%0 +. ...

-ém":;}‘.:; K



32 THEORIE DES FONCTIONS.

Pour faire I'autre substitution, soient S(@)+f(x)o+...,p+po+...,
g+go+...,r+ro+... ce que deviennent les fonetions Sf(), p,
g>7; ... en y mettant +o pour « et ne considérant dans le déve-
loppement que les termes qui contiennent Ia premiére puissance de o;
il est clair que la méme formute deviendra

Flx) 4+ pi 4 qi2 4 ris 4 sis o, A+ f(x)o+plio+qg'i20 + rivo +....

Comme ces deux résultats doivent étre identiques quelles que soient
les valeurs de ¢ et de o, on aura, en comparant les termes affectés de o,
de 70, de i2o0, etc.,

p=f(=), 2q=p, 3r=¢, 4's=r’,

Maintenant, de méme que f ‘(@) est la premiere fonction dérivée de
S(@), il est clair que p’ est la premigre fonction dérivée de p, que ¢’ est
la premiére fonction dérivée de ¢, r' la premiere fonction dérivée de r,
et ainsi de suite. Donc, si, pour plus de simplicité et d’uniformité, on
dénote par f'(z) la premiere fonction dérivée de Sf(=x), pzlr S(z) la
premiére fonction dérivée de S'(z), par f*“(«) la premiere fonction dé-
rivée de f"(z), et ainsi de suite, on aura

p=f(=z), etdeld p'=f"(z);
donc
_P_ f=) s SN2,
q_..;_ P etdela ¢ = 2}
done
9 _ f"i=) TSRV A2
1‘—-—3-——2.—3—1 etde la 1—7,
donc
=l L L Pla)
T 47T 2.3% T 2.3.4°

et ainsi de suite.
Done, substituant ces valeurs dans le développement de la fonction
S(x+1), on aura

fla+ij=f(z)+f(a)i+ L2 LU, ’:T("'Z)m-

s
R
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PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE I1. 33

Cette nouvelle expression a I'avantage de faire voir comment les termes
de la série dépendent les uns des autres, et surtout comment, lorsqu’on
sait former la premitre fonction dérivée d’une fonction primitive quel-
conque, on peut former toutes les fonctions dérivées que la série
renferme. '

9. Nous appellerons la fonction S(x) fonction primitive par rapport

aux fonctions f*(x), S(#), ... qui en dérivent, et nous appellerons
celles-ci fonctions dérivées par rapport 4 celle-la. Nous nommerons de
plus la premidre fonction dérivée S'(2) fonction prime, la seconde
fonction dérivée f”(z) fonction seconde, la troisitme fonetion dérivée
- f"(®) fonction terce, et ainsi de suite.
" De la méme maniere, si y est supposée une fonction de «, nous déno-
terons ses fonctions dérivées par y, Y5 Y’ -.., de sorte que, y étant
une fonction primitive, ' sera sa fonetion prime, y” en sera la fonction
seconde, y" la fonction serce, et ainsi de suite.

De sorte que, x devenant &+, J deviendra

y+yi+ !¥+£L:+

Ainsi, pourvu qu’on ait un moyen d’avoir la fonction prime d’une
fonction primitive quelconque, on aura, par la simple répétition des
mémes opérations, toutes les fonctions dérivées, et par conséquent
tous les termes de la série qui résulte du développement de la fonction
primitive. ' |

Au reste, pour peu qu’on connaisse le Calcul différentiel, on doit
voir que les fonctions dérivées y, YY"y ..., relatives 2 @, coincident

avee 1 s dy diy iy
avec les expressxons a;s m, m, AP

IX. 5
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. exV=1 — g—xy=i

==

en méttant =y —1 au lieu de m dans ™=,

PN

]

. exV=1 4 g-xy~1 .
w.Ji . — N
f(x) =—" " =cosx

. v exV=1  e=xV/=1
fl#)y=cosz = —-—nu,

, exV.'Tg’_e—x\/-—l —
&) == - — {—1=—sina.

4{0uites les autrés fonctions dérivées.
: sinw a.donné /()= cosx et que f(z) = cosz

e;éfsint, J(#)==—cosz, frr(z)=sinz, ...,

o - l.g, . . i3 i‘ .

3 lcosx'-’.—:_"Slnx-"—.'cosx-l- sinx +...,
- 2" 2.3 2.3.4

. . .. 2 3 . Iz
—i8INx — — cosSx —5 Silx xr—...
PSS T g fosE A T sinT + o cos '

o et clxangeant i en x, on tire les séries connues

al kR Cosx =1 z2 +—x& ’
.4.6 77 - 2 2.3.4

» %yl sinw, cosx que nous venons de con-
L ervegardées comme les fonetions simples analytiques

THEORIE DES FONCTIONS.

d’une seule variable. Toutes les autres fonctions de la méme variable
se composent de celles-1a par addition, soustraction, multiplication ou
division, ou sont données en général par des équations dans lesquelles
entrent des fonctions de ces mémes formes. Ainsi, connaissant les
fonctions primes des fonctions simples que nous venons d’examiner, on
trouvera aisément les fonctions primes des fonctions composées, et,
par les mémes opérations répétées, on aura successivement les fonc-
tions secondes, tierces, etc.
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AVERTISSEMENT.

Les Legons suivantes, (*) destinées & servir de commentaire et
de supplément & -la premiére Partie de la Théorie des Jonctions
analytiques, offrent un cours d’Analyse sur cette partie du cal-
cul qu'on nomme communément infinitésimale ou transcen-
dante, et qui n’est proprement que le Calcul des fonctions.

Ceux qui ont étudié le Calcul différentiel pourront se former,
dans ces Lecons, des notions simples et exactes de ce Caleul; ils
Yy trouveront aussi-des formules et des méthodes nouvelles, ou
qui n’ont pas encore été présentées avec toute la clarté et la
généralité qu’on pourrait désirer.

Dans cette nouvelle Edition, on a retouché plusieurs endroits
pour y mettre plus de clarté et de simplicité, et on a inséré dif-
férentes additions dont les principales se tronvent dans les Lecons
dix-huitiéme, vingt et uniéme et vingt-deuxieme. Cette derniére
coutient un traité eomplet du Calcul des variations.

(*) Les Legons I & XIX ont été professées & I'Ecole Polytechnique, pendant I'an VII (1799),
par Lagrange, qui les a fait paraitre dans le tome X de la nouvelle édition des Seances des
Ecoles Normales, an IX (1801), en Y ajoutant une XX° Legon.

Ces vingt Legons ont été réimprimées dans le XII° Cahier du Journal de I*Kcole Poly-
technique, an XII {1804).

Lagrange a publié, en un volume jn-8° (1806), une deuxidme édition contenant deux
Legons nouvelles (XXI° et XXII*), qui ont été reproduites ultérieurement dans le XIV® Cahier
du Journal de I’ Ecole Polytechnique (1808).

(Note de I’Editeur.)

Lagrande

A Paris

AN
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se détruire d’eux-mémes et former autant d’équations & part. On aura
donc ainsi
2=AF(2), Afr(x) - A2f2(z) =o,

et ainsi de suite. .
Done, /() étant égal & log, on aura, en général, -

fla)= ==

et de 14, par la formule générale du n° 10, on tirera

» fr(a)=—

frie)=— fr(@)= e

x’la

valeurs qui satisfont, comme l'on voit, aux différentes équations

trouvées ci-dessus. Ainsi, par la substitution de ces valeurs dans’la
- . i2

série f(z) +if'(x)+ 5/"(#)+..., on aura sur-le-champ

. 7 12 i3
loglz+i=logzx + —— — — = ' ...
8l ) o8 +.a:la 222la " 3zdla

Faisant & =1 et changeant i en «, on aura la formule connue

log(r+x)= - .

Pour les logarithmes hyperboliques ol le =1, on aura simplement

-~

flz) =1z, f'(x).—_.-i, f”(x):_——a%,

14. Les sinus et cosinus d’angles considérés analythuement ne sont
que des expressions composées d’exponentielles imaginaires; ainsi,
on peut déduire leurs fonctions dérivées de celles de ces exponen-
tielles.

Soit donc, en quatrieme lieu, /() = sinz; comme on a

. ex‘/——i — e—-t“/—_i‘ e.l'v——l_*_ e—IV—_i
sSiney = —= » COSx = ’
2¢—1 2
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ET D’APRES LES DECOUVERTES MODERNES;
Avec Figures :

Par M Lavrorsier s de PAcadémie des
Sm.nce.r, de la Sociéié Royale de Médecine , des
Sociétés d’ Agriculeure de Paris & & Orléans , de
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Sous le Privilige de PAcadémie des Sciences & de
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DISCOURS
PRELIMINAIRE.

J E n'avois pour objet lorfque j'ai entre-
pris cet ouvrage, que de donner.plus de
développement -au Mémoire que jai lu
2 la féance publique de I'Académie des
Sciences du mois d’Avril 1787, fur la
néceflied de réformer & de perfe@ionner
1a Nomenclature de la Chimie,

Cleft en m’occupant de ce travail , que

Jai mieux fenti que je ne l'avois encore
fait jufqu’alors., T'évidence des principes

qui ont été pofés par FAbbé¢ de Condillac
dans fa logique, & dans quelques autres
de fes ouvrages. Il .y établit que nous ne
penfons qu’avec le fecours des mots ; que
les langues font de véritables méthodes ana-
lytiques ; que Ualgébre la plus fimple, la
plis exade & la micux adaprée & fon
objet de toutes les maniéres de s’énoncer
eft d-la-fois une langue & une meérhode
a iij




\j Discovers
analytzque enfin que Fart de ‘raifonner

[ reduit @ une langue bien faite. Et en

effet tandis que je croyois ne m’bccuper
que. de Nomenclature , tandis que je n'a-
vois pour objet que de perfetionner le
langage de la Chimie , mon ouvrage
seft transformé infenfiblement entre mes
mains , fans quil m'ait éeé poflible de
mlen. défendre , en un Traité élémentaire
de Chimie.

Lxmpofﬁbllité difoler la Nomencla-
wre de la fcience & la fcience de la
.Nomenclature 5 tient & ce que toute
fcience phyﬁque eft néteflairement formée
de trois chofes : la férie des faits qui
conj}htuent la fcxence les: 1dées qui Tes rap-
Be.llent ;. Jes mats qui, Tes expriment. Le
Jnot. doxt faxre.,nam:e lxdée l1dée doit
j)emdte le fait ; ce, font trois empremtes
d'un, méme cachet & comme ce font
les.mots. qui confervent les idées & qui
les tranfimettent, il en réfulte qu'on ne
peut. perfectionner le langage fans perfec-
tionper la fcience, ni la fcience fans le
langage, & que quelque certains que fuﬁ'ent

-

PRELIMINAIRE. vif

les faits, quelque juftes que fuflent les
"idées .qu'ils auroient fait naitre, ils ne
tranfmettroient encore que des impref-

fions fauffes, fi nous n'avions pas des
expreflions exaltes pour les rendre.

La premitre partie de ce Traité four-
nira & ceux qui voudront bien le méditer,
des preuves fréquentes de ces vérités;
mais comme je me fuis vu forcé dy fui-
vre un ordre qui differe effentiellement
de celui qui a été adopté jufqu’d préfent
dans tous les ouvrages de Chimie, je dois
compte des motifs qui m'y ont décerminé,

Ceft un principe bien conftant, & dont
la généralité eft bien reconnue dans les
mathématiqués, comme dans tous les
genres de connoiffances , que nous ne
pouvons procéder pour nous inftruire ,
que du connu 4 linconnu. Dans notre
premiére enfance nos idées viennent de
nos befoins ; la fenfation de.nos befoins
fdit ‘naitre I'idée des objets propres 4 les
fatisfaire, & infenfiblement par une fuite
de fenfations, d'obfervatians & d'ana-
lyfes, il fe. forme une génération fuc-

aiv
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INTRODUCTION.

Q.UELQUES personnes, qui ont bien voulu
guider mes premiers pas dans la carriére
des sciences, et parmi lesquelles je cite-
rai avec reconnaissance MM. Laplace et
Poisson , ayent témoigné le desir de me
voir publier le Cours d’anelyse de 'Ecole
royale polytechnique, je me suis décidé
& mettre ce Cours par écrit pour Ia plus
grande utilité des éléves. J'en offre icila pre-
miére partie connue sous e nom &’ 4nalyse
algebrique, et dans Iaquelle je traite suc-
cessivement des diverses espéces de fonc-

QEuvres de C. — 8. 11, t. 1lI,

Anw%w afjébh‘ we
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tions réelles ou imaginaires » des séries
convergentes ou divergentes, de Ia résolu-
tion des équations, et de la décomposition
des fractions rationnelles, En parlant de
1a continuité des fonctions, je n'ai pu me
dispenser de faire connattre fes propriétds
principales des quantités infiniment pe-
iites , propriétés qui servent de base au
calcul infinitésimal, Enfin, dans les préli-
minaires et dans guelones otes placées a
ia fin du volume, jai présente des déve-
loppemens qui peuvent 8tre utiles sojt aux
rrofesseurs et anx Kltves des Colleges
royaux, soit & ceux gui veulent fajre une
¢tude spéciale de Panalyse,

Quant aux méthodes, j’ai cherché i feur
donner toute fa rigneur qu'on exige en
géomeétrie, de maniére & ne Jjamais recou-
rir aux reisons tirdes de la générglité de
Palgebre, Les raisons de cette espéce,, quoi-
que assez communément admises, sur-tout

INTRODUCTION, iy

dams le passage des séries convergentes
aux series divergentes, et des quantités
réélles aux expressions imaginaires, ne peu-
vent étre considérées, ce me semble, que
eomme des inductions propres i faire pres-
sentir quelquefois la vérité, mais qui s"ac-
cordent peu avec I'exactitude si vantée des

sciences mathématiques. On doit méme

observer qu'elles tendent & faire attribuer
aux formules algébriques une étendue in-
définie, tandis que, dans Ia réalité, Ja plu-

‘part de ces formules subsistent uniquement

sous certaines conditions, et pour certaines
valeurs des quantités qu’elles renferment.
En déterminant ces conditions et ces va-
leurs, et en fixant d’uite maniére précise le
sens des notations dont je me.sers, je fais
disparaitre toute incertitude ; et alors Ies
différentes formules ne présentent plus que
des relations entre Ies quantiteés reelles, re-
lations qu'il est toujours facile de vérifier



iv INTRODUCTION.

par la substitution des nombres aux quate
tités elfes-mémes, I est vraj que, pour
rester constamment fidéle & ces principes;,
je me suis vu forcé d’admettre plusieurs
propositions qui paraftront peut-étre un
peu dures au premier ahord, Par exemple,
Yénonce-dans fe chapitre VI, qu'une serie
divergente n’a pas de somme; dans Ie cha.
pitre VII, qu'une équation imaginaire est
seulement la représentation symbolique
de deux équations entre quantites réelles ;
dansle ehoil ¢ 4X ) que, o5 des constantes
i des variables comprises dans une fonc-
tion-, apres avoir éte supposces reelles
deviennent imaginaires , la notation. g
Yaide de laquelle la Jonction se trouvair
exprimée, ne peut étre conservée dans le
calcul quw'en vertu d’une convention 70U~
velle propre a fixer le sens de cette notn-
tion dans la derniére hypothése s &e. Mais
ceux qui liront mon ouvrage reconnaitront,

INTRODUCTION. v

je Tespere, que les Propositions de cette
NMature, entrainant I'heureuse necessité
de mettre plus de précision dans Ies théo-
ries, et d’apporter des restrictions utifes 3
des assertions trop étendues, tournent ay
profit de I'analyse, et fournissent plusieurs
sujets de recherches qui ne sont pas sgns
avant d’effectuer Ia

sommation d’aucune. série, j’ai di examiner

importance. Ainsi ’

dans guels cas fes séries peuvent étre som-
meées, ou, en d'autres. termes, quelles sont
les conditions de leur convergence ;5 et
Jai, a ce sujet, établi des regles générales
qui' me paraissent mériter quelque atten-
tion,

“Au reste, si j'ai cherché, d’une part, 3
perfectionner Panalyse ‘mathématique, de
Vautre, je suis loin de prétendre que cette
analyse doive suffire 3 toutes Ies sciences
de raisonnement. Sans doute , dans Ieg

sciences.qu'on nomme naturelles, {a seuje

vj INTRODUCTIOY,

méthode gu'on Puisse employer avec succés
consiste a observer Ies faits et 5 soumettre
ensujte {es observations gy calcul, Mais ce
serait une erregy grave de pensep qu’on ne
trouve a certitude que dans feg démonstra-
tions géométriques, ou dans fe témojignage

Texistence & Auguste ov colfe ge LouisXiv,
tout homme. ,opge conviendpa que ceﬁe
Slisicnce est auss; certaine pour Tui que Je
carré de Pl}ypothén‘use ou le théoréme de
Maclaurin, Je dirai plus; Ia démonstration
de ce.dernier théoréme est 3 Ia portée d’un
petit nombre d’esprits, et Jes s;avans eux-
mémes ne sont Pas tous daccord suy ¢
tendue qu'on doit Ju; attribuer ; tandis que

toutiemonde sait for¢ hien parguiia France
a été gouvernde dansJe dix-septicme siecle,
et qu'il ne peu séléver 3 ce sujet aucune

contestation raisonnabie, Ce .quc Je dis ici



INTRODUCTION. vij
d'un fait historique peut s'appliqueér égale~
ment & une foule de questions, en religion,
en morale, en politique. Soyons.done per-
suadés qu'il existe des vérités autres que les
vérités de Palgébre, des réalités autres que
les objets sensibles. Cultivons avec ardeur
les sciences mathématiques, sans vouloir les
¢tendre au-dela de feur domaine; et n’al-
lons pas nous imaginer qu'on puisse atta-
quer T’histoire avec des formules, ni don-
ner poursanction a la morale des théorémes
d’algebre ou de calcul intégral.

En terminant cette Introduction, je ne
puis me dispenser de reconnaftre que Ies
lumicres et fes conseils de plusieurs per-
sonnes m'ont été fort utiles, particuliere-
ment ceux de MM. Poisson, Ampeére et
Coriolis. Je dais'a ce-dernier, entre autres
choses, Ia régle sur la convergence des
produits composés d’un nombre infini de
facteurs, et j'ai profité plusieurs fois des

viij INTRQODUCTION,
observations de M, Ampére, ainst que des
mcthodes qu'il développe dans ses Lecons
d’analyse,

(a0 F T T VPPN
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