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幾何学 I 第 5回　　　　　　河澄響矢

今回の内容:

§3. 多様体の例（後半）: 離散群の作用, 自由作用, 固有不連続, Lie 群の離散部分群, 離散
群作用による商多様体, lens 空間, Fuchs 群, torsion-free.

§4. 接空間（前半）: 点 p ∈M を通る曲線の同値類としての接ベクトル ∈ TpM , (∂/∂xi)p,
(∂f/∂xi)(p), (df)p, (dxi)p, 余接空間 T ∗

pM .

§3. 多様体の例（後半）

[離散位相をもつ群の作用]

Γ を群とする。離散位相をいれて 0 次元 Lie 群とみなす。C∞ 多様体 M について

Γ ↷M : C∞ 左作用
Γ:離散的⇐⇒ 群準同型 Γ → Diff(M) := {φ :M →M ; C∞ 微分同相写像 } が与えられている。

がなりたつ。また、位相空間 X について

Γ ↷ X :連続左作用
Γ:離散的⇐⇒ 群準同型 Γ → Homeo(X) := {φ :M →M ; 同相写像 } が与えられている。

がなりたつ。
（注意）(1) これらの同値変形は Γ が離散的な場合に限られる。

(2) x ∈ X における Γ の isotropy subgroup を Γx := {γ ∈ Γ; γx = x} ⊂ Γ と表す。こ
のとき

Γ ↷ X :自由（free） 定義⇐⇒ ∀x ∈ X, Γx = {1}

である。
(3) 商写像

π : X → X/Γ, x 7→ x mod Γ

は開写像である（前回やった）。（左作用なので X/Γ ではなく Γ\X と書くべき。）

[固有不連続]

X が局所 compact Hausdorff 空間で1、連続作用 Γ ↷ X が与えられているとする。ここ
でも Γ には離散位相が入っているものとする。

定義 3.7. Γ ↷ X: 固有不連続（真性不連続, properly discontinuous）
定義⇐⇒ ∀K ⊂ X: compact, ♯{γ ∈ Γ; K ∩ γ(K) ̸= ∅} ≨ ∞.

（注意）(1) このとき ∀x ∈ X, ♯Γx ≨ ∞ である（K = {x} ととる）。とくに Γ が torsion
free（単位元以外に有限位数の元をもたない）ならば、Γ ↷ X は free となる。

(2) Γ が有限群ならば、つねに Γ ↷ X は固有不連続である。

例. n ≥ 1 とする。作用 Zn ↷ Rn を Zn × Rn → Rn, (γ, x) 7→ γ + x ∈ Rn によって定義
する。この作用は明らかに free であり、Zn は torsion free である。さらに固有不連続で

1たとえば位相多様体は局所 compact Hausdorff 空間である。第 3回資料 p.1, 註 2 参照。



2 幾何学 I

ある。実際、任意の compact 部分空間K ⊂ Rn について、充分大きい N ∈ Z>0 をとると
K ⊂ ]−N,N [n となる。そこで {γ = (γ1, γ2, . . . , γn) ∈ Zn; K ∩ γ(K) ̸= ∅} ⊂ {|∀γj| ≤ 2N}
は有限集合である。

命題 3.8. 定義 3.7 の状況で商空間 X/Γ は Hausdorff 空間である。

証明. x1, x2 ∈ X, π(x1) ̸= π(x2) ∈ X/Γ とする。X は局所 compact だから

∃K1,∃K2 ⊂ X compact 部分空間, s.t. x1 ∈ K◦
1 , x2 ∈ K◦

2

となる。ここで K◦
1 , K

◦
2 はそれぞれ K1, K2 のX における内部とする。

K1 ∪K2 は compact で Γ ↷ X は固有不連続だから集合

{γ ∈ Γ; (K1 ∪K2) ∩ γ(K1 ∪K2) ̸= ∅}

は有限集合である。これを = {γ1, γ2, . . . , γm} とおく。π(x1) ̸= π(x2) だから

1 ≤ ∀j ≤ m, x1 ̸= γjx2

である。このとき次がなりたつ

(∗) x1 ∈ ∃U
open
⊂ K◦

1 , x2 ∈ ∃V
open
⊂ K◦

2 , s.t. ∀γ ∈ Γ, U ∩ γV = ∅.

(∗) の証明. X は Hausdorff 空間だから

1 ≤ ∀j ≤ m, x1 ∈ ∃Uj

open
⊂ K◦

1 , x2 ∈ ∃Vj
open
⊂ K◦

2 , s.t. Uj ∩ γjVj = ∅

である。そこで U :=
∩m

j=1 Uj ∋ x1, V :=
∩m

j=1 Vj ∋ x2 とおくと、これらは X の開集
合であって、任意の 1 ≤ j ≤ m について U ∩ γjV ⊂ Uj ∩ γjVj = ∅ であり、任意の
γ ∈ Γ \ {γ1, γ2, . . . , γm} について U ∩ γV ⊂ (K1 ∪K2) ∩ γ(K1 ∪K2) = ∅ である。

ゆえに π(U) ∩ π(V ) = ∅ であるが、π は開写像なので π(x1) ∈ π(U)
open
⊂ X/Γ, π(x2) ∈

π(V )
open
⊂ X/Γ となる。つまり π(U), π(V ) は π(x), π(y) を分離する開近傍である。命題が

示された。

さっきの例 Zn ↷ Rn の一般化として

補題 3.9. Lie 群 G の部分群 Γ について次の四つの条件は互いに同値である。
(a) G の部分空間としての Γ の相対位相は離散的である。
(b) G における単位元 1 の開近傍 O であって Γ ∩O = {1} を充たすものが存在する。
(c) G における単位元 1 の開近傍 O1 であって、任意の x ∈ G について ♯(Γ∩xO1) ≤ 1

をみたすものが存在する。
(d) Γに（相対位相とは別に）離散位相を入れたとき、積による Gへの作用 Γ×G→ G,

(γ, x) 7→ γx, は固有不連続である。

証明. (a) ⇒ (b): Γ の相対位相で {1} が開集合であることから明らか。
(b) ⇒ (c): 連続写像 ν : G × G → G, (x, y) 7→ x−1y, を考える。(b) の開集合 O を

とる。ν−1(O) は (1, 1) ∈ G × G の開近傍だから開集合 O1

open
⊂ G であって 1 ∈ O1 およ

び O1 × O1 ⊂ ν−1(O) をみたすものがとれる。この O1 が望む性質をみたす。実際、もし
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γ1, γ2 ∈ Γ ∩ xO1 ならば、γ2−1γ1 = (x−1γ2)
−1(x−1γ1) ∈ ν(O1 ×O1) ⊂ O だから γ1 = γ2 と

なるからである。
(c) ⇒ (a): 任意の γ ∈ Γ について {γ} = Γ ∩ γO1 は Γ の開集合である。
(c) ⇒ (d): 任意の compact 集合 K ⊂ G をとる。 L := ν(K−1 ×K−1) = {xy−1; x, y ∈

K} は再び compact である。(c) の O1 をとる。L ⊂
∪

x∈L xO1 であり、 L は compact
だから、ある x1, x2, . . . , xm ∈ L が存在して L ⊂

∪m
i=1 xiO1 となる。♯(Γ ∩ L) ≤

∑
♯(Γ ∩

xiO1) ≤ m である。いま γ ∈ Γ が K ∩ γK ̸= ∅ であるとする。ある x, y ∈ K につい
て x = γy となる。このとき γ = xy−1 ∈ L つまり γ ∈ Γ ∩ L となる。したがって集合
{γ ∈ Γ; K ∩ γK ̸= ∅} ⊂ Γ ∩ L は有限集合である。

(d) ⇒ (b): C∞多様体 G の局所 compact 性により、compact 集合 K ⊂ G であって

1 ∈
o

K をみたすものが存在する。集合 {γ ∈ Γ; K ∩ γK ̸= ∅} \ {1} は有限集合だから、こ
れを {γ1, . . . , γm} とおく。O :=

o

K \ {γ1, . . . , γm} とおけば、これは G の開集合であって
(b) をみたす。
以上で補題の証明が完成した。

[自由固有不連続作用による商多様体]

定理 3.10. 離散位相をもつ群 Γ が m 次元 C∞ 多様体M に自由かつ固有不連続に C∞

作用しているとする。商写像を π :M →M/Γ, x 7→ x mod Γ, と表す。
このとき、商空間 M/Γ は m 次元 C∞ 多様体で、π は C∞ 写像かつ C∞ 局所微分同

相写像であり、次をみたす。
(1) O

open
⊂ M/Γ から C∞ 多様体 N への写像 f : O → N について次の同値がなりたつ2

f : C∞ 写像 ⇐⇒ f ◦ π : π−1(O) → N : C∞ 写像

(2) ∀x ∈M, π(x) ∈ ∃O
open
⊂ M/Γ,

∃Φ : π−1(O)
∼=→ O × Γ: Γ-同変3 C∞ 微分同相写像, s.t., 次の図式は可換になる4

π−1(O) Φ
∼=

//

π
##

O × Γ

pr1{{
O.

(3) C∞ 多様体 L について群 Γ を直積 M × L に、γ(x, y) := (γx, y), γ ∈ Γ, (x, y) ∈
M × L, によって作用させると次の C∞ 微分同相がなりたつ

(M × L)/Γ ∼= (M/Γ)× L.

定理を証明する前に例をみておく。
2ここから、π が C∞ 写像となる M/Γ 上の C∞ 多様体の構造の一意性がわかる。
3 一般に、集合 X と Y に群 Γ が作用しているとき、写像 f : X → Y が Γ-同変（Γ-equivariant）であ

るとは、条件
∀γ ∈ Γ, ∀x ∈ X, f(γx) = γf(x)

をみたすことをいう。いまの場合、Γ の M への作用は π−1(O) への作用を定める。また、(p, γ0) ∈ O × Γ
に γ ∈ Γ が γ(p, γ0) = (p, γγ0) によって作用しているものとする。

4（無視してよい註）この Φ を局所自明化として、π : M → M/Γ は正規被覆空間また主 Γ 束の構造を
もつ。
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例 3.11. さっきの Zn ↷ Rn についてRn/Zn = (S1)n = T n: n 次元トーラス

例 3.12. Z/2 ↷ Sn, k mod 2 : x ∈ Sn 7→ (−1)kx ∈ Sn, は自由作用であり、 Sn/(Z/2) ∼=
RP n.

例 3.13. n ≥ 2としS2n−1 = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn;
∑n

i=1 |zi|2 = 1}とみなす。整数5p ≥ 2と
し、ζp := exp(2π

√
−1/p)とする。pと互いに素な整数 q2, . . . , qnによって作用 Z/p↷ S2n−1

を
k mod p : (z1, z2, . . . , zn) ∈ S2n−1 7→ (ζp

kz1, ζp
q2kz2, . . . , ζp

qnkzn) ∈ S2n−1

によって定義すると、自由な作用になっている。q2, . . . , qn が p と互いに素だからである。
この作用の商空間を

L(p, q2, . . . , qn) := S2n−1/(Z/p)

と表し、レンズ空間（lens space）とよぶ。

例 3.14. Γ ◁ G を Lie 群 G の離散的な正規部分群とする。G は C∞ 多様体 M に C∞ に
作用し、この作用の Γ への制限は自明と仮定する。このとき、商群 G/Γ は自然なやり方
で Lie 群となり（各自で確かめてください）、G/Γ の M への C∞ 作用が誘導される

(G/Γ)×M

(
定理 3.10(3)∼= (G×M)/Γ

)
→M.

例の例. Γ = {±I} ◁ SL2(R), H = {z ∈ C; ℑz > 0}: 上半平面, について一次分数変換の
作用を考える。このとき作用の Γ への制限は自明である。こうして C∞ 作用

PSL2(R) := SL2(R)/{±I} ↷ H

が得られる。PSL2(R) の離散部分群のことをFuchs 群（Fuchsian group）とよぶ。

定理 3.10 の証明. 商写像を π : M → M/Γ, x 7→ x mod Γ, とする。これは開写像である。
また、命題 3.8 で示したように M/Γ はHausdorff 空間である。

Claim (i). ∀x ∈M , x ∈ ∃U
open
⊂ M , π|U : U → π(U) は同相写像である。

Claim (i) の証明. M は局所 compact だから x ∈ K◦ (K の内部) をみたす compact 集合
K ⊂M がとれる。固有不連続性の仮定から

{γ ∈ Γ; K ∩ γK ̸= ∅} = {γ0 = 1, γ1, . . . , γn} 相異なる

とできる。作用が自由との仮定から Γx = {1} であり、∀i ≥ 1 について x ̸= γix である。

x ∈ ∃U
open
⊂ K◦, ∀i ≥ 1, U ∩ γiU = ∅

とできる。実際、M が Hausdorff で γi が同相写像であることから、

x ∈ ∃Ui

open
⊂ K◦, x ∈ ∃Vi

open
⊂ K◦, Ui ∩ γiVi = ∅

となるから U :=
∩n

i=1(Ui ∩ Vi) とおけばよい。
さらに、この U について

∀γ ∈ Γ \ {1}, U ∩ γU = ∅
5この場合 p を使う習慣だが素数とは限らない。
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である。∀γ ∈ Γ \ {γ0, γ1, . . . , γn} については U ∩ γU ⊂ K ∩ γK = ∅ となるからである。
そこで π|U は単射である。実際、x, y ∈ U , π(x) = π(y) とすると ∃γ ∈ Γ, y = γx であ

るが、y = γx ∈ U ∩ γU ̸= ∅ より γ = 1 ゆえに y = x となる。
あとは π が連続かつ開であることから分かる。

chart の取り方: Claim (i) により、
∀x ∈M , ∃(Ux, φx, Vx): chart of M s.t. x ∈ Ux, π|Ux : Ux → π(Ux) は同相写像である。

Claim (ii). {(π(Ux), φx ◦ (π|Ux)
−1 , Vx)}x∈M はC∞ atlas になっている。

Claim (ii) の証明. x, y ∈ M とする。φx(Ux ∩ ΓUy) および φy(Uy ∩ ΓUx) が Rm の開集合
であることに注意する。つぎの可換図式の下横の写像が C∞ であることを示せばよい

π(Ux) ∩ π(Uy)

≈
φx◦(π|Ux )

−1

vv ≈

φy◦(π|Uy)
−1

((
φx(Ux ∩ ΓUy) / / φy(Uy ∩ ΓUx).

いま、Ux ∩ ΓUy =
⨿

γ∈Γ(Ux ∩ γUy) であるが、それぞれの Ux ∩ γUy の上でこの写像は

φy ◦
(
π|Uy

)−1 (
φx ◦ (π|Ux)

−1)−1
= φy ◦

(
π|Uy

)−1
πφx

−1 = φyγ
−1φx

−1

であり、右辺は C∞ である。

かくして M/Γ には C∞ 多様体の構造が定まった。さらに、

π :M →M/Γ は C∞ 写像かつ局所 C∞ 微分同相写像

である。実際、φx ◦ (π|Ux)
−1 ◦ π ◦ φx

−1 = 1Vx は C∞ かつ局所 C∞ 微分同相写像だからで
ある。
以下、(1)(2)(3) を示す。

(1) O
open
⊂ M/Γ から C∞ 多様体 N への写像 f : O → N を考える。

f が C∞ ならば f ◦ π も C∞ である。実際、π は C∞ 写像だからである。
逆に f ◦ π : π−1(O) → N が C∞ であるとする。N の任意の chart ψλ について、M/Γ

の chart φx ◦ (π|Ux)
−1 をつかって計算すると

ψλ ◦ f ◦ (φx ◦ (π|Ux)
−1)−1 = ψλ ◦ (f ◦ π) ◦ φx

−1

となって、仮定から右辺は C∞ である。ゆえに f はO ⊂M/Γ 上で C∞ である。
なお、(1) から M/Γ の C∞ 多様体としての構造は (Ux, φx, Vx) たちのとり方によらな

い6。
(2) Ux のとり方から γ ̸= γ′ について γUx ∩ γ′Ux = ∅ だから、disjoint union への分解

π−1π(Ux) =
⨿

γ∈Γ γUx がなりたつ。もちろんこの disjoint union は Γ 同変な C∞ 微分同

相 Ux × Γ
∼=→
⨿

γ∈Γ γUx, (y, γ) 7→ γy, をもつ。O := π(Ux) ≈ Ux とし、これらの合成写像

Ux × Γ
∼=→
⨿

γ∈Γ γUx = π−1π(Ux) の逆写像を Φ とすればよい。
(3) (1) を局所 C∞ 微分同相写像 π × 1L : M × L → (M/Γ) × L に適用してえられる

C∞ 全単射 (M × L)/Γ → (M/Γ) × L は局所 C∞ 微分同相写像だから C∞ 微分同相であ
る。

6別のとり方でM/Γ に C∞ 構造をいれたものを (M/Γ)′ とする。これも、おなじく (1) の性質をもつ。
まず、M/Γ についての (1) を O = M/Γ と N = (M/Γ)′ に適用すると、恒等写像 M/Γ → (M/Γ)′ は C∞

となる。役割を交換して (M/Γ)′ の (1) の性質から、恒等写像 (M/Γ)′ → M/Γ も C∞ であることがわか
る。したがって、M/Γ と (M/Γ)′ は同じ C∞ 多様体の構造をもつ。



6 幾何学 I

[Möbius 変換]

一般に群 Γ が torsion-free であるとは、単位元以外の位数有限の元（torsion という）を
もたないことをいう。たとえば、Möbius 変換 PSL2(R) ↷ H については次がなりたつ。

命題 3.15. Γ ⊂ PSL2(R) を離散部分群とする。つまり Γ は Fuchs 群である。このとき、
(1) Γ の H へのMöbius 変換の作用は固有不連続である。
(2) Γ の H へのMöbius 変換の作用が、自由であるためには、Γ が torsion-free である

ことが必要充分である。

証明. は今回の例題演習にまわす。

（注意）種数が 2 以上の任意の compact Riemann 面 C は、ある torsion-free な Fuchs 群
Γ ⊂ PSL2(R) によって、複素解析多様体として C = H/Γ と表される（Riemann の写像
定理/一意化定理）。

torsion-free 部分群について次の事実が知られている。

定理. （A. Borel, Topology 2(1963), pp.111-122, Theorem B (i), p.112）
G を連結半単純 Lie 群とし、Γ ⊂ G を有限生成な離散部分群とする。このとき、Γ に

は torsion-free な有限指数の正規部分群 Γ1 ◁ Γ が存在する。

（たとえば伊原信一郎「リー群の離散部分群」上智大学数学講究録 (1984), 定理 3.7, p.65,
も参照。）

なお、Γ ⊂ GLn(Z) については古典的に知られている（たとえば K.S. Brown, ‘Coho-
mology of Groups,’ Springer, 1982, pp.40-41を参照。）。

§4. 接空間（前半）

[接空間の考え方]

C∞ 多様体の間の C∞ 写像についても「Jacobi 行列」（写像の微分）を考えたい。
接空間とは「Jacobi 行列」の source と target のことである。
接空間を座標のとり方によらない形で定義したい。
この講義では、C∞ 曲線に沿う方向微分の考え方を利用して、
C∞ 曲線の同値類として接ベクトルすなわち接空間の元を定める。

[集合としての接空間の定義]

m,n ≥ 0, M : m 次元 C∞ 多様体7, p ∈ M , N : n 次元 C∞ 多様体, F : M → N : C∞ 写像
とする。
これから定義するもの
接（ベクトル）空間 TpM(∼= Rm)
写像の微分 (dF )p : TpM → TF (p)N （実線型写像）

M
open
⊂ Rm, N

open
⊂ Rn のときには、自然な同一視 TpM = Rm, TF (p)N = Rn ができて、この

同一視のもとで (dF )p = (JF )p : Rm → Rn である（次回の補題 4.11）。

7次元を右肩に乗せて Mm という書き方をすることがある。



第 5回 7

この状況では Jacobi 行列 (JF )p が曲線の微分を使って計算できることを思い出す。p

を通る C∞ 曲線 つまり c(0) = p をみたす C∞ 写像 c : ]−ε, ε[ → M
open
⊂ Rm, ε > 0, につい

て、速度ベクトル
·
c(0) =

d

dt
c(t)
∣∣
t=0

∈ Rm は chain rule により次をみたす

(JF )p
·
c(0) =

d

dt
F (c(t))

∣∣∣
t=0

∈ Rm.

いまの事実を踏まえて、一般の C∞ 多様体 M についても接空間 TpM を定義する。点
p ∈ M を通る C∞ 曲線 c(t) たちの間に同値関係をさだめ、その同値類 [c] を接ベクトル
∈ TpM と理解する。その上で

(dF )p : [c] ∈ TpM 7→ [F ◦ c] ∈ TF (p)N

と定義するのである。
そこで、この講義だけの記号として

T̂pM := {c; ε > 0, c : ]−ε, ε[ →M : C∞ 写像, c(0) = p}

と定める8。この集合 T̂pM での同値関係 を c, c′ ∈ T̂pM について、関係 c ∼ c′を条件

∀f : p のある開近傍で定義された実数値 C∞ 函数,
d

dt
f(c(t))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(c′(t))

∣∣∣
t=0

によって定義する9。反射律、対称律、推移律は明らかになりたつから、∼ は同値関係であ
る。この同値関係 ∼ による商集合を

TpM
定義
= T̂pM/∼

とあらわし、点 p における M の接（ベクトル）空間（tangent (vector) space）とよぶ。
c ∈ T̂pM の同値類を

·
c(0) =

dc

dt
(0) =

d

dt
c(t)
∣∣∣
t=0

= [c] := c mod ∼ ∈ TpM

とあらわし、曲線 c に沿う（c の定める）接ベクトル（tangent vector）とよぶ。

[chart を使って観察する]

いまの構成を chart を使って観察する. (U,φ, V ) を p ∈ U をみたす M の chart とする。
成分にわけて以下のように表す

a = (a1, a2, . . . , am) := φ(p) ∈ V ⊂ Rm

φ = (x1, x2, . . . , xm) : U → V ⊂ Rm, q 7→ φ(q) = (x1(q), x2(q), . . . , xm(q)).

8c, c′ ∈ T̂pM について、0 ∈ R の充分小さい近傍で一致するとき c ≈ c′ として同値関係を定義し、この
同値関係 ≈ による商集合をとる方が、行儀がよいが、これから別の同値関係 ∼ をとるので、この講義では
そこまでしない。

9この定義は chart の取り方によらないが、どうやって確かめればよいのか？わからない。このあとの補
題 4.1 で chart を使って確かめる方法を述べる。
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よく使う記号 として p ∈ U0

open
⊂ U で定義された C1 函数 f : U0 → R について

∂f

∂xi
(q) :=

∂(f ◦ φ−1)

∂xi
(φ(q)) (q ∈ U0)

と表す。つまり
∂f

∂xi
=
∂(f ◦ φ−1)

∂xi
◦ φ : U0 → R

である10。これは C0 函数である。次がなりたつ

(♯)
d

dt
f(c(t))

∣∣∣
t=0

=
m∑
i=1

∂f

∂xi
(p)

d

dt
xi(c(t))

∣∣∣
t=0
.

実際、chain ruleにより (左辺) =
d

dt
(f◦φ−1)(φ◦c)(t)

∣∣
t=0

=
∑m

i=1

∂(f ◦ φ−1)

∂xi
(φ(p))

d

dt
xi(c(t))

∣∣∣
t=0

=

(右辺) となるからである。

補題 4.1. c, c′ ∈ T̂pM について次は同値である
(a) c ∼ c′,

(b) 1 ≤ ∀i ≤ m,
d

dt
xi(c(t))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
xi(c

′(t))
∣∣∣
t=0

.

証明. (a)⇒(b). xi は (p ∈)U 上のC∞ 函数である。
(b)⇒(a). 式 (♯) による。

これで well-defined な単射

(dφ)p : TpM → Rm,
·
c(0)(= c mod ∼) 7→

(
d

dt
xi(c(t))

∣∣∣
t=0

)m

i=1

がえられた。

補題 4.2. 写像 (dφ)p は全単射である。

証明. 全射性を示せばよい。φ(p) = a = (a1, a2, . . . , am) ∈ V ⊂ Rm, ∀λ =t(λ1, λ2, . . . , λm) ∈
Rm について c(t) := φ−1(a + λt) = φ−1(a1 + λ1t, . . . , am + λmt), |t| ≪ 1, とおく。このと
き c ∈ T̂pM であって

(dφ)p(
·
c(0)) =

d

dt

 a1 + λ1t
...

am + λmt

∣∣∣∣∣
t=0

=

λ1
...
λm

 = λ

である。全射性が示された。

10微積分での記号
∂f

∂xi
と同様に、xi だけで決まるのではなく局所座標 φ = (x1, x2, . . . , xm) 全体によって

決まることに注意する。微積分と同様に、適切な記号とは言えないが、正確に書こうとすると煩雑になるの
で、このように書く習慣である。
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よく使う記号. 1 ≤ i ≤ m について ei =
t(0, . . . , 0,

i

1̆, 0, . . . , 0) ∈ Rm とし、(
∂

∂xi

)
p

:= (dφ)−1
p (ei) ∈ TpM

=
·
ci(0)

と定める。ただし、ci(t) := φ−1(a1, . . . , ai−1, ai + t, ai+1, . . . , am) とした。{
(dφ)p

(
∂

∂xi

)
p

}m

i=1

= {ei}mi=1 ⊂ Rm 基底

である。

注意. 記号
∂

∂xi
は函数 xi だけでなく chart φ 全体に依存する。

(O,ψ,W ): もう一つの chart, p ∈ O, ψ = (y1, . . . , ym) について ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ O) →
ψ(U ∩O) はC∞ 微分同相写像であった。

補題 4.3.
(dψ)p(dφ)

−1
p = J(ψ ◦ φ−1)φ(p) : Rm → Rm

とくにこれは実線型同型である。

証明. a = φ(p) とおき、任意の λ =t(λ1, λ2, . . . , λm) ∈ Rm について c(t) := φ−1(a+ λt) と
おくと次がなりたつ

(dψ)p(dφ)
−1
p (λ) =

d

dt
ψ(c(t))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(ψφ−1)(a+λt)

∣∣∣
t=0

Chain rule
=

m∑
i=1

∂(ψφ−1)

∂xi
(a)λi = J(ψ◦φ−1)aλ.

全単射 (dφ)p : TpM
∼=→ Rm が実線型同型となるように TpM に実ベクトル空間の構造を入

れる。（⇐ 補題 4.3 により chart (U,φ, V ) のとり方によらない。）そこで

TpM : p における接（ベクトル）空間

とよび、TpM の元を p における M の接ベクトルとよぶ。また、

{(
∂

∂xi

)
p

}m

i=1

は TpM

の基底である。とくに dimR TpM = m = dimM がなりたつ。

[余接空間]

接空間の双対をとって

T ∗
pM := HomR(TpM,R) 点 p における M の余接空間（cotangent space）

と定める。dimR T
∗
pM = dimR TpM = dimM である。

p の近傍で定義された C1 函数 f について (df)p ∈ T ∗
pM を

(df)p :
·
c(0) 7→ (df)p(

·
c(0)) :=

d

dt
f(c(t))

∣∣∣
t=0



10 幾何学 I

によって定める。(df)p の実線型性は式 (♯) からわかる。次の式がなりたつ。

(♯♯) (df)p

(
∂

∂xi

)
p

=

(
∂f

∂xi

)
(p)

なぜなら、ci(t) = φ−1(a1, . . . , ai−1, ai+ t, ai+1, . . . , am) とすると (df)p の定義から、左辺は

d

dt
f(ci(t))

∣∣∣
t=0

(♯)
=

m∑
j=1

∂f

∂xj
(p)

d

dt
xj(ci(t))

∣∣∣
t=0

=
m∑
j=1

∂f

∂xj
(p)δij = (右辺)

となるからである。

補題 4.4.

(1)
∂xj
∂xi

= δij

(2) {(dxi)p}mi=1 は

{(
∂

∂xi

)
p

}m

i=1

の双対基である。とくに T ∗
pM の基底であり

∀v ∈ TpM, v =
m∑
i=1

(dxi)p(v)

(
∂

∂xi

)
p

(3) (df)p =
m∑
i=1

(
∂f

∂xi

)
(p)(dxi)p.

(4) (O,ψ,W ): もう一つの chart, p ∈ O, ψ = (y1, . . . , ym) について(
∂

∂yj

)
p

=
m∑
i=1

(
∂xi
∂yj

)
(p)

(
∂

∂xi

)
p

(5) (4) の状況で、U0

open
⊂ M 上で定義された実数値 C1 函数 f : U0 → R について、

∂f

∂yj
=

m∑
i=1

∂f

∂xi

∂xi
∂yj

が U0 ∩ U ∩O 上の函数の関係式としてなりたつ。

証明. (1) 上述の ci(t) をつかうと
d

dt
xj(ci(t)) = δij である。

(2) (1) と (♯♯) による。

(3) (2) と (♯♯) により
(
∂

∂xi

)
p

における両辺の値はひとしい。

(4)

(
∂

∂yj

)
p

(2)
=
∑m

i=1

(
(dxi)p

(
∂

∂yj

)
p

)(
∂

∂xi

)
p

(♯♯)
=
∑m

i=1

(
∂xi
∂yj

)
(p)

(
∂

∂xi

)
p

(5) (4) の両辺に (df)p を施す。

次回は写像の微分 (dF )p : TpM → TF (p)N , [c] 7→ [F ◦ c], を構成する。
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[例題演習]

例題演習 第 5回

上半平面 H = {z ∈ C; ℑz > 0} への PSL2(R) = SL2(R)/{±I} の Möbius 変換による作
用を考える。A ∈ SL2(R) の定める PSL2(R) の元を ±A ∈ PSL2(R) と表すことが多い。
i =

√
−1 ∈ H について、C∞ 写像 π : PSL2(R) → H, g 7→ gi, をとる。

(1) i ∈ Hにおける PSL2(R)のイソトロピー群が PSO(2) =

{
±
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
; θ ∈ R/2πZ

}
であることを示せ。

(2) C∞ 微分同相 PSL2(R) ∼= H× PSO(2) を示せ。
(3) 任意の compact 部分集合 K ⊂ H について、逆像 π−1(K) が compact であること

を示せ。
(4) 任意の compact 部分集合 K ⊂ H について、g ∈ PSL2(R) について K ∩ g(K) ̸= ∅

であることと π−1(K) ∩ g(π−1(K)) ̸= ∅ であることとが同値であることを示せ。
(5) 離散部分群 Γ ⊂ PSL2(R) の一次分数変換による H への作用が固有不連続である

ことを示せ。（補題 3.9 は既知としてよい。）
(6) g ∈ PSL2(R)が有限位数ならば、ある z0 ∈ Hについて gz0 = z0 となることを示せ。
(7) 離散部分群 Γ ⊂ PSL2(R) の Möbius 変換によるH への作用が自由であるために

は、Γ が torsion free であることが必要充分であることを示せ。


