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幾何学 I 第 12回　　　　　　河澄響矢

今回の内容: 最短線, energy 汎函数, Ω(M ; p, q), Christoffel 記号, 測地線の方程式, geodesic
spray, 測地線, 測地線の存在, Euclid 空間の超曲面での測地線, 指数写像.

今回の参考文献:

- 坪井俊「幾何学 I – 多様体入門」（東京大学出版会）第７章
- 今野宏「微分幾何学」（東京大学出版会）第４章
- J. Milnor ‘Morse Theory’, Princeton University Press, §§8–12
- S. Lang ‘Differential Manifolds’, Springer, 第 VII 章

§9. Riemann 計量（後半）

[前回の復習]

m ≥ 1, M : m-dim C∞ mfd, π : TM →M : tangent bundle とする。

定義. g = {gp}p∈M : C∞ Riemannian metric
定義⇐⇒ 0) ∀p ∈M , gp : TpM × TpM → R: 正定値対称双一次形式

（∥v∥g :=
√
gp(v, v), v ∈ TpM）

1) ∥ · ∥g2 : TM → R: C∞ function.
このとき (M, g): m-dim C∞ Riemannian manifold とよぶ。

曲線の長さ. γ : [0, 1] →M : C∞ map（C∞ curve）とする。つまり ∃ε > 0, ∃γ̃ : ]−ε, 1+ε[ →
M : C∞ map, s.t., γ̃|[0,1] = γ である。このとき

L(γ) = Lg(γ) :=

∫ 1

0

∥∥∥ ·
γ(t)

∥∥∥
g
dt =

∫ 1

0

√
gγ(t)(

·
γ(t),

·
γ(t))dt

と定め、γ の g に関する長さとよぶ。

補題 9.5(再). (1) 長さは parameter のとり方によらない。
(2) LF ∗g(γ) = Lg(F ◦ γ).

例. (1)
∑m

i=1 dxi⊗ dxi on Rm = {(x1, . . . , xm)}, Euclidean metric. 最短線は線分である。
(2) 1

y2
(dx⊗ dx+ dy ⊗ dy) on H = {x+ y

√
−1; x, y ∈ R, y > 0}, hyperbolic metric. 最

短線は実軸に直交する円である。

[energy 汎函数]

今回やること. 変分法を用いて測地線（geodesic）を導入する。一般の状況で p, q ∈M を
結ぶ最短線の性質を調べる。

記号.
Ω(M ; p, q) := {γ : [0, 1] →M ; C∞ map, γ(0) = p, γ(1) = q}.

長さをとる函数 L : Ω(M ; p, q) → R の最小値をとる点 ∈ Ω(M ; p, q) を調べたい。しかし、

L の被積分函数には √ が入っていて厄介である。そこで代わりに

E : Ω(M ; p, q) → R, energy 汎函数（energy functional）

E(γ) :=

∫ 1

0

∥∥∥ ·
γ(t)

∥∥∥
g

2

dt =

∫ 1

0

gγ(t)(
·
γ(t),

·
γ(t))dt ≥ 0

を考える。（注意: E(γ ◦ τ) ̸= E(γ).）
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補題 9.6.

∀γ ∈ Ω(M ; p, q), L(γ)2 ≤ E(γ).

等号成立は ∀t ∈ [0, 1], ∥ ·
γ(t)∥g = L(γ) (const) のとき、そのときに限られる。

証明には次の Cauchy-Schwarz の不等式を使う。

Cauchy-Schwarz の不等式. α, β : [0, 1] → R: 連続函数について次がなりたつ

∣∣∣∣∫ 1

0

α(t)β(t)dt

∣∣∣∣ ≤
√∫ 1

0

α(t)2dt

√∫ 1

0

β(t)2dt

等号成立は α と β が一次従属であるとき、そのときに限られる。

補題 9.6 の証明. Cauchy-Schwarz の不等式において α(t) = ∥ ·
γ(t)∥g, β(t) = 1, とおくと望

む不等式がえられる。

等号成立 ⇐⇒
∥∥∥ ·
γ(t)

∥∥∥
g
= const (= L0 とおく)

であるが、このとき L(γ) =
∫ 1

0
L0dt = L0 である。

ここからしばらく、Cauchy-Schwarz の不等式の証明を復習する。

まず、一般の実ベクトル空間 V の上に実双線型写像 ⟨−,−⟩ : V × V → R が与えられ
ていて、正定値対称であるとする。つまり、任意の u, v ∈ V について ⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩ で
あり（対称性）、⟨u, u⟩ ≥ 0 であって ⟨u, u⟩ = 0 ならば u = 0 である（正定値）とする。
∥u∥ := ⟨u, u⟩1/2 と表す。このとき、Cauchy-Schwarz の不等式

|⟨u, v⟩| ≤ ∥u∥∥v∥

が任意の u, v ∈ V について成り立つ。さらに等号成立は u と v が一次従属のとき、その
ときに限られる。
実際、u = 0のとき明らかに成り立つからu ̸= 0とする。∥u∥ ̸= 0である。任意の s ∈ R

について s2∥u∥2 + 2s⟨u, v⟩ + ∥v∥2 = ⟨su + v, su + v⟩ = ∥su + v∥2 ≥ 0 である。最高次係
数 ∥u∥2 が 0 でないから、これを s の二次不等式とみることができて、判別式の 1/4 は 0
以下である: ⟨u, v⟩2 −∥u∥2∥v∥2 ≤ 0. これは Cauchy-Schwarz の不等式に他ならない。等号
成立の場合には判別式が 0 だから、ある s0 ∈ R において ∥s0u+ v∥2 = 0 となる。つまり
v = −s0u となり u と v は一次従属である。

V として区間 [0, 1] 上の Rm に値をもつ連続函数の全体を考える。u, v ∈ V について
pairing

⟨u, v⟩ :=
∫ 1

0

tu(t)v(t)dt

は正定値対称双線型形式である。したがってこの pairing についても Cauchy-Schwarz の
不等式が成り立つ。なお、この pairing が対称双線型であることは定義から明らかである
が、正定値であることをは次の補題による。h(t) が compact 台をもつことにしてあるの
は、あとでこの形で使うからである。
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補題. 開区間 ]0, 1[ 上の Rm に値をもつ C∞ 函数（resp. 連続函数）u : ]0, 1[ → Rm,
t 7→ u(t) = (ui(t))

m
i=1, を考える。compact 台をもつ任意の C∞ 函数（resp. 連続函数）

h : ]0, 1[ → Rm, t 7→ h(t) = (hi(t))
m
i=1, について∫ 1

0

tu(t)h(t)dt

(
=

m∑
i=1

∫ 1

0

ui(t)hi(t)dt

)
= 0

を充たすならば、任意の 0 < t0 < 1 について u(t0) = 0 である。

証明. δ > 0を [t0−δ, t0+δ] ⊂ ]0, 1[となるようにとり、非負実数値 C∞ 函数 χ : ]0, 1[ → R
を ]0, t0 − 2

3
δ[∪ ]t0 +

2
3
δ, 1[ 上で 0 で [t0 − 1

3
δ, t0 +

1
3
δ] 上で 1 となるようにとる。このとき、

χu : ]0, 1[ → Rm, t 7→ χ(t)u(t) は compact 台をもつから、仮定により 0 =
∫ 1

0
χ(t)∥u(t)∥2dt

となる。ここでもし u(t0) ̸= 0 とすると、ある c > 0 について ∥u(t0)∥2 > c である。そ
こで ∥u(t)∥2 の連続性から、ある 0 < a < 1

3
δ が存在して任意の t0 − a ≤ t ≤ t0 + a

について ∥u(t)∥2 > c となる。χ(t)∥u(t)∥2 が非負であることと a のとりかたから 0 =∫ 1

0
χ(t)∥u(t)∥2dt ≥

∫ t0+a
t0−a ∥u(t)∥2dt ≥ 2ac > 0 となる。これは矛盾である。補題が示され

た。

それでは本論にもどる。

補題 9.7. γ ∈ Ω(M ; p, q) が ∀t ∈ [0, 1],
·
γ(t) ̸= 0 をみたし、函数 L : Ω(M ; p, q) → R の最

小値をとるとする。このとき、C∞ 狭義単調増大函数 τ : [0, 1]
∼=→ [0, 1] つまり parameter

のとりかえが存在して E : Ω(M ; p, q) → R は γ ◦ τ において最小値をとる。

証明. 弧長函数の L(γ)−1 倍

σ(t) :=
1

L(γ)

∫ t

0

∥∥∥ ·
γ(s)

∥∥∥
g
ds, t ∈ [0, 1],

を考える。これは C∞ 函数であるが、仮定より
dσ

dt
= L(γ)−1

∥∥∥ ·
γ(t)

∥∥∥
g
≩ 0 であって1、

σ(0) = 0, σ(1) = 1 であるから、逆函数

τ := σ−1 : [0, 1] → [0, 1], s 7→ τ(s),

がとれて C∞ である。
dτ

ds
=

(
dσ

dt
(τ(s))

)−1

=
L(γ)∥∥∥ ·

γ(τ(s))
∥∥∥
g

であるから ∥ d
ds
γ(τ(s))∥g =

∥∥∥∥ ·
γ(τ(s))

dτ

ds

∥∥∥∥
g

= L(γ) (const) となる。そこで、補題 9.6 （等号成立）により

L(γ)2 = L(γ ◦ τ)2 = E(γ ◦ τ)

となる。∀γ̂ ∈ Ω(M ; p, q) について

E(γ̂) ≥ L(γ̂)2
仮定
≥ L(γ)2 = E(γ ◦ τ)

である。つまり、γ ◦ τ は E の最小値をとる。

1γ の速度ベクトル
·
γ(t) はつねに 0 でないと仮定しているので、その長さは (0 以上よりも) 0 より大と

言うべきでした。これにより τ は C∞ 狭義短調増大函数つまり C∞ 微分同相写像になります。
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[変分法による測地線の方程式の導出]

以下、parameter をとりかえて γ ◦ τ をあらためて γ とする。最小値は「極値」であるこ
とに注意すると「無限次元多様体」Ω(M ; p, q) 上で

「(dE)γ = 0」

となるはずである。この式を変分法によって書き下して測地線の方程式を導く。
変分法の計算の準備として E(γ) を局所座標で表しておく。(U,φ, V ): M の chart,

φ = (x1, x2, . . . , xm), とし、

gij := g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
: U → R, C∞ function, 1 ≤ i, j ≤ m,

とおく。そこで、a, b ∈ R, a ≤ b, γ : [a, b] → U : C∞写像について φ(γ(t)) = (γ1(t), γ2(t), . . . , γm(t)) ∈
V ⊂ Rm と表すと

gγ(t)(
·
γ(t),

·
γ(t)) =

m∑
i,j=1

gij(γ(t))
·
γi(t)

·
γj(t)

となる。とくに γ([a, b]) ⊂ U のとき

E(γ|[a,b]) =
∫ b

a

m∑
i,j=1

gij(γ(t))
·
γi(t)

·
γj(t)dt

と表される。
さて、行列 (gij)1≤i,j≤m は正定値対称行列だから逆行列をもつ。これを

(gkl)1≤k,l≤m := ((gij)1≤i,j≤m)
−1

と表す。Cramer の公式により 1 ≤ ∀k, ∀l ≤ m について gkl : U → R は C∞ 函数である。
以上の記号の準備のもとで、1 ≤ i, j, l ≤ m について Christoffel 記号（Christoffel

symbol） Γlij : U → R, C∞ 函数を

Γlij(p) := −1

2

m∑
k=1

gkl(p)

(
∂gij
∂xk

(p)− ∂gjk
∂xi

(p)− ∂gik
∂xj

(p)

)
, p ∈ U,

によって定義する。定義から

(⋆)
∂gij
∂xk

(p)− ∂gjk
∂xi

(p)− ∂gik
∂xj

(p) = −2
m∑
l=1

gkl(p)Γ
l
ij(p)

である。次の補題が今回の授業の山場である。

補題 9.8. γ ∈ Ω(M ; p, q) において E が最小ならば、∀t ∈
(
γ|]0,1[

)−1
(U), 1 ≤ ∀l ≤ m, に

ついて

(∗) d2γl
dt2

(t) +
m∑

i,j=1

Γlij(γ(t))
dγi
dt

(t)
dγj
dt

(t) = 0, (測地線の方程式)

がなりたつ。ここで φ(γ(t)) = (γ1(t), . . . , γm(t)) ∈ Rm である。
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証明.
(
γ|]0,1[

)−1
(U)

open
⊂ ]0, 1[ は開区間の disjoint 和である。その任意の一つ ]a, b[, 0 ≤ a <

b ≤ 1, の上で測地線の方程式 (∗) がなりたつことを示せばよい。
以下、この証明では φ ◦ γ, gij ◦ φ−1, Γlij ◦ φ−1 をそれぞれ γ, gij, Γ

l
ij と略記する。

h : ]a, b[ → Rm, t 7→ h(t) = (h1(t), . . . , hm(t)),

を compact 台をもつ C∞ 函数とする。このとき（∥h∥ は compact 台をもつ連続函数であ
ることから有界だから）

∃s0 > 0, |∀s| < s0,∀t ∈ ]a, b[, (γ + sh)(t) = γ(t) + sh(t) ∈ V

である（下図参照）。

E が γ において最小であることから、E(γ + sh) も s = 0 において最小となり、

0 =
d

ds

∣∣∣
s=0

E(γ + sh)

=
d

ds

∣∣∣
s=0

∫ b

a

m∑
i,j=1

gij(γ(t) + sh(t))(
·
γi(t) + s

·
hi(t))(

·
γj(t) + s

·
hj(t))dt

=
m∑

i,j,k=1

∫ b

a

∂gij
∂xk

(γ(t))hk(t)
·
γi(t)

·
γj(t)dt+ 2

m∑
i,j=1

∫ b

a

gij(γ(t))
·
γi(t)

·
hj(t)dt.

となる。最後の等式は gij = gji による。ここで第 2項は部分積分によって次のように計算
できる。ここで supph ⊂ ]a, b[ により、部分積分の際の両端点の寄与は 0 である。

(第 2項) = −2
m∑

i,j=1

∫ b

a

d

dt

(
gij(γ(t))

·
γi(t))

)
hj(t)dt

= −2
m∑

i,j,k=1

∫ b

a

∂gij
∂xk

(γ(t))
·
γk(t)

·
γi(t)hj(t)dt− 2

m∑
i,j=1

∫ b

a

gij(γ(t))
··
γi(t)hj(t)dt

k と j を取り替える
============ −2

m∑
i,j,k=1

∫ b

a

∂gik
∂xj

(γ(t))
·
γj(t)

·
γi(t)hk(t)dt− 2

m∑
i,k=1

∫ b

a

gik(γ(t))
··
γi(t)hk(t)dt

·
γj(t) と

·
γi(t) の対称性

============== −
m∑

i,j,k=1

∫ b

a

(
∂gik
∂xj

(γ(t)) +
∂gjk
∂xi

(γ(t))

)
·
γj(t)

·
γi(t)hk(t)dt

− 2
m∑

i,k=1

∫ b

a

gik(γ(t))
··
γi(t)hk(t)dt

したがって次がえられる

0 =
d

ds

∣∣∣
s=0

E(γ + sh)

=
m∑
k=1

∫ b

a

hk(t)

(
m∑

i,j=1

(
∂gij
∂xk

(γ(t))− ∂gik
∂xj

(γ(t))− ∂gjk
∂xi

(γ(t))

)
·
γj(t)

·
γi(t)− 2

m∑
i=1

gik(γ(t))
··
γi(t)

)
dt.



6 幾何学 I

ここで h(t) は任意にとれるから、（p.3 の補題により）大きな括弧の中身は = 0 である。
したがって、1 ≤ ∀k ≤ m について

m∑
i=1

gik(γ(t))
··
γi(t) =

1

2

m∑
i,j=1

(
∂gij
∂xk

(γ(t))− ∂gik
∂xj

(γ(t))− ∂gjk
∂xi

(γ(t))

)
·
γi(t)

·
γj(t)

となり、左辺の添字の i と l を付け替え、右辺に (⋆) を適用して

m∑
l=1

gkl(γ(t))
··
γl(t) = −

m∑
i,j,l=1

gkl(γ(t))Γ
l
ij(γ(t))

·
γi(t)

·
γj(t)

となる。両辺に (gkl) = (gkl)
−1 を施して

··
γl(t) = −

m∑
i,j=1

Γlij(γ(t))
·
γi(t)

·
γj(t)

を得る。これが示すべきことであった。

[測地線の方程式の幾何的解釈]

こうして得られた測地線の方程式は、未知函数 γi(t) についての 2階の常微分方程式系

··
γl(t) = −

m∑
i,j=1

Γlij(γ(t))
·
γi(t)

·
γj(t), 1 ≤ l ≤ m,

である。そこで、ζi(t) :=
·
γi(t) とおくと TM 上の曲線 (γi(t), ζi(t)) についての 1階の常微

分方程式系

(∗∗)


·
γl(t) = ζl(t),
·
ζl(t) = −

m∑
i,j=1

Γlij(γ(t))ζi(t)ζj(t),

に書き換えられる。この 1階の常微分方程式系は TM |U 上の vector 場とみることができ
る。実際、φ にともなう chart (TM |U , φ̂, V × Rm) は

ξi := dxi : TM |U → R, v ∈ TpM 7→ (dxi)p(v) = v(xi), p ∈ U, 1 ≤ i ≤ m,

とおくと、φ̂ = (x1, . . . , xm, ξ1, . . . , ξm) と表されるが、

Y (φ) :=
m∑
l=1

ξl
∂

∂xl
−

m∑
i,j,l=1

(Γlij ◦ π)ξiξj
∂

∂ξl

は TM |U 上の C∞ vector場である。このとき、TM |U 上の曲線 (γ(t), ζ(t)) (=
∑m

l=1 ζl(t)

(
∂

∂xl

)
γ(t)

)

について
(∗∗) の解 ⇐⇒ Y (φ) の積分曲線.
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がなりたつ。実際、次がなりたつからである

Y (φ)
(γ(t),ζ(t)) =

m∑
l=1

ξl

(
∂

∂xl

)
(γ(t),ζ(t))

−
m∑

i,j,l=1

(Γlij ◦ π)ξiξj
(
∂

∂ξl

)
(γ(t),ζ(t))

,

d

dt
(γ(t), ζ(t)) =

m∑
l=1

·
γl(t)

(
∂

∂xl

)
(γ(t),ζ(t))

+
m∑
l=1

·
ζl(t)

(
∂

∂ξl

)
(γ(t),ζ(t))

.

補題 9.9. TM |U 上の C∞ vector 場 Y (φ) はM 上の chart (U,φ, V ) のとり方によらず
Riemann 計量 g だけできまる。

証明. M の別の chart (O,ψ,W ), ψ = (y1, y2, . . . , ym), について直接計算で Y (φ) = Y (ψ)

on TM |O∩U を示す。ηa(v) := (dya)(v), v ∈ TM |O, によって C∞ 函数 ηa : TM |O → R,
1 ≤ a ≤ m, を定めると (TM |O, (y1, . . . , ym, η1, . . . , ηm),W ×Rm) は TM の chart である。

ya = (ya ◦ φ−1)(x1, . . . , xm)

ηa = dya =
m∑
k=1

∂ya
∂xk

dxk =
m∑
k=1

∂ya
∂xk

ξk
(1)

であるから
∂

∂xi
=

m∑
a=1

∂ya
∂xi

∂

∂ya
+

m∑
a,k=1

ξk
∂2ya
∂xi∂xk

∂

∂ηa

∂

∂ξi
=

m∑
a=1

∂ya
∂ξi

∂

∂ya
+

m∑
a=1

∂ηa
∂ξi

∂

∂ηa
=

m∑
a=1

∂ya
∂xi

∂

∂ηa

(2)

となる。 (1) と (2) について φ と ψ の役割を交換したものも成り立っている。したがって

m∑
l=1

ξl
∂

∂xl
=

m∑
l=1

ξl

(∑
a

∂ya
∂xl

∂

∂ya
+
∑
a,k

ξk
∂2ya
∂xl∂xk

∂

∂ηa

)

=
∑
a

ηa
∂

∂ya
+
∑
a,k,l

ξkξl
∂2ya
∂xl∂xk

∂

∂ηa

(3)

となる。他方、1 ≤ a, b ≤ m について hab = g(
∂

∂ya
,
∂

∂yb
) とおくと

gij =
∑
a,b

hab
∂ya
∂xi

∂yb
∂xj

(4)

である。hab = hba に注意すると

∂gij
∂xk

=
∑
a,b,c

∂hab
∂yc

∂ya
∂xi

∂yb
∂xj

∂yc
∂xk

+ 2
∑
a,b

hab
∂2ya
∂xi∂xk

∂yb
∂xj

である。ここで上式右辺第二項が i と k について対称であることから

∂gij
∂xk

− ∂gik
∂xj

− ∂gjk
∂xi

=
∑
a,b,c

(
∂hab
∂yc

− ∂hac
∂yb

− ∂hbc
∂ya

)
∂ya
∂xi

∂yb
∂xj

∂yc
∂xk

− 2
∑
a,b

hab
∂2ya
∂xi∂xj

∂yb
∂xk
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である。(4) の逆行列をとる。(hab) = (hab)
−1 を用いて gij =

∑
a,b h

ab ∂xi
∂ya

∂xj
∂yb
となる。こ

こだけの記号として chart ψ に関する Christoffel 記号を∆d
ab, 1 ≤ a, b, d ≤ m, と書く

∆d
ab = −1

2

m∑
c=1

hcd
(
∂hab
∂yc

− ∂hac
∂yb

− ∂hbc
∂ya

)
.

このとき、以上の計算を合わせて

−2Γlij =
∑
k

gkl
(
∂gij
∂xk

− ∂gik
∂xj

− ∂gjk
∂xi

)
=

∑
a,b,c,d,e,k

hde
∂xk
∂yd

∂xl
∂ye

(
∂hab
∂yc

− ∂hac
∂yb

− ∂hbc
∂ya

)
∂ya
∂xi

∂yb
∂xj

∂yc
∂xk

− 2
∑

a,b,d,e,k

hde
∂xk
∂yd

∂xl
∂ye

hab
∂2ya
∂xi∂xj

∂yb
∂xk

=
∑
a,b,c,e

hce
∂xl
∂ye

(
∂hab
∂yc

− ∂hac
∂yb

− ∂hbc
∂ya

)
∂ya
∂xi

∂yb
∂xj

− 2
∑
a

∂xl
∂ya

∂2ya
∂xi∂xj

=− 2
∑
a,b,e

∆e
ab

∂xl
∂ye

∂ya
∂xi

∂yb
∂xj

− 2
∑
a

∂xl
∂ya

∂2ya
∂xi∂xj

となる。ここで
(
∂ya
∂xi

)
が
(
∂xi
∂ya

)
の逆行列であることを使った。したがって

Γlij =
∑
a,b,e

∆e
ab

∂xl
∂ye

∂ya
∂xi

∂yb
∂xj

+
∑
a

∂xl
∂ya

∂2ya
∂xi∂xj

(5)

が得られた。この (5) と以前に示した (3) により

Y (φ) =
∑
l

ξl
∂

∂xl
−
∑
l,i,j

Γlijξiξj
∂

∂ξl

=
∑
a

ηa
∂

∂ya
+
∑
a,k,l

ξkξl
∂2ya
∂xl∂xk

∂

∂ηa

−
∑

a,b,e,i,j,l

∆e
ab

∂xl
∂ye

∂ya
∂xi

∂yb
∂xj

ξiξj
∂

∂ξl
−
∑
a,i,j,l

∂xl
∂ya

∂2ya
∂xi∂xj

ξiξj
∂

∂ξl

=
∑
a

ηa
∂

∂ya
+
∑
a,i,j

ξiξj
∂2ya
∂xi∂xj

∂

∂ηa
−
∑
a,b,e

∆e
abηaηb

∂

∂ηe
−
∑
a,i,j

∂2ya
∂xi∂xj

ξiξj
∂

∂ηa

= Y (ψ)

となる。これが示すべきことであった。
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(注意) 事実として geodesic spray Yg は、余接束 T ∗M 上の標準 symplectic 形式 ωcan を

Riemann 計量 g の定める C∞ 微分同相 g : TM
∼=→ T ∗M によって引き戻した接束 TM 上

の symplectic 形式 g∗ωcan に関する函数 ∥ · ∥2g の Hamiltonian vector 場である。このこと
からも補題 9.9 が得られる。参考文献 [Lang] 第 VII 章 §6, pp.164-166 を参照。

したがって Y (φ) たちは貼りあって Riemann 計量 g だけで決まるC∞ vector 場

Y = Yg ∈ Vect(TM)

が定まる。これを geodesic spray とよぶ。

定義. −∞ ≤ a < b ≤ +∞ とする。
γ : ]a, b[ →M : 測地線（geodesic）

定義⇐⇒ 0) γ : ]a, b[ →M : C∞ 写像.

1)
·
γ : ]a, b[ → TM , t 7→ ·

γ(t) ∈ Tγ(t)M ⊂ TM , は geodesic spray Yg の積分曲線で
ある。

条件 1) は次と同値である

∀(U,φ, V ) : chart of M,φ = (x1, x2, . . . , xm),

Γlij := (φ に関する g の Christoffel 記号), φ(γ(t)) = (γ1(t), . . . , γm(t)) とするとき、

∀l ≥ 1, ∀t ∈ γ−1(U),

··
γl(t) = −

m∑
i,j=1

Γlij(γ(t))
·
γi(t)

·
γj(t), (測地線の方程式).

[以上のまとめ]

最短線は適切な parameter のとりかえにより測地線となる。さらに、常微分方程式の初期
値問題の解の存在と一意性の定理により、任意の点 p ∈ M と任意の v ∈ TpM について、
0 < ∃a0 ≪ 1, ∃γ : [0, a0] → M : 測地線, s.t., γ(0) = p,

·
γ(0) = v となる。この測地線 γ は

(p と) v について C∞ である。

[Euclid 空間の超曲面における測地線]

m ≥ 2,
∑m

i=1 dxi ⊗ dxi on Rm = {(x1, . . . , xm)}: Euclid 計量, M ⊂ Rm: (m− 1)-dim C∞

部分多様体2 とし、 Euclid 計量の引き戻しによる M 上の Riemann 計量を g とする。

補題 9.10. C∞ 写像 γ : ]a, b[ →M ⊂ Rm について次は同値である。
(a) γ は Riemann 計量 g に関する測地線である。

(b) ∀t ∈ ]a, b[,
d2

dt2
γ(t) ⊥ Tγ(t)M .

証明. p ∈ M とする。 TpM ⊂ TpRm = Rm: (m − 1)-次元実線型部分空間とみなす。
1 ≤ ∃α ≤ m, φ := (x1, . . . , xα−1, xα+1, . . . , xm) : M → Rm−1 は p のまわりで局所微分同相

である。つまり、p ∈ ∃U
open
⊂ M , ∃V

open
⊂ Rm−1, ∃f : V → R: C∞ function, s.t.,

U = {(u1, . . . , uα−1, f(u1, . . . , um−1), uα, . . . , um−1); (u1, . . . , um−1) ∈ V }
2次元が 1つ小さい部分多様体を超曲面（hypersurface）とよぶ。
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となる。以下、簡単のため α = m の場合だけを考える。（他の場合も同様である。）この
とき、1 ≤ ∀i ≤ m− 1 について U 上で

∂

∂ui
=

∂

∂xi
+
∂f

∂ui

∂

∂xm

がなりたつ。ここで左辺は座標 (u1, . . . , um−1) の定める U 上の vector 場であり、左辺の
∂f

∂ui
は V 上の偏微分である。そこで

(♭) gij = δij +
∂f

∂ui

∂f

∂uj
, 1 ≤ i, j ≤ m,

となる。言い換えると、(m − 1) 次対称行列 G := (gij)1≤i,j≤m−1 は f の Jacobi 行列

Jf = (
∂f

∂u1
, . . . ,

∂f

∂um−1

) = (fu1 , . . . , fum−1) によって

G = I + t(Jf)(Jf)

と表される。そこで、

Gt(Jf) = (I + t(Jf)(Jf))t(Jf) = (1 + ∥Jf∥2)t(Jf)

となる。つまり、縦ベクトル t(Jf) は、行列 G の固有値 1 + ∥Jf∥2 に属する固有ベクト
ルである。逆行列 G−1 = (gkl)1≤k,l≤m−1 については t(Jf) = (1+ ∥Jf∥2)G−1(t(Jf)) つまり

(♭♭)
m−1∑
k=1

gklfuk = (1 + ∥Jf∥2)−1ful

となる。
さて、(♭) の両辺を uk, 1 ≤ k ≤ m− 1, によって偏微分して

∂gij
∂uk

=
∂2f

∂uk∂ui

∂f

∂uj
+
∂f

∂ui

∂2f

∂uk∂uj
= fuiukfuj + fuifujuk

となるから、

∂gij
∂uk

− ∂gik
∂uj

− ∂gjk
∂ui

=fuiukfuj + fujukfui − fuiujfuk − fujukfui − fuiukfuj − fujuifuk

=− 2fuiujfuk

となる。したがって次がえられた

(♯) Γlij = −1

2

m−1∑
k=1

gkl(−2fuiujfuk)
(♭♭)
= (1 + ∥Jf∥2)−1fuiujful .

いま、 C∞ 写像 γ : ]a, b[ → U ⊂M ⊂ Rm は

γ(t) = (γ1(t), . . . , γm−1(t), f(γ1(t), . . . , γm−1(t))) ∈ Rm
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と表される。そこで

·
γ(t) =

m−1∑
i=1

·
γi(t)

∂

∂xi
+

(
m−1∑
i=1

fui(γ(t))
·
γi(t)

)
∂

∂xm
,

··
γ(t) =

m−1∑
i=1

··
γi(t)

∂

∂xi
+

(
m−1∑
i,j=1

fuiuj(γ(t))
·
γi(t)

·
γj(t) +

m−1∑
i=1

fui(γ(t))
··
γi(t)

)
∂

∂xm
,

となる。ゆえに

··
γ(t) ⊥ Tγ(t)M

⇐⇒ 1 ≤ ∀l ≤ m− 1,
··
γ(t) ⊥

(
∂

∂xl
+
∂f

∂ul

∂

∂xm

)
⇐⇒ 1 ≤ ∀l ≤ m− 1,

··
γl(t) +

m−1∑
i,j=1

fulfuiuj
·
γi(t)

·
γj(t) +

m−1∑
i=1

fulfui
··
γi(t) = 0,

⇐⇒ (I + t(Jf)(Jf))(
··
γl(t))

m−1
l=1 = −

(
m−1∑
i,j=1

fuiuj
·
γi(t)

·
γj(t)

)
t(Jf)

⇐⇒ G(
··
γl(t))

m−1
l=1 = −

(
m−1∑
i,j=1

fuiuj
·
γi(t)

·
γj(t)

)
t(Jf)

⇐⇒ (
··
γl(t))

m−1
l=1 = −

(
m−1∑
i,j=1

fuiuj
·
γi(t)

·
γj(t)

)
G−1(t(Jf))

(♭♭)
= −(1 + ∥Jf∥2)−1

(
m−1∑
i,j=1

fuiuj
·
γi(t)

·
γj(t)

)
t(Jf)

(♯)
=

(
−

m−1∑
i,j=1

Γlij
·
γi(t)

·
γj(t)

)m−1

l=1

⇐⇒ γ は測地線である。

これが示すべきことであった。

例. 単位球面 Sm−1 ⊂ Rm については、測地線は大円である。（各自。）

[等長変換と測地線]

一般論にもどる。

補題 9.11. C∞ diffeo F : N →M について

(dF )∗(YF ∗g) = Yg

がなりたつ。とくに isometry は geodesic spray を保つ。
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証明. 一般に F : N →M を C∞ 微分同相写像とする。このとき

(dF )∗(YF ∗g) = Yg

がなりたつことを示す。これが示されれば、とくに F が isometry のとき geodesic spray
Yg が F によって保たれることが分かる。
いま、F は C∞ 微分同相だから、M の任意の chart は、あるN の chart (U,φ, V ) に

ついて (F (U), φ ◦ F−1, V ) と表される。φ = (x1, . . . , xm), φ ◦ F−1 = (y1, . . . , ym) = (x1 ◦
F−1, . . . , xm ◦F−1)と成分表示する。Christoffel記号を Γ(g) などと書くことにする。いま任
意の p ∈ U について gij(F (p)) = gF (p)((dF )

∂
∂xi
, (dF ) ∂

∂xj
) = (F ∗g)( ∂

∂xi
, ∂
∂xj

)(p) = (F ∗g)ij(p)

つまり gij◦F = (F ∗g)ij である。逆行列をとってgij◦F = (F ∗g)ij である。また、 ∂
∂xk

(F ∗g)ij =
∂
∂xk

(gij ◦ F ) = ((dF )( ∂
∂xk

))(gij) =
∂gij
∂yk

◦ F である。そこで (Γ(F ∗g))lij = (Γ(g))lij ◦ F である。
さらに dyi = d(xi ◦ F ) = (dxi) ◦ (dF ) である。以上により Y

(φ)
F ∗g = (dF−1)∗Y

(φ◦F−1)
g とな

る。chart は任意だから (dF−1)∗Yg = YF ∗g つまり Yg = (dF )∗YF ∗g となる。これが示すべ
きことであった。

[指数写像]

geodesic spray Yg について UYg
open
⊂ R× TM および

UYg → TM, (t, v) 7→ Exp(tYg)(v),

がとれる。
Og := {v ∈ TM ; [0, 1]× {v} ⊂ UYg} ⊂ TM

とおく。0-section は Og に含まれる。また、[0, 1] は compact だから Og は TM の開集合
である3。こうしてえられる C∞ 写像

Exp : Og →M, v 7→ Exp(v) := π ◦ Exp(1 · Yg)(v),

を指数写像（exponential map）という。ここで π : TM →M は射影である。

補題 9.12. (1) ∀p ∈M , 0p ∈ TpM : 0-vector について Exp(0p) = p である。
(2) ∀p ∈M について

d(Exp|Og∩TpM)0p = 1TpM : T0p(TpM) = TpM → TpM

である。とくに Exp|Og∩TpM は 0p ∈ TpM において local diffeo である。

証明. (1) γ(∀t) = p は測地線である。
(2) まず、∀a ∈ R と ∀γ(t): 測地線について γ(at) も測地線である。実際、任意の chart

(U,φ, V ) についてφ(γ(t)) = (γ1(t), . . . , γm(t)) と表すとき 1 ≤ ∀l ≤ m,
d

dt
γl(at) = a

·
γl(at),

d2

dt2
γl(at) = a2

·
γl(at), となるから、測地線の方程式 (∗) は両辺に同じ a2 が掛け算されるこ

とになり、そのままなりたつからである。
3 位相空間 X, Y の直積 X × Y の開集合 O と X の compact 部分空間 K について集合 V := {y ∈

Y ; K × {y} ⊂ O} は X の開集合である。実際、y ∈ V とする。積位相の定義から、任意の x ∈ K につい

て x ∈ ∃Ux

open
⊂ X, y ∈ ∃Vx

open
⊂ Y , Ux × Vx ⊂ O となる。開集合族 {Ux} は compact 集合 K を被覆するか

ら、∃n ≥ 1, ∃x1, . . . , ∃xn ∈ K, K ⊂ Ux1
∪Ux2

∪ · · · ∪Uxn
となる。このとき、V0 :=

∩n
i=1 Vxi

は Y の開集
合であって、K × V0 ⊂ O ゆえに u ∈ V0 ⊂ V である。したがって V は Y の開集合である。
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さて任意の v ∈ TpM を考える。0 < ∃s0 ≪ 1, s0v ∈ Og である。そこで、測地線
γ : [0, 1] →M , t 7→ γ(t),であって γ(0) = p,

·
γ(0) = s0v,をみたすものがただ一つとれる。こ

のとき |∀s| ≤ s0 について γs(t) := γ(st/s0)も測地線であり、γs(0) = p,
·
γs(0) =

s
s0
s0v = sv

をみたすから、Exp(sv) = γs(1) = γ(s/s0) となる。したがって

(dExp)0p(v) =
d

ds

∣∣∣
s=0

Exp(sv) =
d

ds

∣∣∣
s=0

γ(s/s0) = s0
−1 ·
γ(0) = s0

−1s0v = v

となる。これが示すべきことであった。

[等長変換への応用]

最後に一つだけ応用例をあたえる。

定理 9.13. (M, g): 連結な C∞ Riemann 多様体, F : (M, g) → (M, g): isometry とする。
もし、∃p0 ∈ M , F (p0) = p0 かつ (dF )p0 = 1Tp0M であるとすると、F = 1M : M → M で
ある。

証明.
A := {p ∈M ; F (p) = p かつ (dF )p = 1TpM} ⊂M

とおく。これが閉かつ開であることを示す。
（閉）∆ = ∆TM ⊂ TM×TM = (TM)2 を接束 TM の対角集合とする。∆m ⊂ (TM)2m

を ∆ の m 個の直積とする。TM は Hausdorff だから ∆
closed
⊂ (TM)2 であり、したがって

∆m
closed
⊂ (TM)2m である。任意の chart (U,φ, V ), φ = (x1, . . . , xm), について U ∩ A が U

の閉集合であることを示せばよい。連続写像

Φ : U → (TM)2m, p 7→ Φ(p) := (
(

∂
∂x1

)
p
, (dF )p

(
∂
∂x1

)
p
, . . . ,

(
∂

∂xm

)
p
, (dF )p

(
∂

∂xm

)
p
),

を考える。(dF )p は線型写像だから U ∩A = Φ−1(∆m) であって、Φ−1(∆m) は閉集合であ
る。これが示すべきことであった。
（開）F は isometry だから補題 9.11 により γ: geodesic ⇐⇒ F ◦ γ: geodesic であ

る。p ∈ A とする。γ(t) を γ(0) = p をみたす測地線とすると、(F ◦ γ)(0) = p = γ(0) か

つ
·

(F ◦ γ)(0) = (dF )p
·
γ(0) =

·
γ(0) だから、常微分方程式の初期値問題の解の一意性により

γ(t) = F ◦ γ(t) である。つまり

F ◦ (Exp|Og∩TpM) = Exp|Og∩TpM near 0p ∈ TpM

となる。補題 9.12 により、これは A が p の近傍であることを意味する。p ∈ A は任意だ

から A
open
⊂ M である。

以上により、A は連結な位相空間 M において閉かつ開だからA = ∅ または A =M で
ある。しかるに仮定より p0 ∈ A ̸= ∅ だから A =M したがって F = 1M である。

幾何学 I の講義はここまでとする。
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[例題演習]

例題演習 第 12回

M := {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 = z2, z > 0} ⊂ R3 を考える。 R3 = {(x, y, z)} 上の Euclid
計量 dx⊗ dx+ dy ⊗ dy + dz ⊗ dz が M に誘導する Riemann 計量 g を考える。

(1) M が R3 の C∞ 部分多様体であることを示せ。
(2) C∞ 写像

F : O := {(r, θ) ∈ R2; r > 0} →M, (r, θ) 7→ (
1√
2
r cos

√
2θ,

1√
2
r sin

√
2θ,

1√
2
r),

が局所微分同相であることを示せ。また、全射であることも示せ。
(3) F による引き戻し F ∗g を具体的に記述せよ。
(4) (M, g)の測地線 γ : R →M であって定数ではなく周期的であるものは存在するか？

　証明付きで答えよ。


