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G 1 Category
の

線型代数 では ベクトル 空間 と その間 の 線型写像を 扱う
群論 群 準同型

トポロジー 位相空間 連続写像

1巡 category (圏) とは

① Object (対象) と よばれるものの 全体 Obe

② 各 X
. YE Obと に対し 、

X から 丫への morphism (射 ) と

よばれるものの 集合 Home (XX) ( 二 と (XX) )

から なり
、

以下 を みたすもの

( XEObe を XEE.SE と(XX) を f : ×→ Y と 略す )

.VE の morphisn f : X- Y
.

G : Y→ Z に対し

合成 g 。 f に gf ) i ×→ Z が与えられていて
.

結合律を みたす
。

つまり Y h : Z→W
.

h は f ) = (h G) f

・ V XE と
、

1× : ×→ X が 与えられていて 、

V YEE ,

V
fEX→Y f 。 1× = f

と wee.lt gew→ × : Hog = g

RI Monad に 単位元を もつ 半群 ) の 公理に 近い

VXE と
、

Ende (X ) と (Xx) は monoid になる

E monoic.IM は ( 1 つ の Object を もつ category ) と みなされる

Obe = { X }
、

と (XX) = M

合成 は M の 積 MX M -) M で 与える

以上の 意味で
. category = (複数の Object をもつ Monad )



E Set : 集合 の category
20

Object は 集合 . morphism は 集合 の 写像

E Ab : アーベル群 の category

Object は アーベル群
。
morphism は 群準同型

区 ring A に対し .
Mod A : (右) A - Module の category

Object は 右 A - modulo
.
morphism は A - modulo の 準同型

Ab = Mod Z

同様に B Mod : 左 B - modde の category

B Mod A i (B
.
A) - bimodule の category

( 右A - modulo かつ 左 13- modulo で .lt bEB.VMEM.lt AEA 、

bma ) = ( bm) a )

1生 category O が category と の Subcategory で ある とは

Ob O E ObE かつ に x.YEO.tl (XX) E と (XX) で ある こと
①

① で つねに = が 成立するとき .

ful I Subcategory と よぶ

E Sets set : 有限集合 からなる fulI Subcategory

ModAD mod A : 有限生成 A -mode からなる fulI Subcategory

E category と の opposite category と

Ob (ど ) = Obと
、

と (XX) こと (XX)

( Xが Y-ez.in と ) に ( 2が YIs X in E )

1生 e : category f :
×→Y f : XE Y と 表す

def

① f : isomorphism (キヨ g : Y→ X st gf = 1×
,
fg t.ly

② f : manomorphism 瓞 (9 .h : W→ X に対し
、

fg= fh ⇒ g=h )



③ f : epimorphism 瓞 ( G .
h : Y→ Z に対し

、

③

gf = hf ⇒ g= h )
E Set

、
Ab

、
Mod A では

ISO = 全単射
.

mono = 単射 epi = 全射

.is。 ⇒ Mono かつ epi . だが
。

逆は成立しない

座 Mod A ] Free A : fee A-modulo の なす ful I Subeat

Free Z で OF a EZ に対し .

a : Z→ Z は
nts an

Mono かつ epi . だが 、

9も さ 1 なら iso ではない

な2 Functor 2つ の categories の 関係 を 与えるもの

l) と
、

0 : category F : e- 0 が E から 0への Covenant)

functor (は変)関手 ) である と は

① UXEE に対し FXE 0 が 与えられ 、

② Vf E と (XX) に対し _ Ff E 0 ( FX
.

FY ) が与えられ 、

以下 を みたす こと ( FIX )
、
Flf ) を FX

、
Ff と 略す )

.
Y ×→

「
Y-

「
R in E .

F (Gof ) = (FG ) 01Ff )

.lt XE と 、 F ( 1× ) = 1 FX

1世 と から D への covariant functor を .

E から 0 へ の

Contravariant functor ( 反変関手 ) と よぶ

区 Ie : Identity functor

V
XEと

、

1と は ) = X .

V f : ×→Y .

Ie (f ) = f

区 と J 8 : Sub category に対し
.

inclusion functor と→ 0

が 定まる



区 Forgetful functor (忘却関手 ) の

ModA→ Ab : A - Module を アーベル群 と みなす

Ab→ Set : アーベル群 を 集合 と みなす

E A
. B : ring MEB Mod A

' V XE ModA
、

HomA (M .
X ) :ニ (Mod A ) (MX ) は

右 B - Module となる : Vfe Homn (M .
X )

、

「 DE B に対し

fb E Hanna (MX ) を Cfb ) (m ) = f ( bin ) (MEM ) と 定める

。 Vf E HomA (XX) に対し . f 。 一 : Hornet (MX ) → Hom A (MY )

は B - Module の morphism となる と tes fg

型 A
. B : ring MEB Mod A

① 以上 により functor HomA (M .

- ) : Mod A→ Mod B を うる

同様 に して

② Contravariant functor HomAに、 M ) : ModA → B - Mod を うる

③ functor - DM : Mod B-) Mod A を うる

Mg_ : A - Mod → B- Mod

1# functors F : と→ 0
.

G : 0→ E に対し
、

functor GoF : E-) E を 以下 で 定める

- UXE と
、

(GOF ) は ) = G ( FX )

- V f : ×→Y
.

(GoF ) (f ) = G (Ff )

叶
_

functor F : E-1 0 が isomorphism ( 同型 ) で ある とは
.

ヨ
functor G : 0→ F st

.
GoF = 1と

、

Fo G = 10

区 A : ring 、

ぺ : opposite ring
( F : と 三 D と表す )

左 A modulo X は
、

GE M
.

REX に対し xa : = ax



と おく こと で 右 ぺ - Module とみなされる
。

⑤

この 対応 A -mod → mod (ぺ ) は isomorphism

- category の iso は 条件 と して 強すぎる

G 3 Natural Transformation 2 つ の functors の 関係 を 与えるもの

1生 F
. G : E-) 8 : functors

O : F → G が F から G への naturel Transformation (自然変換)で

あるとは 、

「
XE E に対し ED (FX 、 GX ) が与えられて いて

以下 が成立すること

r と の V morphism f : ×→ Y に対し
、

次が可換

FX-なっ FY

ext 2

t.OYGX-GY_F.G.tt
: E→ D : functors

O : F→ G
.

B : G- H : nat.tnnsf に対し _nattransf.NO
: F → H が Uxeと し 9 ) × i = B× 0 0× により 定まる

l) nat transf
.

0 : F→ G が natura I isomorphism (自然同型)

であるとは
、

UXE と
、

が と の isomorphism である こと

( 0 : FEG と表す )

・ 以上の clef
.
は Contravariant functors と→ 0 に対しても

ovaiant functors と → D を 考える ことで 同様になされる

圧 A . B : rings M .
N : (BA) - biModules

4 : Mes N : morphisn in B Mod A



① functor s Hom AIM- ) 、
Hom n (N ,

- ) : Mod A-) ModB
⑥

の nat transf . 0 : Home (N .
- ) → Hom n (M- ) が

「 XE Mod A .
0× i Homが 、 X ) -) Hanna (MX )

f feat foe
と おく こと により 定まる

② 同様に nat.transf.HOMAG.NL)→ HomAG N )

- IM → YN
MPi -) の一 が 定まる

1生 functor F : en 0 が equivalence (同値 ) であるとは 、

ヨ functor G : 0→ E
.

ヨ naturaliso GOFE 1と

Fo G 三 10

このとき と と 0 は equivalent で あると いい . e= 0 と表す

. E と D が iso ⇒ equivalent だが 逆は 正しくない

ltt : Et D : functor f Int Ff

と X .YEE に対し
、
Fxy : とは、Y ) → DEX

,
FY ) を 考える

① F が faithful (忠実) 年
咐

も x.YEE.FM が 単射

ful I (充満) 全射

fully Faithful = ful I かつ Faithful morph .
に対する 全単射性
def

② F が dense (稠密 ) (or essentially surgeare ) に)

V XE 0 .

ヨ Ye es.t.XEFYinoobg.li so .

に対する 全射性

PI Fi と→ 0 : functor

F : equivalence くーー〉 F : fully Faithful が dense



⑦
レポート 問題 I これを 確かめよ

E set コ と i 4 と も= { 1 . 2 .

.
. .

. n } は2 1 ) からなる fullsub.at

inclusion functor と → set は equiv . だが iso
.

では ない

な 4 Morita equivalence (予告編 )

型 [Morita 19583 rings A .
B に対し 、 以下は 同値

① categories Mod A と ModB は equivalent

② categories A Mod と BMod は equivalent

③ 日 PE ModA : pwgenemtors.t.Enc.la ( P ) と B は 環同型

このとき AKB は Morita equivalent (森田同値) で あるという

甠 ME ModA

. P : Projective 出し epimorph . f : X-)Y.lt morph . S : P →Y

pヨ morph . h : P → X st
.

G = fh Typ は
X-)Y

. P :
Generator ド⇒ V XE Mod A

.

ヨ
set I

.

t

ヨ
epimorphism の P -) X

I.P : Progenerateor = 有限生成
、 projection かつ Generator

EA : ring 自然数 M 2 1 に対し
、

P - Aが A ln個 )

EndALP ) = Mn (A) の次全行列環

A と Mn (A ) は Morita equivalent



⑧S 4 Morita equivalence

Ex I A : ring の2 1 Mn (A ) : n次全行列環

XE Mod A に対し
.

[ x .
. . X] = { 1が in) l 弘~ つ(nEX ) は

行列 の 積 により 右 Mn IA) - Module と なる

G : ModA-) Mod Mn (A ) は functor となる

X ty [ x . . . X] 7 いいっ(n )
f f f Gf
Y 1-) [Y . . . Y ] ヨ ( fいい

.

.
. .

.
fはい )

G は equivalence この 例 を 理論的に 扱う

Recall : MEB Mod A に対し 以下 の functor が 定まった

Home (M .

- ) : Mod A-) ModB

HomAGM ) i (Mod ATP -) B Mod

- PM : Mod B -) ModA

A : ring.tl : set ,
ME ModA (DEA )

TTM : = { 1つしかい l かい 、 IGE が } 直積
入れ

⑦ M : = { 1が、en E TTM 1 有限個 の NEA を 除い て つい、 = 0 } 直和
がへ 入E へ

M が 全て XE Modへ のとき が? ×が とかく
p

v.

Def . ぺ^

E ModA : Free A Module も 2)
-

X-が
def 全射 な

.PE ModA : Projective 〈一-) に
f : ×→Y : epimorph.in Mod A

.

全射
f。 一 : Home (PX )→ HomAIRY ) : epimorph.in Ab

区 free⇒ ProjectNe

( Handが、 X ) = ×
"

で
.

f : ×→Y が epi . なら 何へ
一

・何 も epi )



⑨
Pwp2 ある fne A - modulo の直和因子 (⇒ Projective

PI ⇒ ) 区 と 昢 より すぐ

⇐) は 、
A - mod . X に対し flee A -mod F と epi . f : F→X in ModA

をとると
、

ヨ g : ×→ F st
.

fは = 1× X

出 たが
これより F 三 X の Kerf "

Split epi .
" FDTX

IE XE Mod A

① X : finitely generated は
𠮟

ヨ
MEIN

、

日
epi . MEN in Mod A

② X : Generator は
咐

U YE ModA
.

ヨ
n : set

,

ヨ
epi . ×

が
→ Y in ModA

③ X : ProGenerator で⇒ finitely generated projection な Generator

Thin 3 [Morita 19583 rings A .
B に対し 、 以下は 同値

① categories Mod A と ModB は equivalent

② categories A Mod と BMod は equivalent

③ 日 PE ModA : pwgenemtors.t.Enc.la ( P ) と B は 環同型

④ 日QE A Mod : pwgenemtors.to End邶 (Q) と ば は 環同型

このとき AKB は Morita equivalent (森田同値) で あるという

equivalence の 与え方 ③ の P は .PE B ModA と みなされ
、
functor s

F = 一郎
> ModAModB

<

G = HomACR- )

が equivalence を 与える 。 つまり FOG Eid ModA 、
GoF Eid modB

型 A : ring.AZ 1 に対し
.
P .= や" E ModA は pwgenerater

P = |別 とみると 行列 の 積 により EndNP ) 三 Mn ( A)

Homn (P_-) : Mod A → Mod Mn IA ) は 型 の G と一致する



⑥
Plan of Proof of Thin 3 1 世 ) は )

→ の これから 他の同値も 従う④ に 30
⇐
四)

M A コ Pwj A : Poetic A - mod .

の fullsub.at

u

modA J pvg A t.fin.gen.proj . A
- mod の

X
fin.gen { XE ModAl ヨ nEIN ,

X は
"
の 直和因子 )

A - mod
. PI

(I) AEA Mod A なので
.

Contravariant functor

( や Homaに 、 A) : ModA → A Mod - Mod (ぺ )

Hannah A ) : A Mod -) Mod A が 定まる

合成して 1 件 : ModA→ ModA
.

A Mod→ AMod をうる

XE ModA に対し .

Evaluation map Ex : X -) ×
**

は
v v

xts (パコ f 1→ f (か )

Natural Transformation E : ideaa → 1 件 を 与える

E iidamod → 1 件

.cowww. functor F : e- 0 を wariant functor ピ → 0 と みたもの

が equivalence で あるとき . F を dval equivalence と よぶ

Prop4 ( 区 は dud equivalence pwj A → A por を 与える

t が 三 A
、
いが や 三 や" なので PE pwj A ⇒ が E Apwr
は

i. functor pwj A で Apwj が 定まる Em : Ah が 三 や" は
1 は 明らかに ISO

.

"
= P の P

' と すると E.mn = Ep E.pl は is。 なので 、 EP も ISO
.

i
. E : idpwjn 三 l 性 同様 に E : id Apwj 三 ( F



Proof of Then 3 @ ⇒ @
_

呦 4
D

. A の pwgenerate P に対し
Q が E Apwr E 附 (ぺ )

OP

. ( Fpp は 環同型 ( PEE ) End a(P ) E End 邶 (Q) を 与える

. P は generate なので ヨ
epi .
f : p
が
→ A A は projection なので

1つが 三 A (Kerf ) Q
が
二 (がい ま べの ( kerf )

*

11)

これ より Q も Generator A

F = 一 のが
ModAほ) ③ の P と functors ModB

<
>

G = HomACR- )

に対し
.

Fo G 三 idmodA.GE Eid ModB を 示す

。
U XE Mod B

.

0× : X → G FX = Home ( P . X , P )
は

し tt ( PS tt DP ) morph .
in ModB

. O は Natural Transformation ihre -) GoF を 与える

x 1 > MC )
- E V f 力 -

X ) Y : morph . in ModB

txt
,

2
t, 0と

GFf
Homa (P

.XP ) > HomACP . YPP ) v
V 4

(PHP の 北) 1 〉 (PHPの fいい )

- 0 : ihre -) GoF が naturaliso
. を 示す

Lem5 A
. B : ringXEModB.PE pwg A 、

YE B ModA

0点 : Xg Homa (P .
Y ) -> Home ( P .

X BY ) は

iso.IR
f tens ( PAP 1→ 7 f 1 )

PI o感 : X , いが ) -) はかが は iso .

Prop 4 と 同様 に して OT も is。



9× :XEXpBEXpHomAlP.Pi_HomalP.XpPItlGoFKN@Riso.i
に
XE Mod A . R : FGX = Hom (RN , P -) X は

U U

morph . in ModA

f@ptetf1P.Bは Natural Transformation FOG-) id modA を 与える

( 0 のときと 同様に 示される )

- B : FOG → idnda は natura l isomorphism

Proof XE Mod A
.
K : = Ker BX.ci Cok Bx

0 → K- FGXや ×→ c→ 0 : exact

G = Hom CP ,

- ) ( P : projection ) だったので

0→ GK→ GFGX is GX is GC→ 0 : exact

GBX

ここで ( x) 0 Oa = Ia が成立する HornAIRHandDX ) PP )を Homn姒)
① Oa

特に G Bx は ISO
.
で GK = GC= 0 (pmfがfol f

-
)

"

P は Generator なので K= C = 0 1 Ptsが

四) Proof of型 の⇒@

ModB.ca#ModA.G0FEidModA.FoGEidModB とする

次を 示す

Claim 6 P - FB E ModA は pwgenewor で Enda (P) と B は環同型

PI の 一般に
、

F : et O : category equivalence

fiepi.in と ⇒ Ff iepi.in 0

しポート の を示せ



⑤
② PE ProgB ⇒ FPE Prog A

GFP EP : Projective
FP ヨ h

tな in ModA
、/ t.GG

X-かく GX tt GY

Uf : epi Gf : epi.by の

FGFPP 。銙 。
※

印憥 、批 にg

*
FGf

、 N v

× > Y
f

③ XE ModB : Generator ⇒ FXE Mod A : Generator

⑧ F の 三 F(Xx) 次節 で 示す
心へ 入Eへ

「YE ModA
、

ヨ
ZE Mod 13 st FZ EY

が
X : Generator なので

ヨ epi . f : X → z

Ff(J) より (FX)器 FCXが )et FZ は epi .

④ P = FB は pwgenemtor

④ XE pnr B ⇒ FXE は A 次節 で 示す

( ② より Projective .

30 より Generator . B より fin.gen

⑤ FB.is?B=EndBlB)-)EndA(P ) は 環同型

f 1-) Ff 次節 で 示す

⑥ F は
"
Additive

" i.e.lt f.GE HomB (XX) Flftg )= Fft Fg

F が functor な ので FBB は 積を 保ち . @ より 和も 保つ

以上で い が 示された



④{ 5 ( Co) Products and addition category

以下 と : category ただ 1つ 存在

IE.IE と : initial Object → EXE と
、

ヨ ! morphism I→ X

- TE と i Terminal X→T

- wo Object = ( initial かっ Terminal Object )

・ Set は initial Object 4
.

Terminal Object {*) をもっ

- Ab
、
ModA は No Object 0 (= { 0} ) をもつ

1述 へ : set GE と し 入 E へ ) 積
( C .

1 Px : C→ CNxen ) が {G ) ×en の Product である とは

以下 が成立すること

V XE と
.

V { S : ×→ en いこい"燦'

| ヨ ! f : ×→ C st V 入EA
.
Bof = 扖 )

:
'

GII :

つまり と ( X
.
C ) き たと しX.CN

.
f 1-) 1Paof ) ×

☒へ
:

Rene . Universality による 定義

・ もし 存在すれば 、 ( iso .

による 違い を 除いて ) -意 。
つまり Cigd

(C
'
、 ( Pi . C- d ) en ) も lGlen の Product :

で あれば
、

ヨ f : C
'
三 C s.tk TEA 、

Pi= R. of

- TG と 表す
☒へ

亟 - Set
.
Ab

.
ModA での Product は 、

通常 の 直積で 与えられる

。 (ヘ = 0 の ときの Product ) = Terminal Object

1述 へ : set GE と し 入 E へ ) 余積
(C .

{ ら :G→ Chen ) が {G ) ×en の COProduct である とは
以下 が成立すること

V XE と
.

V { B : ×→ a hert ヨ ! f : [→ × st Ve A .

f 。 切 = 5 x )
く で の蒲

つまり と (C . X ) き たと し G .
X ) Cが

☒へ :



Ry.pro duct の dual : ( と での copwduct) = (ピでの Product )
D

' 存在すれば 一意 HG と表す
-

DE へ

区 ・ Set での copw duct は disjoint Union

レポート 1 次をたしかめよ

・ Ab
、

Mod A での conduct は 、
通常 の 直和 恵向 ( 5 4 )

前回の

PI equivalence Fi と→ 0 は Product を 保つ
.

つまり

copwductlpi.cn
xa

が Product in E ⇒ { Fが FC→Far は Product in O

PI 0 (F - 、FC) 三 とGC) 三 TEGG) 三 TD (F- 、 FG )
XEへ 狛へ

1世 と : category
、

R : commutation ring

と : R- Knew 幽 VX.YEE.eu .Y ) に R - Module の 構造が与えられていて
も X.Y.ZEE.CN 、2) × と (XX)-) と は 、 2 ) は R- bilinear

(f . G ) lint fog

i.e ( ft f
'
) 0 g = fog t ffg

、
fo (gtgl ) = fogt fogl( か ) 0 g = r ( fog ) fo (rg) = rlfog ) re R

)
( preaddition category ) : = (Z- Knew category )

Fact e : R- Knew ⇒ Uxe と
、
Ende(X ) は R- algebra

preaddition rang

EVA : R- alg から R- Knew category とが .

Obe = 1× 1
.

Ende (X ) =

AR
- Knew category = (複数 の Object を もつ R- algebra )

で 定まる

preadditive ring

Leonel e : preaddition category XY E と biProduct

XTY が 存在 <⇒ XHY が 存在 、

さらに このとき XITY 三 XHY



④
PI ⇒ のみ示す { P : c→ X .

q : CTY ) を Product とすると .

ヨ i : ×→ C s.t.poi.tlx
、

9 0 i = 0
1×

o

ヨ r : Y-) C st
. Pot = 0

,
9 0 j = Iy X i ptx

の
レポート 2 ioptjoq = Ic が 成立する ことを 確かめよ Y j TY○ つ

以上 より 5 1 〉 ( foi . for) IY
n n

と (C
.

- )-くの一 とはい た といい ) が ISO
.

となり
v v

gopthoq 〈 1 は、h)

{ i : ×→ C
. j : YAC ) は CoProduct

Lem 3 e : preaddition category .

X
.
YEE

、

YTY が 存在する と仮定

このとき に f.ge と (XX)
N Y i PTY s t

. L 」 はY <
「""

YTY < X
ftg = 1 N No 1別 が成立 「 7

N Y の q 」 YL g

cnn.net11いい 。 同 = 1 1 1 1 0 ( ioPtjoq ) 。 何 biProduct
-

1 YTY

二 1111 oiop 。 何 +11170 joq 。 何 = 10 ft log = ftg
cnn.net Ceres

LETTRE honneur

clef

1生 と : category が Additive くる
① 日 Zeroobject@Vx.Ye と

、

ヨメでY と は preaddition

(自 ヨ XHY byさ2 )

Prop4 e : category 、
(et )

、

(et
'

丿 : ともに Additive ⇒ t = t
'

PILem.cl の 等式 の 右辺は 加法を 用いずに 定まっている

1生 と
、 4 : Additive category F : E→ 0 : functor

F : addition functor 〈妻 VX.YEE.FM : と (XX) → 0(FX . FY )

は アーベル群の 準同型 (つまり F (ft9) = Fft Fg )



④
前回 の

@5Ie.O : Additive category .

F : e- 0 : equivalence

⇒ F は Additive functor

PI し 3-の 図式を F で 送って 1
"
Fi Fp FY Ff

FY
し たいい 」

Fは右図をうる ので く だばく ) < FX
「 7

Fft Fg= F [ 1 11 0 F [別 = F ( 11110制 ) I
FY な Fq 」 YL

Fate
= Fifty ) Lonnie

Les DiProduct in

81
生 と i COProduct をもつ Additive category ( i.ee VK.ie へ 、

ヨ

※ )
def

XE と : Compact く⇒ t conduct { in : G→ C 3
,

1」 と ( X . G) 三 と は 、C ) 、 HD 1→ [ iefa K)
入れ
ss アーベル群の 直和 任 へ

PIG だ と→ 0 : equivalence XE e : Compact ⇒ FX : Compact

Pe PI と 同様

1血7 A : ring 、

XE Prog A 1 6血+ PIT ⇒ 前回の

@XEprogACtDXicompactinModApwof__ModAZ.nH
は 直和 の で あっ た

。
K) は 次の よう に 言い かえ られる

Vf : ×→ 朴G 、

ヨべ へ の finite subsets.t.X-ill-G.IM )
が P cxa
IG
XEN

⇒) X の 生成元を たいん とする と V.fi X → IG 、

ヨ べ へ の finite Subset

s.t.HN ~ f( xn ) E HG すると Imf C 点で入 なので (XX) が成立
XEN

⇐ ) epi .

f : A
"
→ X をとると

、
Projective なので、

ヨ g : X-) が
^

st . fog= 1× また
、 Compact なので (XX) より ヨ べ : finite Subset st .

T.mg く べべ すると HAM'
: べべ

→ X は epi . なので X は 有限生成



§ 6 Classical #King moddes

BringA . B で .
ModA と ModB が equivalent で はないが ,

それに 近い状況

以下
.

A : ring 、

XE ModA に対し

ModA J addX : = {YE ModAI ヨ nEIN . Y は 仲" の 直和因子 }
addition dosure

巨 add A = pはA by
'

§4 、PI
def

1述 [Premier - Butler 19 80 ] UE ModA : ( Classical ) tiKing Module 〈⇒

⑦ ヨ
exact sequence 0→ R→ P。 → U→ 0

.

Po.REpwgA@ExtACU.U) = 0 (凹 ① より Kis 2
、

Ext育 (U 、

一 ) = 0 )

⑦ ヨ
exact sequence O→ A→ v0→ じ→ 0 V9 じ E add U

型 ・ XE ModA が pwgene.nor く⇒ add X = ProgA

ProGenerator は tiKing Module

- A : ring B = 1 8 CMA) : subring

上半三角行列環 1 0 A] C [AA ] E ModB

U : = [AA] ④ 想っ は tiKing B- modde

[AA] -) [AA] = U

④ ④

⑦ 。→ COA]-) CAA) -) [器、
ts 。

○た Home ( CA AP? U )→ HornB ( ION ,
U )→ Ext } (UN )→ 0

epi.TOB = (AA) -) [AA ]
⑦ ④

0→ COA] -) [AA] is
「器, →01

凹 A : ring ModA の Full Subcategory の 組 (J . F ) が torsion pair

〈⇒ ① も TE J
.

V FE F
.

HornACT .
F ) = 0

de ② V XE ModA
ヨ
exat seq O-) T-) X-) F→ 0

g
の
F

③ X 三YE ModA に対し (XE J ⇒ YET ) 、
(XEF ⇒ YE F)

is。 で 閉じる



匡 A = を
、

XE Mod A
.

xEX : tousion A
ヨ
nEM

.

nx = 0
④

丁= { XE ModAl X の元 は 全て torsion }
F = { 1 X は 0 以外 torsion を 持たない }
(T.FI は torsion pair

_

呦 1 A : ring (T.FI : torsion pair . XE ModA

① V FE F
.
HornA (X . F ) = 0 => XE J

② V TE J
.
Horn A (TX) = 0 ⇒ XEF

③ 。→ ×→ Y→ 2→ 0 : exact seq .

(i) YE J ⇒ ZEJ factorで閉じる (ii) X .2EJ ⇒ YE J 拡大で

(iii) YE F ⇒ XEF Sub で 閉じる (iv) X .
2 E F ⇒ YE F 閉じる

レポート3 Pupil D . ③ Mii ) を たしかめよ

DI Aiming U : tKing A - modde

JW ) = { XE ModA | ExtAW .
X ) = 0 }

F (U )= { XE ModA | HornAW .
X ) = 0 }

Thin 2 (TN )
、 FW ) ) は torsion pair in Mod A

言遐 以下 HomA (X .Y ) は AK .Y ) と 略す

B = End。 (U ) ModB 〈

た ー

、 ModA

G= A (UT)

B : FO G → idea Bx : NUM BU→ ×

O-) Im Px is X is Gk Bx -) 0f@U1-ifu.tの シ の
tX JW ) FX FW )

pj = JW )
、 F = F (U ) とおく

、

① JNF = 10 )

V ※ 。→ A→ピー心→ 0 in ⑦ に AG , X) を apply して

( Eat seq .
A(V0.x )→ 。

(AX )→ E×な心 ×) を うる

×= 0 / XEF Y Y XEJ



⑥
② 丁 は factor で 閉じ .

F は Subで 閉じる

。→ ×→ Yes 2→ 0 : exact に A (Un ) を apply して

予| exact seq E×な (UM)→ E×な (V . Z)→所子 (し 、刈 をうる

6 灯 6 ⑦

EMA (UZ ) = 0 より ZE J F も 同様

③ も TE J
、

K FE F . A (T. F ) = 0

( V f : ×~っ Y
、

Imf E JNF = 0
② ①

④ 丁 は CoProduct で 閉じる

V
DE J (入 € へ ) .

0→ R→ P。→ U→ 0 in ⑦ に

AE.HN ) を 卯り して Pi の Compact性 (約 1つ皿 ) を 用いると
☒へftp..sn 。 妃 、 妼 )→ ExtHu

.

1」×が → 臥指 (R .
妼 ) = 0 : exaa

1 1 1 11 2

HA (R .M )-) ACP。 .
N ) → HE×指 (V .Xn ) = 0

✗×EJ

より ExtA (U ,
HN ) = 0

⑤ も YE ModB
、

FY = Y BU EJ

① epi . B
"
→ Y in ModB をとり - BU を apply して

| epi v1山 = (がり BU→ YB U
in Mod A をうる

.

UE J なので ④
.
② より Y §UE J

⑥ tX EJ

( FG ×→ t× なので ⑤ より 従う )

⑦ f XEF

| 。 (UX) BU
"
→ X-1 f×→ 0 : Eat Seq. に AW 、

一 ) を apply して

発



②
0→ AW

. IX )→ A(UX)→ A (U .
fX)→ Ext ト (U

,
tX ) = 0

t T ⑤| A ( し 、 A (UX) BU )
と epi .

(和坦匠 ) ③⇒① の proof の 最後 と 同じ )

AW .
fX ) = 0

1と3 U : tiKing A - Module
B = EndNu

⇒
U 球は映 Module

A三 Endが (V1

pe factor AG ,
U ) : ModA-) Mod郃 は

dud equivalent add VA = Pなが と Pな A = add BU を 与える

サ〇 の except seq . 0
→ R→ P。→ U→ 0 に A (っし ) を apply して

0→ AW . U )→ A (PO . U )→ AIR .
U )→ ExtAW

.
U ) : exaaseq.in B Mod をうる

.

y
these

6 ⑦add BU : BO for BU

-④ の exat seq . O → A→ v0槖じ→ 0 に Aに、U ) を apply して

0→ AW! U )→ A (v9い → A (A 、
U )→ ExtAW!U) : exact seq in B Mod をうる

error i "

。
⑦

時が
: TO for BU

これは 映 modde U の pwj.ec#veresoktion なので .

が し、 U ) を apply して

0 → End Bop (U )→ Bop (A(U 、
U ) 、U )→ ※AW ! U ) 、 U)→ Ext明 (UN )→Ext 、郭 (AW!UN )

Ev0 た {い た exact seq in ModA f
O 〉 A 〉 V0

t
〉 v1 〉 ○

ら4 Pwp4 と同様 に E iida乢 三 師 (AG .
U ) . U )

2つの列 を 比べて Ext訓U .
V ) = 0 : た○ for BU

.

A 三 End BOP

Will
or XE ModA

,
Add X := { YE ModA 1 ヨ set へ

、
Y は X
"

の 直和因子}
addX NEW 心"

GenX : = { ZE ModA | ヨ YE AddX
、

ヨ
epimorph Y→Z }

Pwp4 U : tiKing A - mod ⇒ JW ) = Gen U

1っせ UE JN ) と Thm 2 ④ 、② よりつ が 従う



②
CKXEJNJ.epi.AM X をとる

.

⑦上へ
: 0→ べへま v0山→ いい→ 0 に Aに、

X ) を a彤 して

A (V0れ
、
X )-っ A (AMX )→ E×な心打 x ) = 0 : exact

⑦
AM Is v0山

f)) ( 珉 hは 圳。 なので XE GenU

Lem 5 XE JW ) G = AW .一) : ModA → ModB

g f

① ヨ
exaa seq .

0→ X、→ し。→ ×→ 0 st
.

WE AddU.ME 丁(U )

0→ GX 、→ GVote GX→ 0 : exact seq in Mod B

② Bx : (GX) BU 三 X
. T。崆 ( GX .

U ) = 0

f@ U 1-1 f(U)

Re ① は 、

JNI は 完全圏
pe 。 w := UH ANM Is X を 考える

にベル圏の類似物) としてU

Wake 。 (UN 1-) と awa) Enough Projective である ことを

UE AW 、N 意味する ( AddU の objは

XE GenU ( by left ) なので .

f は epi . JW) の中では Projectve となる )

※= Kerf と おき
、

exact seq .

0→ X、 一)Wii ×→ 0 に G を 卵として
exact seq . 0→ GM→ GU。→ GX→ ExtA (UN )-、 ExtHU.li。 ) をうる

Gf
6

Gfは 明らかに epi . なので
、
ExtAW . XI ) = 0

② ① を くりかえし 用いる ことにより
.

exact seq .

. .
. → v2 → U → U。→ X-) 0 で

.

VI
.
Vie AddU かつ

. .
. → GU

2
→ GU 、→ GU。→ GX→ 0 ④ が exact と なるもの をうる

一方 、 「 1○ より UE modA なので U は ModAで Compact ( § 5 1つ皿 と 同様)

た Y
Add UA は equivalent ④これより PwP <

G= A (し 、一)

とくに ④ は B- mod
.

GX の ProjectwereSolution を与える



②
④ に F = -BU を apply して

。
以下 の 可換図式 をうる

FGV2→ EGU 、 一つ FGU。
一つ FG×→ 0 : Complex .

FGU でのcohomdogyVRIA.ltPu。 GPX は TorP (GX. U )

V2-) V1 -) U。 一) X -10 : exaけ

④ より B は AddU 上で ISO
.

なので Bx : FGX 三 X

TP (GX .U ) =0 をうる

1述 A : ring U : tiKing A - modde B : = EndAW )

HW ) := { XE ModB 1 MBU = 0 )
ま (U ) : = { XE ModB 1 TR (M . U ) = 0 }

Thin 6 (米 (v). は(U ) ) は torsion pair in Mod B

F= 一
ゝ ModAModB 〈

G= A (UT)

O : idn。。旧 → GO F ox : X-) AW . XB U )

0-っ Ker → Xet Im 0× → 0xttlvtix@vI.tの シ の
以 末 (U ) が ま (U )

PI Thin 2 と 全く 同様 なので 概略のみ 記す

* = A (U ) 、 y=y (U ) とおく .

① Any = 10 }

( Pwp3 より BU は 朴には なので 坦 ① と同様 に 示される )

② 米 は factor で閉じ 、
はは Sub で 閉じる

} 坦②③ と 全く同様
③ も

XE t.lt YE Y
. BOP (X .

Y ) = 0

④ yxey

O -ヽ tFX→ FX→ FF×→ 0 に G を apply して

( GFX 三 G七巡 E まであり 、 ま× CGFX と ② より はXE ま )
J

し迎 ②

⑤ MEA



④0→ xx.mx→ ま×→ 0 に F = -BU を 卵に して

いっ
GFX

TP (GFX.li )→ が孔→ ×が
-) は✗が→ 0 : exact

f 岨② 取\※=× t

GFXBU|
㽗畈川側 利 ewe な呬 川が北

坦 [ Breiner - Butler 1 9 80
. Hard -Ringe 1 1982

.
Colby - Fuller 1990 ]

A : ring U : tiKing A- mod . B= EndAN )

F= - BU
⇒ JW )

く
ゝ ま(U ) と FW )

くだたい
ゝ ☒(U ) は equivalent

G= AW .
→ Extが、一)

Notes 1つ 目 のみ示す

王は ⑤ より F : ま (U )→ JN ) が well- defined

し迎 ② より G : JN ) → JN ) かつ B : Fo G 三 id 丁(y

d : idyw 、→ GO F が iso であることを 示す
fz

も XE は(v). Projective read . . . . → RAP。→ ×→ 0 をとる

F を apply する と .

XE はル ) なので

-.-t FP、

所
- FP。 一) FX→ 0 は exact

.

が= Im Ffi とおくと

※い らい
x、

FPi E JW ) より XiE 丁(U ) (どい なので . G を apply して 可換図式 をうる

GFR-) GFP。 一) GF×→ 0 : exact

2 ftp. てNp。 T ×

R -」 Po-1 X is O : exact

PngB 上 d : idpwp-) G。F は is。 なので × も

iso.cm後ほど より 一般の tiKing Complex に対して 、 Thf の equivalent

を 拡張 した derWed category の equivalent を与える



④レポート 問題 以下 から 1問 以上を 選んで 解答せよ

ring R に対し . MR) の SuBring A = 1 合別 を 考える

① ModRの monhism f : ×→ Y から
.
[ XY ]f E Mod A が

以下 の よう に して 与えられる ことを 示せ ー

[ X
,

Y]f = XBY

(ついは) E [XY] s 、
1%) EA に対し ( つしま) 信包) = (xa.fmbt北 )

(認流 た砦により、 ModA と ( ModRの morphisms の category ) が )
② MR) を 自然に (AA ) - bmodde とみなす

.

このとき

に品} は MR) の Sub CAA)- bimodde なので
。

(AA) - bimodde

U : = m(R)/ 1劉 が 定まる
.

right A -modde U の endomorphismringEnc.HU ) は

A→ EndAN ) により Aと 環同型 となることを 示せ

a 1→ (v1→ au )

③ 乱 臣 より U は tiKing A - Module であった。

以下 を 示せ
_

FW ) = { ME Mod A | ヨ XE Mod R .

ME FOX ] 。 }

AW ) = { 1 M三 IX 。 }

丁 (U ) = { | ヨ epimorphism f : ×→Yin Mod R s.t.ME [XY]t }
ま(U ) = { l ヨ monomorphism }



§ 5 の 補足 Abelian category
④

1述 と : addition category 5 E と(XX)

① kE と (KX ) が fの Kernel であるとは
、

g 年※
0

※
fok= 0 かつ ( V gE と (W

,
X ) s.t.tog= 0 ,

wie
ヨ ! I : W→ k st g= たば )

② CE と (Y . C ) が fの CoKernel であるとは
.

°

で
Co f = 0 かつ (V8E と (Y

,
Z ) st. 905 = 0 .

X ※炉
'

ヨ 1.gl : C→2 st g= gloc )

Rem fの Kernel Co Kernel ) が 存在すれば 、
iso を 除いて 一意

kt kerf
、
K= Kerf ( C = cokf

、
C = Gkf ) と表す

Imf

1# と i addition category fE と (X .
Y )

ykerlwkfl.co
kf の Kernel が 存在するとき 、

X-Yy。1は

Imf := Ker ( cokf ) を f の Image とよぶ
とは

、
Cokf

ker5
×
5
→Y

. kerf の CoKernel が存在 する とき 、

Coldkerf) )
Co im f :ニ GK ( kerf ) を f の Co Image とよぶ Gimf

Imf

Le D Imf が 存在するとき _

ヨ ! e : ×→ Im5 St
.

et s ker (wkf )
f= ker (cokf ) 。 e ×で丫

では
② Coimf が存在するとき ヨ ! m : Comf → ×

s.t.Cokff-mocokLkerfJkerf@Imf.Coim
f が 存在するとき .

ヨ ! n : Co imf 一つ Imfkerfbt_ys.t.lt?ocok(kerf) et
Imf
)
ker (wkf) c。比姑) ) Tm

✗ f Y Gimf
M= ker (okf)OR

Cold kert)は Em
Comf

甠 addition category と が abdian category である とは

- と の も morphism f が Kernel と aKernel を もち、

' Le ③ の n : Coimf-> Imf が ISO . になる こと
.

匡 Ab
、
ModA ( A : ring ) は abdian category



E 7 Queer Representations 2⑦

D_efQ.tlQo 、
Qi

、

S
.
t ) : quiver く⇒

Qo
、 、 は (finite) sets .

S
. t : Q 、 一つ Qo は Maps

点 矢 始点 終点
Source #yet

quiver = 有向グラフ
b d

区 a GI 32<>3 Q。 = { 1.2.3 }
c e

QI = { a.b.C.de }
A b C d e

S 1 1 1 2 3

t 1 2 2 3 2

- この 章 では Qは finit quiver 1 # Q。<s
,
#QI <s ) とする

Def K : Field

① Q の K- representation (表現) とは V= (Vita) [EQ。 .aeQ 、 で

- VIE Qo
、

Vi は K- Vector Space

- K ( a: int) E QI 、 Va : に→は は K- Knew map

② Q の K- representation V= (Vita) 、
W= (Wi

.
Na) に対し .

f = (fi ) EQ。
が V から Wへの morphism である とは ,

' VIEQO.fi に→ Wi は K- linear map に
V9

〉 は

fi.lt(A : i→ る ) EQ1 、 t.gova = Waof、
マ な

、 Wang
Rap KQ : Q の K- representation s の Category

Pro
p 1 ① f = (f EQ。

が isomorphisminRepKQWVIEQo.fi が iso.in Mod K

② Rep KQは Product と Copwdしけ をもつ
.

へ : set H = (Hi . h . a) ie.ae、 E Rep KQ ( 入€ へ ) に対し

FH = ( TI Van
,
The )

、
HH = ( あかえ 、

④ Ha )
NEへ 7€へ TE ^ XE^ TEへ 水へ

↳ 通常の直積 ↳ 通常 の直和

へ が 有限の 場合 これらは 一致する ( biProduct) が .

④ lb と表すことにする
TEへ



④
③ Rep KQは K- Linear addition category ( 1 5ページ ) さらに abe.lian category

(26ページ )

区 O = (O.O) iea.ae、
E RepKQ が Zew Object

区 kkEQ。 SME Rap KQ を 以下 で 定める

itkSした)に { f 沖た
Kate

、
Sha = 0 Simple representation

型 Q= [ - ] なら (Qの K- representation ) = ( K- Vector Space ) 、 Rep KQ=ModK

屋 Q= [ IA2] のとき V = IV、

"
→ V2] ( Q の Kreis ) =

f f f、 t
Wu t た ( ModK の morphism )W = [ M-」 wz]

RepKQ の 任意の Objectは 以下の 3つの Object の COProduct と ISO .

S(1) = [ K→ 0]
、

SM= [ 0→ K]
,

P (I) : = [ K-13 K]

P# V= [いやに] に対し _ V1 の SubSpace X と V2の SubSpace Y を

V1 = ( KerVa) ⑦ X 、 V2= ( ImVal DY となる よう とる と
.

V 三 [ (kerMAX ltl、おく ]
三 [ kerVa → ] ④ [ ×※ × 1 ④ 1 →Y ]

三safdimkerVagpmHdimX@smHdimY1EQiqviver.kEQ
。 t※ sink

① h : sinkofQAIAEQIS.t.SK) = k
Source ta 飛寺 Source

② Q : kを 端点 とする 全て の 先の 向き を 逆にして えら れる quiver

E = 1 1→ 2→ 3] GQ= [ 1←2→ 3] 020~= [ 1←2←3] Q= 1 1→2←3 ]

IE [ Bernstein - GeHand- Doomarev 1 973 ] の 、
9

,

Q : quiver . kEQ。 : sink
. kを 端点とする 矢を え※ た とする

.

ら
0たQ で hは Source で

、

先 j h を 持つ 名で

総



④
V= (に 、

Val E Rep KQ から 0式 = (W .

VI ) E Repk Q を 以下で 定める

。 W : = { K #k [Vai Van]
Ker Ka 江た にた : =ルの⑦ ・ ・ Vjn-> h]

' AE (aQ) ] # b 、~ bn なら ど
Val
= 1 ~の 、 VI := [ Vi C は、 ⑦ -.-のはn Is Vie ]

V-B
11型 に 〖副 ・げ占り 。→が※や幽 k

川慱げ呦低 に 怡憥所
医 0も (SN) = { Sに ) 沖k

0

t.tk#Q:qviver.kEQo:sinkmovphismf=lfi):V-sWinRepKQ
に対し

、

mophism df = ( ft ) : 0式→ dw in Rap KgQ を

- 沖kなら ft =
fi.EEなら 可換図式 0→占い は、

④ はパ土) h で 指 を 定める
指 t t なお なn t.tk

0→WI→ Wj 、④ Wm-っ We
Wife

Affection factor 0た : RepKQ 一つ Rep Kow を 得る

1巡 Q : quiver .

kEQ。 : Source

双対的 に election factor T : Rep KQ→ Rep KaQ が 定まる
.

ただの 域 の
in Q に : in Q が 対応する

計n がよい



③
V= Wi

、
Val E Rep KQ から TV = (VEE ) E Repk Q を 以下で 定める

.li : = { K #k |別
CokVa-itkVe--1h-sVjp.i@VjnJ.aE

(aQ) ] # b 、~ bn なら VI -

Val
= 1~n.VE := [ Ve-) は、 ④ -.-のはn -⇒ VE ]

mph ism の 対応も 同様

以上 まとめて Q : quiver . k : sink of Q ⇒ k : Source of Q

Rep KQ
く

> Repk Q
( Q) = Q

d

1述 丁 (KQ.fr) := { VE Rep KQ 1 ha : epimorphism.cn Mod K }

は ( K Q
.
k ) : = {WE RepKaQl We : monownhism in Mod K }

TR 丁(KQ.ME#yy(KaQ.k ) は equivalent 三山丁( 1 た)

d 0式E 三 idyw.Q.fr)

K-linearmo.pt が ない なら .cok (kerf ) = f

1つ式 VE 丁(KQ.fr) に対し
、

W := VE Rep KaQ .
X : = EW E Rep KQ

とおき
_
V 三 X を 示す

k と (kを 端点とする 先 ) 以外 では V . W .
X は 一致する

の が お が
え※ k in Q h ← h in GQ

:

inT in
Ibn

VE JKQ.fr )
には二 [Vai Van]HO~> VI ) は、

④ .
.
. ④は n

> Ve→ 0 : exaけ

1 1 1 1 1 1 2 〈
-_--_-

> Wj 、お Wjn 〉 WE→ 0

1 1 1 1

m

川 =War ×お ⑦ な っ 怡Wbn
[ 私 ・ ・ ・ Xan]

これより V 三 X
. mophism の 対応も 同様に たしかめ られ

、
三 id丁( 1 た)



③
レポート Qの sinkk に対し 以下を たしかめよ

VERep KQ に対し VE
丁 (KQ.fr) く⇒ V は S (k) を 直和因子に持たない

WERe.pk Qに対し WE は 1 KaQ .
k ) AWは

ヒント 28ページ 0~= [ 1→2] のときの 議論 と 同様

、 以下、 坦 が 24ページ 払皿 の 特別 な 場合 で ある ことを 示す
a.

1# Q : quiver .

l 2 1 → . . . →→.

. 矢の 列 P= a 、 9で ae で Hai)= SKit ) ( i= 1 ~ l- 1 ) を みたす もの

を 長さ l の Path と よぶ S (p) = SCan . Up = the ) と おく

.IE Qo に対し
. 記号 ei を 長さ 0 の Path とよぶ

5 (ei )= シ = 七した) とおく

Q の Path algebra KQ を 以下 で 定める

- KQ は 全ての Path を basis と する K- Vector Space

. Path P . q に対し P . q = { PE ( P と8 をつなげた Path ) ttp ) = S (q )
〇 七(p) キ 5 (q )

これを K- Wear に拡張して KQ の積を 定める

Fact 3 ① KQは K- algebra で 単位元 E ei を 持つ
iEQ。

V せよ
② ei ( EQ。 ) は idem を叶 ( e? = ei ) で

、
互いに orthogonalle.es = 0 )

区 Q= [ 1 2が . . .

興
、 an ] のとき

KQ 三 |幾 、 炎 |
C Mn (K)

iii.液

[ if i+ぼ . . .
幽 jIts Eな 二 ( くな) 成分が 1

.

他は 0 で ある行列 )

idempot.cat に関する 基本事項
で好
e.es =0 E ei

A : ring AD 1= e 、 十
・ 一 ・ t en : orthyand idemparents



③○た XE ModA Mi = { xe.lkEX } CX とおくと
n

X = ④ Ni in Ab (注 Xei は 一般に A - modeではない )
に 1

型 Q : quiver
ヨ equivalent Mod KQ <

尾
>
RepKQ

GQ

Notes ① factor F= Fe : Mod KQ→ Rep KQ を 定める

(1) XE ModKQ に対し FX = ( ( FX)え、 (FX )a) iao.aeQ 、
E Rep KQ を

- IEQ。 に対し、

(FX)i : = Ni 以下で 定める

。 ( A : i→ よ ) E Qz に対し (FX ) a : = 1 . a : X ei-) ✗な ]
v

ytsya

(2) morphism f : ×→ Y in Mod KQ に対し
.

( Ffた : = fKei : Xei-7 Yei

とおく と
.

下 の可換性より morphism Ff = ( ( Ft) iEQ。 : FX→ FY in

Rep KQ が 定まる Xli っ ×なY ( a : いる ) EQI.ske.lu?taxer1Yei-)Y
な

② factor G = GQ : RepKQ-) Mod KQ を 定める

(1) V = (Vita ) E Rep KQ に対し 、

GV : = ④ Vi を 以下の よう に
EQ。

Ka- Module とみなす
i Path P= a.az .

. . ae : え→ る に対し
、 Up : = Vaeo.io Va : K→は とおき

.

GV への PE KQ の 作用を [ GV→ に市 はCs GV ] と 定め 、

これを Klinear に 拡張する

(2) Morphism f = (fi) : V→ W in Rep KQに対し Gf : = ④ fi : ④ に→ PW、

iEQ。 i

11
とおくと

.

Gf は Mod KQ の morphism と なる
Gv

"

GW

③ FOG 三 idpepkQ.GE 三 id Mode であることが 容易 に 確かめられる



③
idempot.cat に関する 基本事項がき こな

e.es =0 E ei

A : ring A ヨ 1= et item : orthyand idemparents

○工2 B : ring XE B ModA .
B ヨ 1 = f

、
t.it fm :ortho.idemp.in

なXE ModA で .

X = ④ なX in Mod A
よ 斗

Xei E ModB で
、

X = お ×ei in B Mod
.

に 1

n

I3○ AE A Mod A に ⑦ を 用いると A = ④ なA in Mod A
が とくに GA E Pは A

さらに A = ④ なAei in Ab
1 EはEn より 一般 に XE Mod A に対し

_

なAGE Home (ei A . なA) in Ab
Ni 三 Han。 (GA ,

X ) in Ab
と トーっ ( b→ ab ) U v

a 1一つ (b 1-) ab )

Ex 5 Q : quiver IE Qo に対し .
Mi) に eiKQE pugKQ

① Path P : i→ j から mophism ( P ・ ) : PG)et PH in Mod KQ

xtt Px が えられる

② K-Vector Space ei KQな三 Home( PID , M) ) は

{ P 1 I から よ への Path } を basis に 持っ

Def_Qiqviver.fr : sink of Q の 、
9

,

j
った in Q

o :非 | n an

et seq .

O > PW
9が

〉 P
兀

> C > 0

い※、 n

④ Plje ) E pwj KQ

により CE Mod KQ を 定め 、

El

U : = (にした ) KQ④ C = ( ④ ei KQ) ④CE Mod KQ とおく
中た

d- MerQ



④
Thin G DU は tiKing KQ- Module で EndeN ) 三 Kd

② ヨ Natural ISO
Mod KQ

く

ー 鬼パ
> Mod Kd

伸。 FQ 三 F。、10 Home (U ,- ) KQWい

v

底
eTo Fd 三 FQO に良い Rep KQ

く
ゝ Repkd

d

③ 辰 : JW ) 二丁 (KQ.fr )

FQ' : ま (U ) =, y (kgm } は evidence s

p# A := KQとおく

① U が tiking A - modde で あること

Tl
(IGA → CreedA
④ ④

0 → jpmc
-0 凶

U

T3 ( 1 - fer)A → (にした )A

④ ④

0→ PM-infection
O (刈

A

T2 ( 1 - fer)AE 附A なので
、

Ext A し (い A
、

一 ) = 0

i. Ext A (C . (Her)A) と 辰堉 (C .
C ) が 0 であることを 示せばよい .

(刈 に Aに、 ( 1-MA) を apply して
、

次の exaa seq .

を うる
.

- 。 。

A ( P . に A) → A Ph 、
ll- fer)A ) → E×な (C 、

( 1 -TA)→ExtHP、 いせた) A )

n

1 1 2 I3 1に I3

fPEpwjA@l1-eedAeje-KemAeeaNtf91.an
これより

。

ExtA (C . ( 1- A ) = 0 を 示すには 次を示せ ば十分
.

Claim (** ) は K- Vector Space の ISO
. である

。



④
Ex 5 ② を用いて - K- Vector Space s として の basis を 比べる と

f { k以外の 点から 主 への Path } 三 し た以外の点から kへの Path }
U U

( p : i→え ) 1→ ( Pae : え→ k)|
は 全単射 なので 。 断) は iSO

.

To-

(刈 に Aに、 P ) > AE
,
C ) を 卬成 して

、

次の exaa seq .

を うる
.

A ( P . C )
で

>
。( Ph .

C ) > E×な (C 、
C) > ExtHRC )

へ
死-

^

ポー : epi ( by T
: epi . f PEPはA

A ( P , P )
で

>
。( Ph . P ) Ph)EpngA)

epi

( by (**) : epi and PE add ( len)A)

これより Ext (C .C) = 0 をうる
.

以上 より U は tiKing A- Module

EndAN ) 三 KQ
' であること U = (にが ABC なので

End A (U ) = | End A
(いでた ) A) AK .に A)

AlにいA. C) EndAK 」 ) の 各成分 を計算する
(左上) 三 (にい Aに利 (右上) 三 Ker (**) =

n
Claim

(左下 ) 三 Cheer) 三 P (はた) 三 ④ e.geAllen)
T El

(Apply ・ weed to M and use Ph) (len) = ferAll-fer)= 0 )

Claim (右下) 三 K

V5 E EndAK) 、

ヨ GE EndAP ) 、
TE EndA (Ph) st .

O -) Ph)→ p-) C→ 0 M

th は t t is commune

O- Mk) vs P is C→ 0 1*)

k : sink ⇒ A ( P , PW) = 0 ⇒ G 、 h are unique ⇒
ヨ K-alg.hom.cl?EndAKItEndNP1kD=eerAee=K given by 4 (f ) = h

A(CP ) = 0 ( by (右上)= 0 ) より
.

4 は 単射 であり
. Claim が従う



O {た以外の 点から た以外の 点への Path in Q } ③
以上まとめて EndAN ) 三

|
に Aいせた) 0

n

⑦ な A ( l - fer) K
)

これが Kd と 同型である
e- 1 ↳ { je から た以外の点への Path in Q}

ことが 容易に分かる
。 三 { hから in Q

' }

② の 証明 の 概略 [ j
>
A (UX )
カ -

B := Kd とおく Mod A
AWい

> Mod B

XE ModA に対し
、
FQ
g 、

比
v

石 の ように V
. W を 定め .

Re p A > Rep BD W
= (Wi

.
Na )

v4 uWEW を 示す V = (Villa ) l > 0が= (viii)

' M に Aに、× ) を apply して 以下 の exact seq . をうる

0-1 A (CX) → A (P
.
X)-) A (Ph

,

X)→ Ext (CX)→ Ext ( RX )

n
1 に I3 川 I3 6月 ⑦ ×な Xh ⑦

El
、 、 1 1

n には
7 Ver0 → W -) ④ Vie

l= 1

これ お ) ぼ= { K
= Xei (沖た)

④
A (C .X ) したた)

- ① より B = EndAN) で あり
.

B の idempotent ei (IEd ) に対し .

eiU = { EA ( こきた )

C し たk )

Wi = A (U .
X ) ei= A (fill , x) = { AKA .

X ) = XE (しも た) ⑤
A (C .
X) ( i=k)

- ④ と⑤ を 比較 して VIE QE
.

W 三m

また Ve d
,

VI と Wa が 一致すること も 容易に分かる

以上より dv 三 W

③ XE JW) く⇒ Ext (CX )= 0 に .fr :epi.AFQXEJA.MU
= ( Prog)④C ⑦



③
- Q : quiver

Rep KQ っ rep KQ := { V = (Vita) | Vita 、
dimWi<D } : Fullsubcat.de

VE rep KQ : indecompossible 〈⇒ ( V 三 W④× ⇒ W = 0 or X= 0 )
(直既約 ) W

. XE re.pkQ

ind KQ := { VE rep KQ 1 indecomteable } / 三

・ 次 の事実 より .ind KQ が分かれば . rep KQ の Object も 分かる

Pro
p
7 (Km 1 1- Schmidt Theorem ) 直既約分解の 一意性

①KVErepKQAnzcTXnXnEindKQs.t.VEXA-@XnDXiD---DXnE.Y
、 が Ym (Xi ,な Eind KQ) ⇒

n=M かつ 番号を うまく つけ かえて た 、 Xiが氏

( 次章で もう少し 詳しく 扱う )

Thm 8 [Gabriel 1 972] Q : quiver K : Field

① KQ : representation-finite (有限表現型) ( i.es#indkQく )

く⇒ Q : Dynkinqviveri.es 以下の グラフ の 辺を 矢におきかえて えられる

An M21) . . . . . . . . . . . .

.

Dn M24) . . . . . . . . . . .

l

En (N= 6.7.8 ) . . . . . . . . . . .

(n= #Q。 )
② Q : Dark in quiver

ind KQ く
け

ゝ { positive roots of Q } C 飛
V = (Villa) 1→ dimV := ( dimKV EQ。 ( diMansion Vector )



③
1週 quiver Q に対し qvoidratio form q。 : 能→ IR を

q。いい = [ E - E NaNa) と定める
IEQ。 AEQt

Qが Dynkin quiver のとき
、

def

KE ポ が Q の root 〈な 9 。いい = I

さらに 心 を のとき . positive root

座 Qが Type An なら 、

8QM = EI -Etc 、
江 1 EI

i る

positive NOT は Wi 、
0.li . .

.
1
.
0

.

. . .

.
0 ) 1 EiEI IN

Q An Dn E6 E 7 E8

# ind Ka In (MI ) nm-1 ) 36 63 120

Than8② の 証明の ポイント ・ Simple representation に election factor を

くり返し 適用することで .

全ての ind KQ の 元を 構成する

- election function による dimens.ion Vector の 変化は 、

以下で 記述できる
.

Def symmetricb.linear form (-.-) : ぽ× ぽ→ R を

(孔は) : = 豊 ( 9☒(つけは)- 9QM - 8 は) ) と定め _

EGL (腱 ) : relation を
k

Mi= x- 2 ( fer . x ) en と 定める ( en:= (Oi. 0.1.0 、
) )

Key Lem 9 Q : qviver.fr : sink VE ind KQ に対し

dim 0式= { し 岨し ) V も SK)

0 V 三 S.lk)

し杜ト Lem9 をたしかめよ



③§ 8 AusIander - Reitem theory

addwie category の 構造 に関する 基礎理論

. s : addition category ei := [ ×→ Xi-N

X = X 、 ④
-.- ⑦Xn ⇒ Ends (X) ヨ に eげteniorthog.idemp.de

f

Def X ES : indecompossible 〈⇒ (X 三 Y④2 ⇒ Y= 0 or EO )

⇐ Ends (X) は 0 と 1 以外に idempotent を持たない

(講義訂正 ⇒ は abdian なら 正しいが
、

一般には 正しいとは限らない )

Def ring A が 10cal
心

妙 A has a unique Maximal right idea 1

⇐> A left

A 非可逆元の 全体 が idea 1 をなす

このとき A は 0 と 1 以外に idempotent を持たない 、
特に

Fact X ES
、
Ends (X) : 6cal te X : inde.compossible

⇐ は 正しくないが
、 それが 成立する 状況を 考える

IEA : addHive category が Km 1 1 - Schmidt ( KS ) く
-

ー〉 VXES
ヨ
X 、 ~ XnEast X 三 Xi ④ . . . ④Xn and Ends (Xi) is Local

Thin I (Km 1 1- Schmidt Theorem ) 直既約分解の 一意性

① NXE A
、

ヨ の20 ヨ

XnxnEAiindecomp.s.t.XEXA-AXnDXi@iDXnEYiD--.DYm (Xi ,な EA : indecomp ) ⇒

n=M かつ 番号を うまく つけ かえて た 、 Xi三 Yi

レポート ② を 証明 せよ

ヒント iso . を mxn行列 [ fは了 (な E れ (な が氏)) と表し 、

この 行列 に 掃き出し法を 行う



def ○
Def addition category S が i demMerit Complete A も XE A

.

VEE Ends (X ) : idempotent は Kernel ( 26ページ ) を 持つ

Re ① このとき X 三Kere@ker11-eJ.e
= 1 ×→ Ker ( 1 - e) cm X ] が成立する

② abdian category は idemMerit Complete

Def Ki Field s : K- linearaddit.ve category

A : Horn- finite.de#VX.YES.dimkA(X.いく 。

Prop2 A : K-War Horn- finite addition category 、 i demMeat Complete
⇒ A は Km 1 1- Schmidt category

proof 0 と 1 以外 に idempotent を 持たない finitedimensiono.lk- algebra は

Local ring である こと から すぐ に 従う

巫 VQ : quiver . repKQ は Prop2 の 仮定を 満たすので Km11- Schmidt

1近 A : Km 1 1 - Schmidt category ,

X
.
YE A

以下 で A の ( Jacobson ) indica1 ndA = J を定める

- X
,
Y : indecomp. の とき . J(X

.
Y ) = { fEA (X .Y ) | f は iso

.

ではない }
n

- 一般のとき 直既約分解 X 三 ④ Xi
、

Y 三 な をとり
.

に 1 j = 1

☒ (XX) 三 ( Ski .な ) ) 1 Ein
.

1はM

U U

J (XX) 三 ( J (Xi .な) ) Kisn.IS jsm

X
.Y の 分解 によらず、

一意に 定まる

型 J は や の idea 1
.

つまり VX 、
YE A

.

J (X.Y ) は Sの

subgwupkw.ZES.USE (W
,
X ) 、 V8EJ (XX) 、

V9 EA (YZ)
.

hogof EJ (W .
2 )



④

R_emsiadditivecat.ms
: = ( n of MAX . right idea Is ) = ( N of mas left ideaIs )

Km 1 1 - Schmidt の ときは 上の 1述 と一致する

1述 : additivecat.I.IT : S の idea Is

① ideaIII' を 以下を 定める

III (x .
Y ) = { hoglZEA.SE ざ (X .2) . hEI1でく) }

レポート II' が A の idea l であることを 確かめよ

② additivecat.sn/I を 以下 で 定める

- Ob /I = ObA

. A/I (X .Y) = A (X .Y) / IK .

Y )

Def K : algebraiany closed felt ,

A : K-Wear KS category s.tt/Jis1tom-fin.

A の AusIander - Reitem (AR) quiver AR (A ) を 以下で 定める

. vertices : inds = { inde comp. Objects in S } /三

narrows : KX
、
YE inds

.

XからYへ da := dimKJげ (Xi ) 本の 矢を 描く
に

一般に ARIA) は Infinite quiver JN .
Y )/丁2 (XX)

Re ARIA ) は の 圏構造 ( 生成元の うち
.
最も 基本的 なもの ) を 図示する

区 の Q : (finit) quiver
( Path P で S (P) = t (p) なるもの )

! !

Assame dim k (KQ) < D (く⇒ Qは acydic.ie 長さ 1 以上の Cycle を持たない )
⇒ AR( pwj KQ) = d IEQo は Pに) Eind ( pwjKQ) を与え _

(a: え→ る ) EQ1 は ) EJ ( Pは) 、 Pにリ を 与える

② A= KEN i. つ(dD : formal Power Series ring

⇒ AR ( pwjA) = ( ヴが }
xd

- AR ( mod KQ ) はどうなる か ?

定義 から すぐ に 描く ことは できない ( 丁を× .Y ) が 求められない )



④
Def S : KS category .

fES (X .
Y )

- f : Split epimorphism た)
ヨ
g : Y-) X s.t.to g = N

. f : right almost Split 〈ニ〉 f is not Split epi . and

V8 : Z→Y : not Split epi 、 ヨ h : Z→ × st
. 8 = fh

✗ や- f : right minimd く⇒ | g 、 マ
× TY

⇒ t.is。 |
- f : sinkmorphism ( or minimol right almost Split ) of Y

く=> right almost Split が right minimol

双対的 に Split Mono
,

left almost Split . left minimol . Source morph .
を定める

Fe fi.ES ( Xi ,Y ) : sink morph of Y (El
.
2 ) M※

=> ヨ g : XI 三 X2 : iso.s.t.fi = 528
8 ※?た

Prof X
,
YE inds sink mon と Source mon が分かれば ARA ) も 分かる

① f : E→ Y : sinkmorph.DK = ( Eの 直既約分解 に表れる ×の個数 )

② 8 : ×→ F : Source da = ( F Y )

proof f は Split epi . でないので fEJ(EM ) で あり .KZES に対し

0→ J(Z
,
E) -) S (Z, E ) → S /J (Z

.
E)-) 0 : exact

t fo- f f。_ t
foo
→ J

2
(Z

.
Y ) -) Jに

、
Y ) -) Jば (Z

,
Y )→ 0 : exact

レポート f : E→ Y が right miniand のとき .

G : Z→ E に対し

(fog = 0 ⇒ GE Jに、 E) ) を示せ

これからすぐ に は (2 .E ) 三 丁ぱ (Z
.
Y ) が 従う

、

E 三 炉" ④ だ ( E
'
は X を 直和因子に もたない ) と おくと

.

de = dimKJばしかく ) = dimKS /J (XE ) = dimKA /J(X .
×
が
) = n

S (X . E
'
) = JN

.
E
'
) End」は(X) = KS



④
- K.fidd

、
A : finitedimensiono.lk- algebra

Q : a di c qui ver に対し .

A= KQ

ModAs modA : findy Generated A - moddes

Fact の modA = { XE ModAl dimKX<s )

② modA は K- Wear Horn- fin
.
Km1 1- Schmidt ( by PWI )

目遼 も XE indA に ind (modA) ) は Sink mph と Source morph を持っ

def
. I : injectivemkmono.fi X-) Y.kmorph.gs . ×→ I

ヨ morph.fr : Y→ I s
.
t
.

G = hf JIM
D

X-ツ

- modA
つ は A : finitdygenemtedpwjectiv.CA - moddes f

J int A : injective A- moddes

Fact 4 D = Hank (ー
,
K ) : mod A-) modぺ ( = A- mod )

u u ドpwjActing や equivalent
SingA -) pwj ペ

・ XE ModA
、

mol X : = MY CX

Yi Maximal submit of X

Sax : = EY CX

Y : Simple SubModule ofX

Bop5 A : finite dim
.
K- algebra

① PE ind ( pw。 A ) ⇒ nd P は P の Maximal SubModule で

MIP CAP は P の sink monhism in modA

② IE ind (init) ⇒ socI は I の Simple SubModule で

I-》 I/ soc I は Iの Source monhism in modA

1選 ② は ① の dud なので ① のみ示す

前半 P つ ×#Y が ともに max.submoddes of P とすると
.

Xかに P



④
✗かくー》 P は epi . となり 。 Pは Projectve なので Split epi .

1つはIts My

dimKX .
dimKY 〈 dimKP より 一意分解性 ( Thin 1 ) に反す

後半 Split epi でない V8 : Z-) P をとる 。 P は Projective なので

g は epi . でない . Imは EP より 前半 より ImG Creed P

ヨ Z

÷ C マンは 以上 より ndP CAP は right almost Split
MAP Can P mon。 なので 明らか に right mini mal

旦 K : Field
.

A = と 剡 三 KQ for Q= [ 1→ 2→ 3 ]

. A DE1.92.5 : idemMerit に対し Pに ) = eiA とおくと
、

in d (pwjA) = { P(1 ) = ( KKK ) . P12) = 1 0 KK] .
PB) = COOK] }

これら の Sinkm。 rph .

は Prop 5 より

P (2) Cm P(D
,

PB) CAP (2)
.

0 Cm、 PB)

- ind ( pwj ぺ ) = { 1判 = M 、 倒 = M . |剡 = AS } で .

Fact4 より

ind ( injA) = { D(M) = [ KOO] . D (AG) = (KKOI . D (AE3 ) = (KKK) = PB)}
これら の Source morph . は Drop 5 より

[KOO]-→ 0
.

1 KK0 ] 一》 [ KOO]
.
[ KKK ] 一》 [KK0 ]

- DA= Hank IA . K ) E A Mod A を 用いて 次の factor を うる

Pwp6 V : = - B DA

Prog A <

>
injA は equivalent s

T - Home (DAT )

Vを NaKayan factor と よぶ
Fact4

Proof V1A)= DAEinjA .

VIDA) = EndA (DA) = EndぺPAT = A

お) Vとじ は well - defined

4 : idpwj A 三 TV が dp : P -) A(DA .
P g DA )

Pts ( っいー) P ④ )し )



④
B : V05 三 idinjA が BI : AlDAI) R DA→ I で 与えられる

f ④ つ( ts fいい

Def XE modA に対し 、
exaa sequence

Rei Pot」 ×→ 0 で e と f が right minimal なもの を .

X の miniand Projectare

TIF Presentation と よぶ 、
これは 必ず存在し ( P42 レポート を使う ) 、

( is。 による 違い を 除いて ) -意であることが 容易に分かる 、

このとき
、
exact sequence

0→ TX→ UR Is UP。 (*) により TX E mod A を 定める

双対的に minimol Injection COPresentation 0→ ×→ ピ碁 を用いて

exact sequence VI。一
は
心玉 一)で×→ 0 により EXE modAを 定める

T を Aus Iander - Re item (AR) Translation と よぶ

E× D PE pwj A の min . pwj . presents は 0→ P P→ 0 なので
. TP= 0

② 同様に IE injA に対し ,

EI = 0

屋 K : Field
.

A = | 気 と 炎} 三 KQ for Q= [ 1→ 2→ 3 ]

- T.TK00] を 求める 。

0-) [ OKK]
~っ [KKK]~っ [KOO] -) 0 が min.proj . presents

11
f

EA 品、
一般に idempote.int EEAに対し . v(EA) = D (AE )

これを 用いると V1たA) UGA)
1 1 1 1

D(AG) D(AG )
11 Vは1 1 1

0-> 1 0 K 0]-) [KK0] -) [ KOO ] は どけ なので
.

T [KOO ] = [OK。] を 得る

- 同様にして T 10KOI = COOK]
.

T [ KKO] = [OKK] が 分かる
、



④
Thm 7 T と で は

① Injection { XE indAl non - Prog } > { ×EindAl non - inj . } を与える

T.TT = id.toE= id

② equivalent modAT > mod A を 与える
.

E

T.TT 三 idmIA.IE#idmTA

ただし 咄 A と MTA は 以下 で 定める
✗ → Y

f)月 gDI D mod A の ideaIP を .lt X .
YE modA

、

IP(XX) : = { gof | PE Prog A 、 fE HornA (XP) .GE HornA (かく ) }
I (X .

Y ) int A と定める

② modA != ( modA) / P : stable category

modA : = (modA) / I : wstable category

pmfo7_DXEir.clA が non - Projective なら .

exactseq.CM

が TX の min . Injectione CoPresentation である こと より 従う

② は [ ASS
.
Car

. 2 . 11 ] 参照

Thm8 [ AusIander- ReiTen 19 75] K : Field
.

A : find im .

K- algebra

① K XE indA : non - pwj 、

ヨ et seq . 0→TXAEA × → 0

St
.
f is a sinkm。rph . of X ,

G is a Source morph . of TX

② K XE indA : non - inj
ヨ et seq . 0→ X E

' 改→ 0

st
.
f
'

is a Source morph.ofx.gl is a sink morph of TX

① ② の exact seq .
を AR sequence or almost Split sequence とよぶ

Thm 8 の 証明 の ポイント 以下の 2つ を用いる

。 一般に Ext以 、Y ) 三 { exact seq . 0→Y→ E→ ×→ 0 ) / iso.CM )



④
Thin 9 K

、 A : as in Thin 8

も X
.
YE modA

、

ヨ Natural isomorphism ( called AR dudiy )

Horn A (EY 、 X ) 三 DENA ( X
,
Y ) 三 Hornet ( Y.TN

Where Home ( resp . Hornet ) is a morphism Space in modAlvesp . modA)

簡単のため K が algebrai Cally closed とする

non - pwj . な XE indA に対し
、

Thm 9 より Ext訓、改 ) 三 D EndAK) で

ある
.

ここで 自然な epi . EndAK) 一) EndAK)/ 丁(Xx) 三 K を

D EndAK) の 元と 見て 対応する ENA (X.TN の 元 は ☒*) により exact seq .

0→ TX→E→ ×→ 0 を与える
.

これが AR sequence であること が 確かめられる _

詳細 は [ ASS
、

ThinT .
3
. 1 ] 参照

レポート Thin 9 または ( Thin 9 ⇒ Thin8 ) を 示せ

亟 ( P 44 、
P45 の 生 の 続き ) K : Field

.
A = と 剡 三 KQ for Q= [ 1→ 2→ 3 ]

- X = [ KOO] に対し TX= [01<0] だった

P45 の min
. pwj.pe .

を 用いて
、

dimKE×ないが ) = 1 が 分かる

これより 任意の non- Split な exact seq . 0→ TX→ E→ ×→ O は AR seq .
となる

g f
例えば 0→ 1 0KO]一つ [ KK01-っ [ KOO]→ O は AR seq .

( G , f は 自然な mph : G (0は 0 ) = ( O y 0 ) 、 f 1つは 0 ) = (NO ) )
i 同様 に 0-) [ 00kJ-) [OKK]-) [01<0]→ 0

[KKK]
0→ [OKK] → @ → [ kk。」→ 。 } も AR seq .

10 KO)

- 例えば Gabriel ' s Theorem ( S7
.

Thin8 ) を 用いる ことで

( KKK]

[OKK]WA = { 。灯 心いい
化た。。 } が分かる



r 以上の 計算 で .sink morph . と Source morph. は 全て求め られている ④

特に . Pwp より ARIA) は 以下の よう になる (← . . . . は t を 表す )

[ KKK]
っ→

OKK] く ・ ・ ・ ・ ・ 1 KK0]

s → s

100K] く・ ・ ・ ・ ・ [01<0] く -_- -.- [ KOO]

repKQの 言葉では いや心 1人)
→ 、

1 0→KAN ( K K-1 0 1

→ s

[0→ 0→ぼ Y 。→ K→ 0] 11人→ 0 → 0]

EX 上の Q に対し Q
'
- EQ= 1 1→2←3] とおく

- AR (KQ
'
) は [HK←0] 1 0→ 0←K)

→ s n

[ 0→ K←0] [ K
'
→KKK]
)V10→ KKK] IK→ 0←0]

- Premier - Butler の equivalent は 以下のよう になる

JW) IK k KI
\)

1 。→心で、 11人が→ 0 ]www.iinkiike.az
FW ) て ~ 米(U)

[ K 化0] 1 0→ 0←K]

朗崎
が

、 。→感ぜぼ とぽい〇



ら 9 Fwbenivscate.govies ④

A : delian category .
A ] E : Full Subcategory

Assame E is Extension - closed i . e .

0→ ×→ Y→z→ 0 : exact sequence in S ⇒ YE E

を 見

s := { Oteyniss
0 : exactseq.in や }

以上の ( E .
S ) の 公理化

1進 [Qui l len 73
.

Keller 90]

E = ( E , S ) が exact category (完全圏 ) 〈ニ〉

- E は addition category

. S は E の 列 0 → × YA 2→ 0 で

i = ker d 、

d = CoKi を みたすもの (の 一部 ) から なる

(S の元を conflation.IE inStation
.
d を deflation とよぶ )

- 以下 が 満たされる 。

( EXO ) ・ S は 同型を 閉じる 。

1 0 1 )

・ VX.YEE.IO → ×剉 ×おく→Y→ 0 ] ES

( EX 1 ) deActions の 合成 は deHatIon

( Ext inNations the inNation



⑤
( EX2) V f : で→z K deHaton d : Y-っ Z

ヨ
pv11 hack

YI
"
→ 21

ft,
? bf

"
-

d
'
: deNation

- が𤄃YA z | ※廸 ⇒ ※ t

( E×2パ ( Ex2 ) の dual

最初 の ( E
.

S ) は exact category

とくに (あ : abeliancat.la/lshortexactseq. } ) は exact Cat
.

Rem [ Keller] V Essential ly Small ( = 0br . の 同型類が

集合をなす ) exact Cat は この よう に して 得 られる

Def E = ( E ,
S ) : exact category

① ZEE : Projective く⇒ も [ o→ ×→ YA 2→ 0 ] ES

は Split exaけ (鳥 p : Split epi A i : Split mon。 )

② E has Enough Project ive Objects 〈ニ〉 V2EE

ヨ [ 0→ ×→ Y→ z→ 0 ] ES s
.

t
.

Y : Projectve

- 双対的に injecti ve , Enough injective Objects を 定める

Def exact category E が Fwbenivs category は〉

① E has Enough proj.obj.andenoughinj.cobj .

② XE E is Project;ve く-ー〉 injec.ie

Ex E : addition category ,

S = { cell Split except seq }

は Frobenivs category



⑤
EX K : Field A : finite dimeans ional K - algebra

def

A : Self injective に〉 A は injthe A - Module

ED A は inje.cive ぺ - modde

このとき ( modA ,
{ alt Short exaa seq } ) は Frobenivs category

1近 E : exact Cat with Enoughpwj.obj.cc
の idea 1 P を 以下 で 定める : VX

、
YE と

P (XX) : = { gof | PE E : pwg.fEELX.P.GE E (かく ) } と定める

E.= E / P : stable category (安定圏 )

( これは 約 の mod A の 一般化 )

・ R : Est E : syzygyfunc.tor

pwg.ltXEE.fixa conflation 0→ DX-) R-っ ×→ 0

G Rf G f fft
YE E

0→ かく→ Px→Y→ 0

If is uniquely deTerminal in £

Pwp 1 R gives a well- defined factor E→ E

Def E : except Cat with Enough inj . obj . に対し 一 双対的 に

E : c。 stable category

I : E→ E : cosyzygy factor
} を 定める

。→ ×~ 込→ [ ×→ 0
inj .

Drop2 E : Fwbenivs category ( ⇒ E = E )

R : E → E は evidence で
.

I が quasi- iwere



⑤ら 10 Triangled category

DE T= (T. 幻 、

△ ) が triangdated category (
三角圏 ) く=>

E

- J : add itive category
(Shift )

・ [1] : T-3 丁 は equivalent (Susperson factor とよぶ )

- △ は 丁 の 列 X-が Y ても ×何 の クラス で 以下を 満たす
( △ の 元を Triangle と よぶ )

(TRI ) △ は 同型で 閉じる

も XE 丁
.

[ × ×→ 0 → × [1 ] ] E △

も
f E 丁(XX)

ヨ [ ×EY→ 2 っーー ×印 ] E △

dnef ( iso .
を除いて unique )

(TR2) [ ×やYAZA × [い ] E △

⇒ [YEても × [いっ
がっ
Y卬 ] E △

(TR3) [ × is Yes Zvs X [ 1 ] ] E △
a t, 2 bt が、1, D ※
[ ど→ ど→で一必川 E △

(TR4 ) 1Xriitかー、 XII ] ] E △
1121い て も

、 2 1 1

[ ×→ z→ C→ XN ] EO
t ? t.at
B = B -3 Y [ 1] っ

C

丶
^

t マ t A 〈 l
'

B

YM→ A[ 1 ] い へ

hh Ll \

A の ド 」 z

△ △ し
て

」
Y



⑤
Thin 1 [ Happe 1 88 ] E : Febenivscat.EE-5£ i cosyzygy

⇒ ( E
.
[

、

ヨ
△ ) :

triangulatedcat.LI
の 定め 方 も fEE (XY )

Injection

ConNation Out X-っ なーっ [×→ 。 ( PO = PUShout

:= ( Pull Back)卬 )
ft PO t 1 1

0→ Yes z -っ [X -70 by ( EX 2)
g た

£ の 列 X YIZA [X と 同型なもの 全体 を △ とする

Def このよう にして 得られる triang.cat を algebraic と よぶ

互 K : Field
、

A : finitedimensionalselfinje.twe K- dg

⇒ 咄A is an algebra Triangdated Cat
。

互 A : addition category

C [A] : the category of Chain Complexes

0は : A の列 ×= [. . . が彧妍増 . . . ] st d
" d = 0

morph : s の commutative diagram

- ×頲姸 博一✗

t.fit.fi#ffY-.- 一) Yint
、バー、 . .

蛇 dを 晫

Pwp2 A : addition Cat ⇒ (CA ]
、
S ) は Fwbenivs category

of
S : = { 0 → ×AYA 2→ 0 | た .

0→ ×
こでど→で→ 0
は Split exact seq }



5④Def A :

additivecat.kf.SI?=CCdJ:homotopy category

Re 上の X
.

f に対し ?⃝

※+2
-峽

仰 : = [ 一
状※げ

だい
④

」 .
. . 1

d} が1

⑦ l 。 一
剛 ④

cone f : = | . . . っどの妙 」 でお代2

」 } とおく

とおく
、

① も XE CA J
.

Cone 1× E CA] は ProjectNe かつ Injection

② fE C[A] (XY ) が CA で 0 〈-_-〉 null- hom 。topic

③
10→ Y週 conef

'"
→仰→ 0 ] ES

1 ×や Y幽 conef
"
→ ×幻 ] E △

① 、③ より
.
[ 1] と conef が 、 P52 の Def に ある ものと一致する

ことが 分かる

レポート Rem ① ~③ の いずれか をたしかめよし
# け、 卬 、△ ) 、

け ! 幻 ! d : triang.cat.

' A Triangle factor is a pair (F , O ) of an addition function

F : 丁→ T
' and an isomorphism d : FO [1 )

~
→ [ 1 ]6 F of factors

et
.

1 ×お・はで→ ×印] E△⇒ [ FX- FY 國 FZ
"

」 (FX) [いりど
。 さらに F が equivalent のとき 。

(F .0 ) を Triangle equivalent とよぶ



55

型 (E .S ) : Fwbenivscat.ES P : the Cat of

pwjectiveobg.CMつ Ca印] : = { ・ ・ ・ が が" が

}で )が ソバ
で 、 処が
ES

PNP 3 Ca何 も Fwbenivs category

Ka [P] ン= Ca何 とおくと .

ヨ Triangle equivalent Ka [P] ts E

ば
、
d ) ts ピ

Re Ca何 は
"

dg category
"

の 構造 を 持ち
ー

ぱ ( Ca dg ) = Ka 印]

特に . triang.cat が algebra c く-ー〉 dg entrancewent を持つ



§ 1 1 脚咄學 56

た : commune ring

Def D (A . d ) is a differential Graded (dg) k- algebra 〈⇒

・ A = 一品 べ is a Zgmded h - algebra ( べ がく がよ
)

{ [ -.-が べぜ、 べ ー晎 . . . ] EC [Mode]
- ( Leibniz rule ) dlab ) = da ) bt (ーげ ad(b) (AE べ 、

be A )

型 S : add.cat
V
XE CH ] givesadgend.clg. Ends (X )

② このとき X = ( X .
d ) is a dg A - Module tests

- X = ⑦ X is a Zgmded A
- Module (文 がく ×こな

)
iE 区

ば
- [ . .
_
が処di _、 . . . ] EC [Mode]{

. ( Labniz rule ) dlab ) = da ) bt いげ adlb ) (aEX! be A )

型 A 自身 は dg A Module

③ A mmhim f : ×→ Y of dg A - moddes is a mophism

Of Rareded A - moddes (= morph.in Mod A St
.
VIE 区

、

fば ) C Yi ) s.tt dx = dyf

C (A) : the category of dg A - moddes

型 A = ぺ ⇒ CCA ) = C[ Mod A]

Prop 1 A : dg algebra ⇒ ( CCA)
、

ヨ
S ) is a Ewbeniuseat

S : = { 0→×→Y→2→ 0 | で gmded A - modde の 圏で Splitet }
KA) i = C (A) : hancopy category of A



⑤
型 A = ぺ ⇒ KA ) = K[ Mod A]

1近 X = (X .
d) EC (A ) .IE 区 に対し げ(X) : =藜、、

E Modk

が ! ×田代
Lem2 Vtriangle X→Y→ 2→ ×[1 ] in KA)

、

ヨ
exact seq

. . . → げ (X)→ げいい→げに) →げ (X)→ばい→げに)→ i

Def J : triang.cat JJ U : fullsubc.at

U : Nick Subcategoryピ
心

・ ひ[II ] CU

i 1 ×→ Y→ Z→NJ ] E △

II で
' di rect summand で 閉じる

型 A : dg algebra

Ka (A) : = { XE KA ) | X : acydic (関 YE を 、
げ (X) = 0 ) )

は Nick SubCat of KA) ( by Lem 2 )

Def J]U : Think SubCat . に対し
.

Verder quotint J/U を 定める

「 0は . は 丁 と 同じ

.LT/u)(X.Y):=f1xEzdYIlZEJ.coneSEU }人

(t.SI ~ (がり どい ヨ commu.cliag ×
や言や

で←Y s

t.DE※ cone eu

Pwp3 丁 /U は Canonial な triangulatedcat.to構造を持ち ,

さらに Canonical な factor J→ JM は Triangle function になる

X 1→ ×

f 1-1 (f
,
1)



Rem J の morph .

f で conef EU であるものは
、

J/Uで ISO
.
になる 58○

Def A : dg algebra 導束圏

1) (A) : = KA ) / Ka (A) : denved category of A

Rem f EC (A) (X ,
Y ) が quasi - isomorphism

def
km2

〈⇒ げ(f) : げ (X)=ド (Y ) Viez く⇒ cone f E Ka (A)

.lt quasi - isomophism は 、
DA) で ISO

.
になる

.

Def DA ) コ perA : = thick Dm A ( A を含む DIA ) の 最小の
thicksub.cat )

区 A = ぺ ⇒ perA = パ[ pwjA] =

{ XE KEITA ] 1 有限個の えを 除いて 処= 0 }
Rem ring A に対する Mod A ] ProgAの

denved category 版が DA ) つ per A

. D (A ) の morphism の 計算 や
. DCA) 間 の factor の 構成のためには

.

ProjectWereSolution 、 Injection areSolution が 必要

Def Kp (A) := { XE KA) | KA) (X . Ka(A) ) = 0 } K- Projective

化 (A) := { ( Ka(A) 、
X - } K- Injection

Than4 [ Keller ] 標準的 な factors Kp (A) C KA)→ DA ) の
i

合成により Triangle equiv. KPA) = DA ) を うる

Ki (A) = DCA )

値 ( KPA) 、
Ka (A) ) および ( Ka(A). Ki (A)) は K (A) の torsion pair

(私 の tonon pair の 三角圏類似 )

DerWed factors A
.
B

.
C : dg.fr- algebras ④ :ニ 長



④
A @が は 自然に dg dg の 構造を持つ

XE CCA ⑤ B )
、
YECCA@EPI.ZE C (B @ CP )

右から A 、
左から B が作用

自然に HomAlX.YJEClB@EPI.Z XE C ( A@d) となる
B

特に C= fr として 71 0mA ( X 、
一) : CCA)-) CCB ) は

H comA (X .一) : KA )→ KCB ) を i reduce

Caution しかし 一般に KaA ) 一) Ka (B ) を indue
_

しない ので

factor DA )-」 DB ) を 定める には 、

次の ようにする 必要 がある

Def XE CCA ⑤ B )
Thin4

RHome (XT ) ( DA )= Ki (ATM
でいつ KCB)→ DB ) ]

同様に して

-畒 : DB ) -っ DA )
B

RH AG 、X ) : DA ) ns Dば ) } を ( DA ) 二 KPA) を用いて )定める

、 f : A→ B : dg algebras の morphis.in に嶋 f は Ch )
の maphism で .

かつ 環準同型
quasi - ISO .

quasi- ISO .

このとき BEC ( A@が ) とみなされる

Pwp 5 f : A→ B : dg alg .
の quasi - is。

一郎
=> D (B) <

> DIA)

RHorn 。 (BT )
は Triangle equivalent s

一郎
perB <

s
per A
}

RH0m 。
(BT )



§ 12 TiKing Object [- II : quasi- imere of 11]
⑥

For I20 、

Def J : Triangle d category | : = 卬。 。 [ 1] (洄 ) |J ヨ U : tiKing Object ED- FI] o . .
. 0 [- 1 ] こ

中心
{ DJ (

U
,
Uに] ) = 0 もえ E をV0 }

② 丁 = thick JU ( : = U を含む 丁 の 最小の th icksub
.
)

型 A : ring perAntiKing Object を AntiKing Complex と よぶ

① A = [ .
.
.
→ 0→ ぺ→ 0→ i ] E per A は A の tiKing Complex

② も tiKing A - modde U ( §6 ) は A の tiKing Complex

( VX 、YE Mod A 、 Ext K .
Y ) = Han DaKY印 ) )

レポート Ex ① or ② をたしかめよ

Re J が D (A ) などの 大きな (= wProduct を持つ PM )

triang.cat
の 場合は .

Uが Compact ( PM ) である ことを 課し
。

② を

丁= Lo c ,- U ( i = U を含み wProduct 閉じた 最小のthicksubc.at
) に 置き換える .

. 森田の定理 ( §4) の der ive d category版

Thin 1 [ Richard 89] ring A .
B に対し 以下 は同値

① ヨ Triangle equivalent DA) = D (B )

② ヨ perA = per B

③ ヨーにKing Complex U of A st. End DAN ) と B は 環同型

このとき Aと B は derNed equivalent (導来同値 ) である という

森田 の定理
① く→ Mod A= ModB

② tt Prog A
= Prog B



③ くー) ヨ
progenerat.ir P of A st . EndA (P ) と B は 環同型

証明 は 森田 の 定理と パラレル

Sketch D ⇒ ② 次を用いる ( § 5 )

D (A) は CoProduct を持ち 、

XE DA) に対し

XE perA 〈⇒ X : Compact in DA)

② ⇒ ③ 明らか perA = perB
v1 u

U く-1 B

③ ⇒ ① S 1 1 Thin 4 より UE Kp (A) として より

岨與 匡 幻が蝣ッ灬蜊

!
であり _

以下 が equivalent で あることが 分かる
-軋

D (E) <
> DIA) (* )

RH0m 。
(UT )

( 注 この 部分は 州では Object の 条件② perAttackU のみで )OK
.
A も 全く一般の dg algebra で OK

えも 0
ここで げ (E ) = HornDA) (U .

しに] ) = {OfEnd DA) (U ) 三 B た 0

tiKing obj の 条件①

なので
、 dg algebra E

'
と dg algebras の quasi- isomorphisms

だ↳ E と E
'
-》 B が 以下 で 定まる

.

E . . . → ビ→ ピ だ→ . . .

U ll U T

E
'

. . . → ビ→ Kei → 0 → . . .

も t.tt
B → O → パ(E) → 0 → . .

.



⑥
以上より

.
DA) = D(E)= DE

'

) = DB)

M
F か

§ 1 1 Prop5

Rem2 ( 1 ) ③ の U が UE C (加が ) ならば 森田 の 定理と
を

同様に 以下 が 直接 equivalent を 与える

-が
D (B) <

> DIA) (* )
RH0m 。

(UT )

-が
perB <

>
per A

RHornANT )

(2) しかし 一般に . XE C (A) と B : = End DA) (X ) に対し 、

KA )

XE C (A)が ) と みることは できない ( ICA) なら OK )

( そのため ③⇒ ①の 証明 は 少し 長くなっている )

(3) U が SG の tiKing Module の 場合 、
UE CA)が ) なので 、

Triangle equivalent (*) を与える

Brenner - Butler の equivalents ( SE Thin 7 ) は 凶) の 制限

-が
D (B) <

> DIA)
U RHorn 。 (UT ) U

ModB ModA
v -が U

B

HU ) <
> 丁(U )

Horn
。
(UT )

TR (ーいは
ゝ FW )AW ) [でく

なな じー )に冂



⑥
Gr3 [ Hope1 88 ] k : Field

① Q : qviver.IE Q。 : sinK or Source
,

Q
'
= EQ

⇒ た と kd は derNed equivalent

② T : Tree .

Q . Ql : T の 辺を 矢におきかえて えられる quiver

⇒ た と kd は derNed equivalent

proof の § 7 Thin 6 より ヨ
U : 姚、ng たQ

- modde st Endedu ) 三 kQ
'

Richards Thin より 主張が 従う

② Tは Tree なので
、
Qに sink で の mutation を くり返して Q

'
が 得られる

① より 主張が従う

一 Thml より 一般に
。
以下 が 成立する

、

証明 は ほぼ同じ
、

Thm4 [Keller ] J : triang.cat に対し 以下 は同値

① ヨ A : ring
ヨ

triang.eqviv.IE perA

② J は algebra ic.io/empotent Complete で tiKing obj . を 持っ



S 13 Aus Iander - ReiTen Theory in Triangled category
④

以下
.

J : triangulate.cl category ,

k : told

Assame J is ktinear.Hom-finite.idempot.int Complete

⇒ J is Km1 1 - Schmidt ( §8 . Pnp2)

Def 丁 の Serve factor とは 、 equivalent S : J⇒ J で

VX
、
YE ] ヨ Natural isomorphism

丁(XX) 三 D 丁 (Y , SX ) D = Hornet , k)

Thin I [ Happe 1 88 ,

Reitem- Van den Bergh 02 ] J . S : as above

① VXEind J
,

Triangle s×いや E ×→ s×

st.fi s a sinkm。rph . of X 、
G is a Source morph . of SX [- |]

② VXEind J
,

Triangle × だ 5
'
×印→ × [ 1]

st
. f

'

is a Source morph.ofx.gl is a sink morph . of 5
'
×[1]

i ① ② の Triangle を AR Triangle or almost Split Triangle とよび、

このとき J は AR Triangles を 持つ という

Rem ① これは § 8 Thm 8 の 三角圏類似

T.im#A=modA が SEI] ン 丁で J に対応する
.

② ヨ 共通の 一般化 [ I- Nakaoka-Palv.ativ 1805.03766 ]

proof ① XE ind J

D End JN )
~
一丁 (X

,
SX ) J : = rad J

U U

D ( EndTK )は (XX) ) ヨ Its h
(TRI

.
2 ) より ヨ

Triangle SXEl]
・
→ E上> ×や SX



④
① f は X の Sink morphism

Triangle の 一般的 性質 より 次 は exact

丁に SM] )
が
→丁に

、
E )
で
→ Jt.NL JL,

SX )

- f が right almost Split を 示す には 、

V Split epi で ない A : Z→X
.

ha = 0 を 示せば 良い
、

丁 (X .
2 ) 0 ED 丁(X

,
2 ) 二 丁は 、SX ) D 0ft ) f 脈→ T 2 Na f

丁 (XX) っ J I ED 丁 (XX) 二、 丁 (X . SX ) T

- f が right minimol で ある ことも .SN- 1] E indJ より

GE J ( SXEl] . E ) となる こと から 容易 に分かる

② G は Z - SX [- 1] の Source morphism

Split Mono でない も
AE 丁 (Z

,
W) に対し 、

(TR4) を 用いて

Z -
8

」 E 山 × → ZN
a t, 1 1 t.ca
wた※ や × → un : Triangle

C

・ G
'
が Split mon。 なら 、

ヨ
c st CG

'
= Iw する と A=cbg.glが Split Monoでない とき は

、

f
'
は Split epi . ではない| が 颭甽咐婀呕 お 弘 化

w F × → was
a
'
t b

'

t ll t, a幻 は可換図式

z As E Is X -) × [1]



⑥
f = f b'b かつ f は right min .

より b
'
b は ISO

.

Triangle の 一般的 性質 ( 5 Lemma ) より au も is。| これは a の とり方 に 反する

- 以下
、

k : Field
、
A : find im

.

k - algebra とする

Def ① D 1がが MA) : = { XE DA) | [ dimた げ (X ) <s }
IEを

② XE ModA ProjectwereSolution (n= も 含む )

pwj . dim XA := int {n20 F 0 → Pn→ .
.
. → P。→ ×→ 0

}Lionel

exactseq.pwje.ae
大域次元 in Mod

Acyl
.
dim A : = sUp { pwj . dim XA 1 XE ModAJ

Rem ① MA) isktinear.Hom-finite.idempot.int Complete

thangdate d category 特に Km1 1 - Schmidt

② 叩(A) D per A
= パ[ porA ]

③ gl . dim A < s ⇒ MA) = per A

Thin2 k : Field
,

A : find im
.

k - algebra

AssumegI.dimACDDV--@DA-.Db(A) 一つ が(A)

givesaSerrefunctorAlderivedJNakayamafunctor@Dbmhac.A
R Triangle s

Rem これは 次の 事実 の derNed category 版

U = - PDA : pwj Aっ int A ( §8 Bop6 ) に対し

も P .
QE png A 、

ヨ Natural isomorphism

HornA ( P .Q ) 三 D Horn A (Q .
UP )



この 加群圏への拡張 (= Thin2 ① の 加群圏類似) が 約 Thm9 の
④

AR dvdity

proof of Than2 D VX 、
YE MA) = perA

DRHornNX 、 Y IDA ) 三 D (Y ; RHon A (X .
DA ) )

三 Dいは DX ) 三 RHornet (Y ,
1※

Taking ぱ ,
We obtain D Horn Da ( X ,

VY ) = HONDA) (Y .
X )

② Immedate from D and Thin I

Def AE := A @ ぺ : enelooping algebra
た

ぺ- Module = ( ME A Mod A s.t.VMEM.ek.jom=

mol
em 3 g1 . dim A E Prog .

dim A t

Pirates l- RH S Take a ProjectwereSolution of AE Mod AE

0→ に→ . . . → P。→ A→ 0

K XE Mod A . 0→ × ダン→ . . . → × gp。 → × → 0

Give s a ProjectwereSolution
of XE Mod A

1週 S : k- alg.ME Mod 8 に対し
.

TM : = ④ べ
、
べ := M④ ・ ・ ・ ④ M ( ペ= S .

M
'
= M )

izo Lsnitn
tonsor algebra



|
つに 弘④ ・ つに E が

、
ま こま 、 ④ ・ ・ ・ @な ENA )

⑥

つは : = っい ④ . . . ④ つに ④ お ④ . . . ④な E びな

Def Q : quiver hQ : Path algebra of Q

- hQつ kQo : SubSpace with basis { ei IIE Q。 }
EQ 、

Qt

. kQ。 is a Sub k- algebra of kQ.frQ。 三 でも0

. kQl is a Sub KQ。
た modde of EQ

Prop4 k : Field
,
Q : quiver

① ヨ 環同型

kQETkQdkQI1@gl.dimhQ-png.dim(kQ )et = { し Q中
else

ie.frQ is hereditary

③ MkQ) は Serve function と AR Triangles を持つ

PI レポート ① をたしかめよ

② 一般に
、
Tensor algebra T =TM ) に対して

0→T @ M@T→ T @T→T→ 0 : exaa in Modで (刈
s s s

U

U つし⑤ は Its っは

っし め ま ④ Z 1→ つは@Z - x@ はZ

T = kQ のときは S = だ北 なので

T@M8T.T ④TE pwj北 となり
、
(刈 が TE Modでの

s s s

pwj.ve Solution を 与え .gl . dimT E Prog .

dim T 、
_e E 1

km3



④③ Thin2 と ② より 従う

Drop5 k : Field
,
Q : acyclicqviver.lt : = た (⇒ dimkA〈D )

ヨ bijection ind ( mod A ) × 区 三 ind MA)
v1(II) ts ×[i]

proof 全射性のみ 示せばよい 、

MA) = per A = kb卬は A] なので .

V XE ind KKporA] に対し .

げ(X) キ 0 となる え は 1つ しかない (*)

ことを 示せばよい が .

これは 容易 に 確かめられる

レポート (*) を 確かめよ

Def quiver Q から
、
新しい quiver を を 以下で 定める

r 点 : はい。 = を XQ 。

一 矢 : lE を .AE 1 から 2つの 矢

(l , a ) : (t.su)→ ( t.tla) )

( t.CM : (t.tw )→ lltl.su )
a b

EX Qt [ 1→ 2→ 3] に対し .IQ は 以下

い、3) ( 0 .3) ( 1 .3) に 、
3)

はがっ いがっ 10がっ いば ) っ
」 His) 」 (0

.
b) 」 い、b) 」 は)

.
. . H

.
2) (0 .

2) ( 1
.
2) ( 2 .2) .

. .

フ H
.
で ) フ 10で) フ いで) たい は州い、a) 」 (0.at 」 いい 」 」

(- 1 、
1 ) (0 . 1 ) ( 1

,
1 ) に 、

1 )

Thm 6 [ Happe 1 88 ] Q : Darkin quiver

叩(RQ) の AR quiver は 区で



さらに MkQ) の AR quiver は .
mod kQの AR quiver の 区個の ④

コピー を 貼り合わせて えられる

Ex Q= [ 1→2→ 3] [kWh]

ns.modkQの AR quiver [0→だ→k] 1だ→た→0]
n s r s

[0→0→N [ 0→た→0] h→0→0]

「 MkQ) の AR quiver

( modkQ)[-1 1 (modkQ) [1 ]

s → s →

u→黠半で灤鸝じ兜!磯鷺! 紫燄話
の

n s s s t s t s n
↳
10→0→た] 10→た→0] h→0→0] 10→た→0]印 1 0→0→た]い。

modkQ (mod kQ) [2 ]

E× Q
'
= [ 1→2←3]

ute ] 10→01

. modkd の AR quiver r s t

[0→た←0] 1だ→た ]
s → s

' MkQ) の AR quiver 1 0→べた] h→0←0]

( modkQ)[十) (modkQ) [1 ]

[k→k← 0]印 [0→0←た][ 1 11 0→0←た]い ばた← 0] 1 0→0←は
、 っ→ s →B]Tate] were Yak 卬 に→た 卬 10災は)

s → s
:

mol で塙 絨がく。濶
為

。

modkQ (mod kQ) [2 ]

Rem 7 D 上の MkQ) と Pad) の AR quiver は 同型だが .

これは

叩(e)= が(kW ) である こと (§ 12 Car3 ) を 反映している

② MkQ) = Bad ) で ある ことは 、

「
1つ の 三角圏 の 中に 2つ の 加群圏

modhQと modkd が 共存して いる 」 と 解釈できる
、



.

modkd ⑦
' i う て

'

f
'

J
'

t n

。 」 。○ 」 。

modkQ

③ すると Beaver - Butler の 圏同値は
.

JW) = mode。 modkd = る(U ) と解釈できる

JW ) = modkQM mode
'
= る(U )

iBauer - Butler

.

ら t.SUで
~

%
FW ) modkQ modkd

同様に FW) = modkQM ( mod式ED) = ま(U) [t] である

④ ① に関連して
、

以下 が成立する ことは 直接的 に 確かめ られる
。

Fact 8 の Q : qviver.IE 。 : sinK or Source . Q
'
= MQ

⇒ 区Q 三 を0で

② T : tee
.
Q

.

di Tの 辺を 矢に おきかえて えられる quiver

⇒ 区Q三 区Q
'

Def J : Km1 1- Schmidt category

① XE 丁 の 直既約分解 X 三 YP" ④ ・ YAK

( Yi Eind J 、
Yi きなせしな )

、

ME INa ) を とる

- IN - l = ( X の 非同型 な直既約直和因子 の 個数 )

・ X : basis 進> n 、 =m= . .
. = ne

② 丁 が Triangle d category の とき 、

tik J := { basictiKing Objects in J } /三
iS。



③ k : 体
、

A ifinitedimenc.iond k- algebra ⑦

tik A : = たけ (per A ) = 姉 パ印はA]

Prop9 J : Km 1 1 - Schmidt Tang . category . U.VE J

⇒ IUに 1 V1

次節で より 一般の 事実 を 説明する

Def k : Field
,

Q : quiver (finit とは 限らない )

Qの Path category 1た(Q) を 以下 で 定める

、 Ob たQ は Q。を basis にもっfreeabelianmonoid.lt
x.AE Qo

、
1た(Q) には) は { っ(からすへの Path s } を basis にもつ

h- Vector Space と し . mph .
の 合成は Path をつなげる ことと 定める

.

- X= 弘t.itxn . Y= はけ ー + まm E Ob 1た(Q) (xi.IE 。 )

に対しては 、

右(Q) (XX) : = ④ 屋(Q) (がまる)
はiEn
1 IjEm

これを mxn行列 |
MQ)には )

- 邶はい

) とみなし
_

: i :

MQ) (っしはm ) -.- 胎(Q) (xn.hn )

morphism の 合成 は 行列 の積で 定める

Rem . La : ×→ y ) 、 ( b : y→z ) E QI の 合成は boa= (ab : ×→Z )

・ Qが finiteacyc.li C quiver なら .

1た(Q) t.frQpwj
U

n
U

つしけ .
.
. th 1→ ④ kQちに

た 1

Def k : Field
.
Q : quiver .

阪(RQ) : IQの Path category

- ll.ME (RQ)。 に対し

た
、x

:= [ (t.ch 。 (la) - [ (l+ 1
.
b) 0 ( l

.

が ) E 胎 (RQ) ( ll .M . ( l-11.x) )
AEQ、 bEQ、

Sex 姑につく (ha) U ・
圳)
yl .

ど)

と定める (mesh relation )
(いり い1.x )

は 、はり\」
いsいたet . b )



⑦
i { re.nl 19.x)E (IQ)。 } で 生成 される 阪(IQ) の idea 1 を I とし

、

区Qの mesh category を

Mk (IQ) := 1た(RQ) /I と定める 。

.is。morphism T : Mk (RQ) → Mk (EQ) を
. lEI

.
REQo.AE 1 に対し

T (l . x ) : = t (l-1.x)

T ll . A ) = t.llt.at .

TU .
M )= (l- 1

.
じ ) と定める

Ex ① Q= [・ ]

Mer1を ) = Re(RQ) . . . . . . . .
. .
.

② Q= 1 1 2]

い、2) (0 .2)

ii.志威。媒 ががい
(0 .で

い 、
1 )

mesh relation は .

全ての 長さ 2 の Path

③ Q : Type A3 、
区 を 以下で 表す

a う baibaiba.br
. ..

. . .
y { y f . . .

C 」
。
d C t d C 」

、
d C t d C 」

、

mesh relation は aob = 0

boa= do C

Co d= 0

Def k : Field
.
Q :

acydicqviver.li
= 一毘 1つは ) : Me)-ヽMe) : ( denved ) Nakayama factor

T := Vo [- 1] ぱした )→MkQ) を ( derNed ) AusIander-Reitem Translation とよぶ

- Dynk.in quiver の died category の quiver 表示

Thm 10 [ Happe 1 88 ] k : Field
,

Q : Dynkin quiver

Mk(区ピリ Es が(e)
① ヨ equivalent F : Mkは0 ) = 叩(EQ)

t
、
1, tt

② ヨ Natural isomorphism ToF 三 FT Mk 1を E MkQ)



Rem F は 以下 の ような factor ④

Flex ) =El ( ちした )

(a : x→は) E 哩 に対し Ella) = で ( ちした だっ eykQ)

i Thin 10 から
.

Be) の 様々 な 情報 が 得られる

ここでは 簡単のため An型の ときのみ 扱う

Pwp 11 h : Field
、
Q : quiver of Type An ,

XE indMe)

① { YE indDual HornBe) (XX) キ 0 ) は 下図 の 赤い範囲 (境界含む )

肌たい っ武式 x . が印

② VX と X [ 1] は 上図

- これを 用いて たけた を 分類できる

国 Q= [ ・ ]
.
kQ= k

tikk = { k[え] IIE を } Prop9 よりすぐ

EX Q : Type A2 . in dMe) の 各元 を 以下の よう に 表す

X-3 M M B X5

i.
う

」
、

「
」

う
」

「
」

う
. . .

- 、

X-4 X-2 X。 M ×4 2パターン
modkQ

このとき tikkQ= {Xi x.nl ez } = {
'

'

'

'

'

'

'

'

i. }
proof (っ) X。 ⑦ Xi = kQ .

X 、 ④ ×2 = DRQ) = election で 定まる tiKing kQ- Module

これらを equivalent T .

で : Me)→ Me) で 移したものも tiKing Complex

(C) Pwpい ② より Xi[1] = Xi+3 M

Pwp 11 ① お) (Xi .Xi+リキ 0 (XX)



Pwp9 より tikkQ の 元は U = Xi④ な にく る) と表される ⑦

る キで と仮定する

。 j - i= 3l UZI ) なら
a)

W
.
U [l] ) つ しな .

Xi[l] ) = (なな)キ0 より 矛盾

- j - i= 31+1 (l22) なら
(XX)

(U .
Ute] ) コ (Xi .ない ) 竺 (Xi . Xi-い) キ 0 より 矛盾

。 j - i = 31+2 ( 120 ) なら
a) (柮 )

(U . U [etID つ しな
.
Xi [et ] ) = (Xj.MN キ 0 より 矛盾

以上 より j = i.tl

.

. . .

EX Q : Type As Me) を . . . f . f
.

.

.

.

.

. . .
と表す

.

.

.

.

.

.

.

.

i

.

'

.

i

.

'

.

'

. . . . .
!
. . . .

+甁 : : : : : : : : : |6 パターン
。 i i i ,

ii. iii.

レポート Q : Type A4 のとき tikkQ を 求めよ ( 答のみで 良い )



④ら 14 SiKing Object

- tKing Object よりも 広い 重要な Object の クラス mvtation が可能

Def J : Triangled category

① [ Keller -Wsieck 88 ] J ヨ Visiting Object
CH

. JW . U印 ) =0 VD0 ( tiKing Object では たキ0)FD { , J = theが
② J : Km 1 1 - Schmidt の とき

silt J : = { basis s iKing Objects in J } / ISO.

③ h : Field
.

A : finitedimensi.nu 1 k - algebra

s iKA : = sik ( perA) = sikkbf.mg A ]

i § 13 Pwp 9 より 一般に 次が成立する

Thm 1 [ Aiham - I ] J : km 1 1 - Schmidt triang category

U.VE sik J ⇒ 1 V1 = 1 V1

Sketch J の Gwthendied gwp を 使う

K。け) : =
( 丁の Objects の 同型類を 基底 とする freeabdi an Group )

〈 1灯十灯十に] | ×→丫→2→ ×印 : Triangle〉

も U= U 、 ④
・ Un E siHJ CUE indJ ) に対し

.

K。け) は [U] i 、 [Un] を 基底 とする Free abdi an Group である ことが示される

EX A : dg algebra de

Assame A is non- positive A Ki>0
.
べ= 0

Then A is asiKing Object in perA



Ki >0
.
( perA) ( A.AE] ) = げ(A) = 0 ⑦

Bop 2 A : kcal ⇒ siHA = { A [ i] IIE を }

proof U = [ . . . → o → が . .
. 唱 PM → 0 → . . . ] E siKA とする

がキ0
.

が キ 0
.

Im diCmdが 凶) と仮定して よい

このとき の= M を 示せばよい 、

Aは 10cal なので 各か は Free A - modde で
、

とくに AE HandMPM ) で

Im a 4 rad PM (**) なるものが 存在する

このとき Aは Per A = K
b
[ pは AJ の morphism U-) U Em-n] を与える

U = ( . . → 0 → 0 . .
. 0 → が . .

. → PM → 0 → . . . ]

t to to to t.a.to to to

U Cm_n] = [ . . . → 0 → が→ . .
.

洞 pm → o . . . 0 → 0 → . . . ]

もし n<m なら null- hom。topic
となり

、

A= が6 St todl となる S
.
七

が存在する が
、
(*) より Im a CmdM となり

.

1**) に反し 矛盾

Ex Q= [ ・→ - ] X-3 M ※ B ×5
「

っ
「

叩したQ) = per kQ
i

.

'

」
、

「
s

'

」
、

ら
」

. . .

X- 4 X-2 X。 ×2 ×4

tikkQ = { Xi ⑦ X in l IE を }

modkQnsiHkQ-lXi@Xit3jtlliEZ.ngE 区 20 }

- 近い ( 直和因子を 共有 する to ) sik 。は の 間 に 辺を描く (後で 定義する )

-2-1 - 1 0 0 1 12 23 34 45 56

-40
-3 1 -22 - 13 04 1 5 26 37 48

- 52 - 43 -34 -25 - 1 6 07 18 29



たぼ し X な を ij と 表す 。

④

谷 は から 丁度 4本の 辺 が 出て いる が .

これが 次に 定める mutation

Def S : addition category .
A JB : fill Sub Cat

.

XE

① f : Y→ X is a right B
-

appwximation of × パ⇒
Z

YE B かつ KZEB.lt g : Z→ X
.

ヨ
h : Z→ Y TL 。 Yg

st
.
g = 50た Yで✗

また right minimal ( P42) な right B - appwximation を

miniand right B - approximation とよぶ

② 双対的 に (min imal ) left B-approximati.in を 定める

EX XE B ならば k : ×→ × が minimal right B - appwximation
( left)

、 minimol right B-appwximati.in の 存在と一意性

Pwp3 k : Field
,

A : k-Near Horn-finite Km 1 1- Schmidt category

S ] B : MI Subcategory

① f、 : Yi→ X : miniand right B - appwximation of X ヨ※※'

×
G= 1 、2) ⇒

ヨ
ISO

.

G : Y、 三 と st
. f、= fwg

② Assame ヨ BES st
.

B = addB
と古

Then EXE A has a miniand right

B-appwximationpwofDC1ear@bkB.X
) の k- basis f 1 . ifn をとると 、

f : = ( f , in , fn ) : B
"
→ X は right B - appwximation

師" の 直和分解 師" = Y④2で fに= 0 となる もの のうち
.

Z が 極大 で ある もの を とると . HY : Y→ X が miniand

right B - appwximation で ある ことが 容易 に分かる
.

. これを 用いて mutation が定義される



Def k : Field .

J : k- Linear Horn-fin .

Km 1 1 - Schmidt triang.cat
④

UE si1十丁 の 直和分解 U = X④ V を とる

① X の mini and right ( add V ) - apoximation f を

丁の Triangle Yet V ' its X→ Y [ 1 ] (*) に 延長する

µ艾 (U ) : = YAV を U の right Marion と よぶ

② X の mini and left ( add V ) - apoximation G を

丁の Triangle X
は
→ V

"
ーって→ Y [ 1 ] に 延長する

MIN ) : = ZAV を U の left mutation と よぶ

EX ① 蛇 (U ) = U = T (U )

② 蛇 (U ) = U [- II
,

MIN ) = U [ 1]

Thin4 ① 岐 (v). 坂 (U ) E siHJ

② n 。 岐 (し ) 三 U 三 岐。坂 (U)

つまり びと で は 互いに 逆操作

proof D Y@ V が siKing Object で ある こと を 示す

(0) Triangle (刈 より U = X VE thick 」
-HBV ) なので

、

Nick、U = J より thに行いはV) = J ×が : s iKing

(1) (刈 に 丁(VT) を apply して 。
「 b

。

丁ルルり 丁(V .X )→ J (V.Y )→ JW .いい → 丁(V .×[いう
fのとり方 より epi . GJ (V、

Y )→ JW . V42か→ 丁(V .XN)]
G

. . . . .

これより も こ21
、
丁(V 、
YE] ) = 0

(2) VI2 1
. に 丁に .VN ) を 卵として

O = J (V! V1い) 一つ 丁 (Y.VE] ) -) J (X 、 V1計 1] ) = 0



⑧
これより 丁 (Y.VE] ) = 0

(3) た21
.

巛) に 丁 (X 、
一 印 ) を 卵として

O = J (XX Fit ) 一つ 丁 (X .
Y [みい ) -) J (X 、 V1計 1] ) = 0

これより 丁 (XY [計 1] ) = 0

(4) VI2 1
. に 丁に入くに] ) を 卵として

(3)
0 丁 (V ! Y[い )→ 丁 (Y .YM ) → J (X ,

Y [計 1] ) = 0

これより 丁 (Y .
Y [IJ ) = 0

(1) (2) (4) より VI2 1
.

J (Y V.LY V)印 ) = 0 なので
.

Y④V は siKing Object

(5) Triangle (刈 Yt V15→ ×→ Y [ 1] において .

gは left (addV ) - approximati.in である

(水) に 丁 (っ V) を apply して( 丁ルル ) ) 丁 (Y . V )→ 丁 (X.VN ) = 0 : exact )
fEndJ なので Gは left minimod である ( cf 第 7回 の

2つ目の レポート )

この こと より YDV が basic である こと (つまり YBVE s、 1十 丁 ) と

MT にはV) 三 X ④ V が 従う

EX Q= [ ・→ - ] X-3 M M B X5

がしたQ) = per EQ
'
' 「

.

ら
」
_

ら
」

う
」
_

ら
」
う

. . .

X- 4 X-2 X。 X2 ×4

modkQ

Triangle X-1 → X。一) X 、→ ×+ [1 ] =×2 より 岐
、
(XMM ) = X-1 DX。

✗→= ×。 [→ → 0→ X。→ Xo より 岐。 (X。 ④ Xi ) = X-3が、

同様に 坂。 (XA Xi )
= XA ×2

坂、 (X。 ④ M ) = XA ×4



⑧
EX Q : acydicqviver.it Qo : sink

ら7 Thm6 より ヨ
U : tiKing EQ- Module st . End few ) 三 kaQ

実は M した ) = U が成立する

つまり election は mutation の 一例え
を Target とする 矢

おー
:
' I に対し

proof U = (1 -たった ⑦ C

jno_e.ie8
→ Beta→ C→ 0 と して C を 構成 したが、

en

この g は eiEQの miniand (addにたったQ) - appwximation である 。

Def J の siKing quiver ( Exchange quiver ) を 以下 で 定める

. vertice.si sikJ

narrows : ヨ Unsv で「

⇒
ヨ XE ind J st

。
坂 (U ) 三 V

←→ ヨ YE ind J st.MN ) 三 U

Thm4②

EX ① A : find im
.

Local k- algebra
- > AEI] > A > A[ 1] > AM > i .

.

② Q = k [ ・→ ・ ]
,
A= たQ

> -2-1 〉 - 1 0 > 01 > 12 > 23 > 34 > 45 > 56 3
> っ > > > > > 7

-40
」
-31 」

-22
」
-13

'

04
'
15

」
26

」
37 ; 48

」

っ > > > > > > >

」
>
-34

〉
-25

>

- 16
>

07
>

18
>
29

>

>
-52

'
- 43

>7 > 7 つ っ っ て

>」 〉 > > > > > >

.siKing quiver は .si
KJ の 半順序 を 表示する

Def s 、 1+ J ヨ U
.
V

V2 V
心

如 も i>0
.

JW
.
VIII ) = 0



⑧
Thin 5 [AI] k : Field

.
J : k- 1in

.

Horn-Fin
.

Km 1 1 - Schmidt triang.cat.

① ( s iKJ .
Z ) は partial ly Ordered set

② U.VE siHJ に対し 以下 は 同値

(1) U > V が (U >W>V となる WE s、 1十丁 は 存在しない )

(2) siKing quiver で ヨ amour U→ V

つまり siKing quiver = ( ( sik J,

Z ) の Hasse quiver )

以下 一 ① のみ 示す ② は [AI
.

2
.
35 ] 参照

Def J : Triany . category も 、 ま ifullsub.cat of J

☒*なー { TE J | ヨ ×isT→ Y→ × [1 ] : Triangle in J )
の

* る
smd 米 : = { TE JI ヨ XE も st . T は X の 直和因子 }

Fact6 ① (ま*y ) * z = が十 は*Z ) by (TR4 )

② TE **な
、
丁 (A

,T ) = 0 ⇒ TE smd は
J (T

,
A ) =0 ⇒ TE smdt

Lem 7 J : triang.cat UE J : sikingobj.ve- add U

⇒ J = U UEl] *U [ 1 -l]* . . . *ひ*ひ卬 * - * u[l]
120

proof ① J の 任意の sub.cat Uに対し .

thicku = U smd (U印 *ひい * .
. . *wie] ) が 成立

l21

iii. ie E 区

( つ は 明らか 右辺は Cone .
は 1 ]

、 直和因子 で 閉じている ので )
C も 成立する

② 主張 の ひ に 対して
.

thick U二 丁 で あり
,

i.な のとき UN *ひな] く ひは] *Uは } が 成立
に よ C ひに]



⑧
( いい→ ×→ じはぺいいい より ×=じいあし彷 )

ゆえに え しく たく 「 " く ie の 場合 のみ 考えればよく
。
特に

J = 昆 smd (ひい *いい* . . . * ve ) が 成立

Smd を 外せることは [ I- Yang 2 .
7 (a) ]

DET : triang.cat t.si
丁の iso

.

で 閉じた SubCat

① しも は ) : torsion pair in J
付
田 丁(ま は) = 0 ,

J= 米*お

② torsion pair (がる) が t- structure in J

凸 も[1] CA に〉 は[1] つま

このとき AMは卬 ) を しも は ) の heart とよぶ

③ torsion pair (がる) が Co - t- structure in J

凸 も[1] コ t に〉 は印くま

このとき も[冂つる を しも は ) の coheart とよぶ

EX A : ring

① が (A) : = { XE DA) | も>0 .

げ(X)= 0 }

が (A) : = { XE DA) 1 もさ0
.

げ(X)= 0 }

(吨 (A). が (A) ) は DA) の Standard t- structure

Hart は ModA

② perz、 A : = { XE perA 1 ×きじ → 0 → 笭器 }

per A
: = { XE perA 1 × 三 EIILE→ 0→ . .

. 1 }
ProgA

( per z 、 A . per- A ) は perA の Standard Co- t- structure

Cohen は はA



Def J : triang.cat UE J : siKing obj . 84○

JI : = { XE J 1 V i>0
.
JW . ×印 ) = 0 }

丁出 : = { XE J 1 丁 ( X
.
JL ) = 0 }

EX A : ring .

J = per A に対し

丁品 = per A. 丁目 = per z 、 A

Prop8 J : triang.cat U.VE?:sikingobj.

① し た、 、

拈。 ) は 丁の Co -t- structure で
、

Cohen は add U

② V2 V く⇒ 殆。 っ な。 何 丁出 C JI 、

proof DU- addU に対し

JL = 㐂 ひ*ひ[1] * . . . * ひいせ ) を示す

コ は 明らか C は
.

V TE JL に対し 、

Lem 7 より

TE

Effect
] * ※{幾] となる l20 をとる|

J (AT ) = 0 なので Fact6② より TE Sandy = は

同様に して 丁出 = 昆 UEl] * ・ ・
・ * UCI ] が 示され

,

これと と km 7 より J= JI *JI が 成立し .

は出
、

丁品) は 丁の Co -t- structure

.coheart だ、 川 の だ。 は 明らかに ひ を 含む
。

逆に UTE Cohen に対し より TEU* ひ [い * . . . * U

と なる e20 を とる
王 Engineers

J (TA ) = 0 なので Fact6② より TEU

② 1 つ 目 の ⇐ ) 丁品 つ な。 DV より も え>0.JW.VN )=0



⑧
1 つ 目 の ⇒ ) V - add V とおくと し*) より

JI = U U * U[冂 * . .
. * ve]

12。

これと JW . V印 ) = 0 (も え>0 ) より JW
、
拈。印) = 0 ( もえ>0 )

つまり 丁品 3 丁品

proof of Thin5 ① 半順序の axiom をたしかめる U
.
V

.
WE sik J

・ J (U
.

UN) = 0 (も え>0 ) より V2U

- v2V2w ⇒ 丁出っ張っ 投。
⇒ 指。 っ張 ⇒ V2W

pwp8② pwp 8②

. v2V2U ⇒ 殆。 っ 張っ だ。
⇒ 指。

二 丁も
pwp8②

ゆえに U と Vの o-t- structure は一致し .

Cohen も 一致するので

Pwp8 ① より addU = addV .

U
.
V は basis なので U 三 V

SiKing - t- structure comespardenLe

derNed category における 重要な構造の間 の bijection

Thin 9 [ Kong-Yang 2014 ] k : Field
、
A : find im

.

k-dg 、

以下の 間に bijection が 存在する

① siHA ← Progenerror の 一般化 } perA② lb。unded Co-t- structures in perA }

③ { Simple - minded Collectionsin PA) } ←
"咷 "岵

} 明」の一般化
④ { algebraic t structures in BA) }

赤字の 定義と 具体的な対応 は 下 で 与える

EX ① AE siHA の対応物は ② ( perz 、 A . Person
③ { Simple A -moddes の 同型類 } ④ ( DMA)

、
が (A) )



ただし ここでは DMA) = { XE MA) l た>0
,
HK ) = 0 }

⑧

が (A) = { Vie }
Def J : triang . category

① 丁 の Co - t- structure (米は) が boun ded MUMi ] = 丁 = V2に]
i20 i20

と =が]My : What
A J = Hack と

EX ( pers 、 A . perz。A ) は perA の bounded Co-tstructure

② 一 丁 の t- structure (米は) が boun ded NUM- i] = 丁 = V2に]
i20 iz。

H = t へ お印 : Hart
↳ 丁 = thick H

EX ( ぽ (A). が (A) ) は DPA) の bounded tstructure

( DA) では 同様 のことは 成立 しない )

Prop 10 Triany . category の も た structure の Kurt は ddian category
H

| Triangle
×→と→ 2→ ×川 に対し

.

0→×→と→2→ 0 が )Child H の Short et seq . の 全てを 与える

- del i an category
S が length category (⇒ K Object XE は長さ有限

つまり ヨメ= X。 コメ、 っ
・ ・ ・ っ Xn= 0 i SubObject の列 st

.
Xi/独 は

Simple Object in S せた 。~n- 1 )

・ 丁 の b。un ded t- structure (米は) が algebraic た) heaけが length

category
EX ( ぽ (A). が (A) ) は BA) の algebrais tstructure

Def つづき ③ 丁 の Objects の 同型類の集合S が Simple - minded Collection (SMC )

健
|
- KS

、
TES

.

J(S
.
T) = { diVision ring ( S =T )

O ( SIT)

VKO
、
丁 ( S 、

十印 ) = 0



( 一 丁 = thickS ⑧

対応 ・ perA の 方 !

① →② 「

.siHADUH (丁で
、

拈。 ) ( Pwp8)

②→① : しも は ) tt U ここで VE 丁 は addU= 米川へま を

. MA ) の 方 i みたす basic Object

④→ ③ : しま は ) tt { her *MAN の Simple Objects の 同型類 }

③→ ④ : S 1→ ( GHQ]*
- * HM *H

, h。
HEDが *HM )

ただし H - US * . . . *S Ll個)

lw

. per A から MA )

① -) ④ : V1一) ( D (A). 咍 (A) )

ただし 晧 (A) = { XE MA) | Ki>0.BA) (U . XN ) = 0 }

咍 (A) : = { で0
. }

(げ(X ) = DHA) ( A . ×的 ) なので U = A とすると (ぽ(A). が (A) ) をうる )

EX A = k [ ] MA ) = perA

が (A) DMA)

U印 に20) から mophが 0 のみ
H= modA U[i] (KO) から moph が 0のみ

i.
う

」
、

「
」

う
」
、

「
」
う

」
、

「
」
で

」
う

」
、

「
」
う
i

UE31 V1-27 UM U UM V12)

が (A) 下に modA DMA)
、 v13]い、 _

.
. .

.

ら
」
、

っ

」
.

7

」
う

」
.

7

」
で

」
、

う
」
.

7

」
う

」
。

う
i

h.ua ) h.vn/ h.com/

レポート A = k[→・ ] の とき 、

DHA ) の algebra、 t- structure を 全て決定せよ

( siKAは 79 ページで与えている )



⑧
Sketch of proof of Thin9

(I) も triang.cat J に対し 、

以下 の bijactions がある ことは 容易

- ① { sikingsubcategoriesUinJ3E@Siboundedco.t- structuresin J }

した琵琶
"川 um はきい 拈 )

thickj.ve = J
( 84ページと 同様に定める )

レポート これをたしかめよ

( Lem 7 .
Prop8 は sikingsub.cat . でも成立する ので 使って よい )

- ③ { SMC in J } 三 ④ { algebraic t- structuresin J }

(2) 対応 ①→④ が bijectionであること

Utt (D (A) 、
1つも (A) )

・ 一般に non- positive dg k
- algebra C に対し ,

DHC) ン= { XE DK ) | 㐂 dimk げいく 。 } は

Standard t- structure ( DMC ) 、
が (C) ) を 持つ

.

t T

げ (X )= 0 Ki> 0 もえく
、

0.VEs.lt/t=siHKbIpwjAJ に対し 、 dg k- algebra B : = EndAW ) を

考えると
.

HTB) = 0 した>0 ) なので

B : . . . → ね→ かっぱ ば → か→ . . .

U II II U TTC: i → が→ ダ→ Kei→ o → o→ . . .

により 定まる non- positive dgk - algebra C と B は quasi- ISO

特に Triangle equivalent V1 > 旨 をうる
.

n

MA) = P (B) = 叩(C)
61 ページ 注 らい Pwp5

これは 吨 (A) = が (C)
、

咜 (A) = が (C ) に 制限される

(が (C). が (C) ) は algebraic たがけは なので
、
(吨(A). 1つで (A)) も そう である

。 ①→ ④ の全射性は
.

[ Kong- Yang] 、

[ Su -Yang] を 参照



§ 1 5 2- termsiKing Objects @

① torsion pair in a thangdated category ( § 14 )

② torsion pair (T.FI in an Wian category A ( § 6 A= Mod A )

・ Aは F ) = 0

. V XE A
、

ヨ
exact seq . 0→ T→ ×→ F → 0

T
n{

. J . F : is。 で 閉じる F

この とき 丁 を torsion class , F を torsionfree class と よぶ

① と② は類似概念だが
,

以下の 直接的な対応が ある

Pwp 1 ( Hope l- Reitem Snake 96 ] J : triang.cat.

しもは ) : t- structure in J
.
H = A へ は川 ) : Hart

以下の 間 に Injection がある

① { ばば ) : t- structure in J | まつ がっ が] }
(な まくまと まい )

② { け、 F) : Tim pair in H }

ぽば )H (T.FI のとき
、
ぼば ) の Hart は F[D *丁

対応 ①→② : ぽはり け (がっはい
、

米Mr
'
)

②→① : (T.T) 1→ (が) *J
.
5*ま )

Ex
modkQE 1 ] mo.dkQ mod kQ [ 1 ]

tt
'

フt' フt'

A= k[→→ ]
」 」 」

. f
」
.

. . .

っ っ っ
.
. .n.br」

。 」 」
、

お が
mod kQ /

H

J . ま う っ
'

フ
'

フ
' フ

' NI ] フ
'

s 」 」 」
、 s 」

、

「 う は

、

フ フ フ フ フ
i

」
て

」
「
F ,
r

」
。 t.tt



上の mod kQ とH の 関係は
.

relation の 場合 の Bauer - Butler の 定理 ④

( 48ページ 71 ページ ) でも 扱った

mod kQ

丁 部 う う うま

s 」
,

i
n

ins.Y.ir」
. . s 」

Fine、
お迷

- Pwp 1 を siKing- t- structure comesPondence の観点 から 調べる

Def J : triang.cat U.VE J :

sikingobj.NZIVisn-temw.r.tv幽 V2 V2 U [mi]

EX A : findim .

k -

alg.VE
siKA が n-termw.r.t.AM し 三 じ → 0 →騎で

0

→ 0→ 1

Pwp2 A : fin.dim.k-alg.tl21

siKing - t- structure comesp . を 制限して 以下の 間 の bij.ec#on が えられる

① msiHA := { VE siHAI U は M- termw.int . A }

② { ほは) : alg .

t- structure in PA) | DMA) つ * コ が
"

(A) }
( な がゆ くま く がそか )

proof UE MA 、
U= add U に対し JL = GU*u] * . .

. ひ

であった ( 利4 Pwp8 の proof ) とくに

咍 = { XE MA ) l MA) (丁品
、

X ) = 0 }

また D n perA = 丁品 が 容易に分かり
、
特に

指。 = { XE perA 1 が (A) ( X.DE ) = 0 } が成立



⑨
i. V2VA 投。 コ 丁品 (⇒ 咍 < 咍 より 主張が 従う

S 14 Pwp8

- n= 2 の 場合 が 特に 重要 [ Bride - Yang ]

2- siHA 三 { ほは) : alg .

t- structure in MA) | ぽ(A) つ 米 コ が (A) }
pwp2

M pwp 1

{ torsion pairsin modA }

EX KHKing A - Module U は 2- termsiKing obj.w.int . A

( ⑦ 0→吶 p。→ u→ 。
U 三 [ 0→ p 、 P。→ 01 )畿

上の対応は V1-) は(V). 5(U )) に一致する

- 2- siHA に対応する torsion pair は 次の ように 特徴付けられる

Thm 3 [Nachi - I- Re item 2014] k : Field
.

A : find im
.

h - alg 。

以下 の 間 に Injection s が 存在する

① 2- sikA

② { basic Support T #King A Modules ) / is。
③ { functionallyfinitetorsiondass.es in mod A }

④lfunctoria1lyfinitetorsionfreedassesinmodAJ@SiH.y) : alg .

t- structure in MA) | ぽ(A) つ 米 コ が(A) }

赤字の 定義 と 具対的 な 対応は 下で 与える

Def S : additione category .
A ] B :fullsubcat.def

☒ iswntravariantlyfinite.in れ た) も AEA は right B - appwximati.in を もつ

(7 8ページ )( CaravanHy finite ) ( left )

functoriallyf.nu : = ( ControlValiant ly finite かつ Covanandy finit )

EX (ま は ) : torsion pair in an abdianlatriang.cat . A



⇒ 米 は contavariantlyfinite.in A 92○
な は aariantly

も
AEA ヨ

exat seq 0→ × A Y→ 0 に対し
A

Grande ) * る
f は right A- appwximation.gr は left る - appwximation of A

)
Real l from

'
§8

V = - PDA : pngAimingA : NaKayama function

RAP。
→ ×→ 0 : min imal Projectrepresentation of X

。→改→ VR VP。

T.im#A=TATilindec.non-pwj.A-mod)/iso.Elindec.non-inj. A - mod } / iso
.

Def XE modA
de

・ X : t- rigid 〈二) HornA (X . TX ) = 0

⇒ Ext (xx) = 0 ( ie. A is rigid )
AR dvdity

e X : T- tKing 時 trigid が 1 ✗に IAI

- X : Support T
- tiKing ぽ⇒ ヨ EEA : idempotents.to X は

T- tiKing (A/(e)) - Module
れ

A の idea 1 (e ) による factor dg .

EX K
tiKing A - modde は T- tiKing A - Module

Me) Support

t= 1 と して O も

対応 ①→② V1→ パ (U )

U は パル ) の (min . と限らない ) pwj 。 Presentation を与える



④②→③ Xや enX ( FacX とも 表す )
ii

{ YE modAI ヨ neNS.t.Y は 心
"

の factor Module と is。 }

③→ ② 丁 は modA の Extension- closed SubCat
.

なので
.

Canonical な

exaa category の 構造を 持つ

J 1-) X st
.

addX = { Projecti ve Objects in the exactcat 丁 }

③ (一つ ④←① は Pwp 1 . Pwp2 の 制限

2 - termsiKing は 多くの 良い 性質を みたす

Pwp4 [AIR ,
DerKen- Fei ] A : find im

. k- alg

① VE per A : basicztermpresikingobj.lvに IAI - 1

( つまり た>0
.
(perA) (V ,

V [i] ) = 0 )

⇒ V の 十度 2個の 2-外1 A の 元の 直和因子に なる

② VU E 2- s iKA
、
U = X V

.
X : indecomp .

⇒ 岐 (U ) と 坂 (い の 丁度 1つ が 2- siHA の 元 となる

より 最近の 結果は 1 Demonet - I- Jasso
、

ASail
.
Asai 2 ] など を 参照

2- siHAD U = V1④ ・ ・ ・ ④ Un に対し
n

K。 ( pwjA) 多収 内 の cone CW ) := [ Rz。 [U] が 得られ .

El

CW ) ( U : presiKing ) が k。 ( pwrA) 多収 内 の fan を与える

。 # 2- siHA <s のときは T.tt#ng-finite とよばれ 、 多く の重要な例 がある
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