
①
箙の表現 と 団代数

予定 紅 箙 と その 表現 1回目

§ 2 箙の 鏡映 と その 応用 23 回目

と 3 箙 の 変異 と 団代数 3 . 4回目

SI 箙と その 表現 Gabriel 1972~

えびら

箙 (quiver ) : 様々 な数学的対象 の 構造 を 視覚化 したもの
11

有向グラフ 代表例 : 環と 圏

Def quiver とは 4つ 組 ( Qo
, QI , S .七) で 集合 Qo

、
QI と

写像 S .
t : Q 、→ Q。 よりなるもの

(特に断らない 喇 。
Qo . Qi は 有限集合 とする )

・ Qo を 点の集合
、

Q、 を 矢の 集合 とみなし AEQI を 失い ta) と

みなす ことにより 、 quiver は 有向グラフとして 図示される

b d

区 a GI で 2 <f 3 Q。 = { 1.2.3 }

QI = { a.b.C.de }
A b C d e

S 1 1 1 2 3

t 1 2 2 3 2

線型代数 より i E : 複素数の 全体

Mm.nlE ) : mxn 行列 の 全体 MER の とき Mn比 )

GLnい : n次正則行列 の 全体

間 I ① AEMmm (4) に対し
、

PEGLink ) と QE Gln し を うまく 見つけて
PAQ をなるべく 簡単にせよ

② AE Mn (E) に対し
、

PEGLink ) を うまく 見つけて MAP を なるべく
簡単にせよ



②
答 の 基本変形 による 簡約化 : いつ でも 6 0 とできる

。 。

② Jordan 標準形 : いつでも A 0
が

ない O とできる
AZ
,

Q
.

O Ae 0

・ これら は 箙の 表現の 特別な場合

Def quiver Q= (Qo , Ql . S . t ) の 表現 (representation ) とは 、

V= (VI 、
Va) iEQo.ae Q、

で

- 各 IE Qo に対し
、
に は Eベクトル 空間 (特に断ら ない 限り 有限次元 )

、 各 AE Qi に対し
、
Va : Van→ Ka は 線型写像

dim V : = ( dimEli)と 。
: Vの 次元ベクトル

Ex ① Q= [ ・ ] の rep . は 1つ の ベクトル 空間

② Q= (雪) の rep .
は V = ド ton} Aに Ae

E Mmxn(E )法
(1本) 凸V = (nm )

③ Q= [ ] の rep . は V= [ ピDA ] AEM化 )
姐V= (n)

Def Qの M . V= (Villa ) 、
W= (Wi

,
Na) に対し

① f : V-)W が 射 (morphism) である とは
.
f = Hi) EQ。 で

・ 各 IE Qo に対し .fi : に一つ Wi は 線型写像
vi.

V9
〉 は

- 各 (a: え→ る) E Qi に対し .
な 0 Va= Wa05し fi 2 g

in Wang② 射 f : V→ Wが 同型射 ( isomophism) で あるとは

各 IE Qo に対し .fi : に一つ Wi が 全単射 で あること

このとき VとWは 同型であると言い .
V= W と表す

Rem . V= W ⇒ dev = 岨W

- 逆は成立しない Q= [・ → ・] [EEE ] キ [etc ]

問 Q の 表現 の 同型類 を 決定せよ

- そのために rep .

を より 基本的なもの に分解する



③
Def Qの rep . V= (Villa ) 、

W= (Wi
,
Na) に対し

直和 V8W = (Xi .Xa) を 以下 で 定める

。 各 IE Qo に対し
.

Xi :ニ に⑦Wi

- 各 (a: え→ る) E Qi に対し 、 Xa-VaBWaiVi@WitVrAWjlx.y
) tt NaN) 、

WaはD

EX Q= [・ → ・] [ ¢→ 0 ] の [ 0→ E] = [Etc ]

Drop 2 姐 (V ④W ) = 妲V 十 岨W

Def の 全ての ベクトル 空間 が 0 である表現を 0 と 表す

② Qの 0 でない rep . V が 直既約 ( indecompossible) であるとは .

. Qの rep . W
.
M が V = WAN を みたせば W= 0 or W

'
= 0

EX RE Qo に対し Qの rep.SK) を 以下で 定める と
。

直既約

・ S(k) i = { O #k
(Simple ttp . ) ( by Prop 2 )

E

itk.VAEQI.S.lk)a = 0

Thin 3 ( Km 1 1 - Schmidt Theorem ) Q : quiver

① VQ の rep . V 、

ヨ Qの indecomp.rep.M~wns.tl/=MDr..DWn
② Qの indecomp.rep.mn/Wn,Wi~Wm に対し

一

WD ・ Wn = Wi -.- ⑦ Wi ⇒ n=m かつ 番号をつけかえて Wi=Wi
(E 1 ~n )

証明は 略す

. Thin3 より
. Qの rep. の 同型類を 求めるには

.

in decomprep . の 同型類 を求めればよい

EX Q= [・ ] の indecomp.vep . の 同型類は [ E] の 1つ

Ex4 Q= [ 1→ 2] の indecomp.vep . の 同型類は 以下 の 3 つ

[ E
'
→ E ]

、

SG ) = [¢→ O]
.

5 (2) = [ 0→ E]

これは 間 1 ① の 答 の 言い かえ

proof Q の rep . で 。

次元ベクトル が M ,m) の もの は

AE Mmxn ) から 定まる VA : = [ピー
べ っど] と iso

.



④
- A.BE MMM化) に対し

.

VA = VB Et
ヨ
PEGLm化 )

ヨ QE GLn (E) st . BQ= PA
ピー Em

Qt 炉
〈⇒ B = PAE

'
ピ

'3
、_ em

r 行列 の 基本変形 により

VA = VB B =
「 { 6 。

。 。

こ [¢
が
④ [¢→ 。やばい 。 [ 。→ epm

- r )

EX5 Q= [ iD ] の inde.comprep . の 同型類は 以下
.

n2 1
.

OE E に対し len D
0

| 問 1 ② の 答の

言いかえ

proof Q の rep . で 。

次元ベクトル が M) の もの は

AE Mmxn ) から 定まる WA : = [ ピDA ] と is。

- A.BE Mn に対し
.

its, Em
WA = WB ←→

ヨ
PEGLm化 ) st .

BP= PA P t t P
ピ

'3
、- em

A B = PAが

' Jordan 標準形 により WA = WB
、
B =

B '

B20 B 、 =

圸ピ
く

、

,

O Be 0

二 恵 WBi

- より 一般の quiver ではどうなる か ?

Def quiver Q が 有限表現型 内 Qの indecomp.vep .

の 同型類が 有限個

そうでないとき 無限表現型

EX [- ]
, [ -→ - ] は 有限表現型 [P ] は 無限表現型

Thm 6 [ Gabriel 1972 ] 連結 な quiver Q に対し _

以下 は 同値

① Qは 有限表現型

器製学
"噤に持? えら

!? !
が吨 !○



- ⑤

l

En (N= 6.7.8 ) . . . . . . . . .空:籠郎
、

嬴 で縞で.gl
- 1つ の グラフ から で" 個 の Dynk in quiver が 定まる

EX As .→→ . .→.← -←→ . .←←

Def D quiver Q の 2次形式 qa : ぱ・ーっ R を 以下 で 定める

9Qa) = I で - 8 つ(Satan ( つにしつに) EQ。
E RQ。 )

EQ。 aEQ、

GQ は グラフ のみで 決まる )

② Q : Darkin quiver

RE を が root に〉 9QM = 1

さらに っ(E ZY の とき
. positive root

n m 、

EX An のとき 9 いい = [W - I つについ
た 1 に 1

= かが+ E
'

いに→にが +姑 )
た 1

i t

positive root は (0
.

. . .

.
O

.
1
.

. . .

.
1
.
0

.

. . . 0 ) ( IIIEtEn )
の がいい個

Thm7 (Thin 6 の つづき )

Dynkin quiver Qに対し 以下の 全単射 が ある

{ Qの indecomp.rep.to 同型類 } -) { 9Q の positive nots }
V 1 〉 凸V

EX Q = [ ・→・ ] のとき positive root は ( 1 . 1 ) ( 1
. 0 ) (0 . 1 ) の 3個

A2 E× 5 より indecomp.vep .
は [¢ e] [ 4→ 0] 10→ E] の 3個



⑥
Q An Dn E6 E 7 Es

positive root の 数 が (MI ) nm-1 ) 36 63 120

EX Dn の positive Nots は 以下の nm- 1 )個 、、 ?- 4 - -.- n

08 。 . .
. 01 . . . 10 . . o ( 3EIAEn) 1 f 1 . .

. 1 0 ( l EiEn
、
シキ 21

i の i

1 とで 21 . . . 10 . . . 0 ( 3EiEtEn ) O 11 . .
. し 0

. . . 0 (2IIEn )

こ る

' En の positive roots は 、

以下 と 部分 グラフ の positive roots

Et

El

Es

[S]



⑦
レポート 以下 の ① ~③ から 1つを選んで 解答せよ

① [ -槖 - ] の 同型でない 無限個 の indecomp.vep . を 挙げよ

(全て挙げる 必要はない )
'

の indecomp.vep . の 同型類 を 全て挙げよ② quiver
.ジ→ .

( Thin 7 を 用いて 良い )

③ quiver .→r の 以下の 表現 を indecomp.vep . の 直和 に 分解せよ

雄鬭
、

補足 : ベクトル 空間 の 直和

① ベクトル 空間 V
.

W に対し
.

VAN = { いしは ) | REV .
はEW }

V の ベクトルと Wの ベクトル の ペア の 全体

② 以下 の よう に 和 とスカラー 倍 を 定めることにより

V8 W は ベクトル 空間 になる

i (っしは ) 十 (つじば ) = (つけつじ
、
ま+お ) x.NEV.y.IE W

' O ( x .
J ) = ( x.ly) E ¢

③ ベクトル空間 V W を V とW の 直和 と よぶ

④ 線型写像 f : V→W と S : V
'
一) W 1 に対し

線型写像 fDG : はい → W@W
' が 定まる

4 U

(っし は ) ty (f(っいはは) )

Ex ビの EM = ピッ

定 ・ 複数 の ベクトル 空間 V1
、

i

、
Vn に対しても 直和 V1が Vn が 定まる

- 直和 を 直積 と 呼ぶことも ある (今 の 状況では 同じ )



⑧
§ 2 箙の 鏡映 と その 応用

咀 Q : quiver .
kEQ。 t爽 sink

① h : Qの sinK ASM) = た となる AE QI が 存在しない

Source tu 数号 Source

② Q : kを 端点 とする 全て の 先の 向き を 逆にして えら れる quiver

EQ= 1 1→ 2→ 3] GQ= [ 1←2→ 3] 020~= [ 1←2←3] Q= 1 1→2←3 ]

Real l ベクトル空間 V .
W と 線型写像 f : V-)Wに対し

.

V の部分空間

Ker f := { KE V1 fいい = 0 } が定まる

IE [ Bernstein - Golfand- Hornarev 19731 う、 a 、

Q : quiver . kEQ。 : sink kを 端点とする 矢を え
a ら k とする

.

i >

前 < b 、 h an

このとき frは Q の Source で
。

先 の b2 k を持つ
:

jn
し

bn

Qの rep.lt (に 、
Va) から Qの rep . 0式 = (W .

VI ) を 以下で 定める

i W : = { に i#k
election (鏡映 )

[Var . Van]
Ker に

、た 江た にた : = [ は、
④ . . . ④ Vjn > h]
u U

( つい
、

-.-

. xn ) 1-〉 V9 、 いい t.it Van (xn)

・ AE (adi atb.i.hn なら ど Va

は
。
:准→y ( l = 1 in ) を

VIC は、
④ -.- ④ はn

U U

x = ( VI 、Mi .
Vおっり ) と定める

EX Q= [ 1 A 2や 3 ] の rep .
V = [V 、

出
V2や V3 ]

63 0~= [ 19→ 2← 3 ] V = [ V 、
一 V2 KerVb ]

[ EIA E ] = [CITIC <- 0 ]
[etc→ O ] = [ E eHe ]



⑨EX
1 と

か

。ギ で 式
で m2 。

" | 爛 に。

wa.inい
Qの rep . V =ド に対し

0 > 界一
河
"瑞 V2 >

Yi
① 1 0 > ピ > ピ

い 。 い
> E

61ICE 1 1 0]

Tiii. 。所
- Q の rep.se) が 以下で 与えられた

① Sしたル = { O #k ② UAE Ql
.

Sはル = 0
¢ itk

Prop 1 Q の sinkk に対し 0た (SM ) = 0

proof #k d (Sいた = S した) シ = 0

(S したり た = Ker ( 0 -) E ) = 0

Q : quiver V
.
W : Q の

rep.frEQ。 : sink を ふ
Q : quiver V.TN:0た の rep .

Def morphism f = (fi) i V-) W に対し
、

morphism f = (ft ) : V-〉 dw を 以下で 定める

.itk のとき ft : =

fi.itた のとき は
、
おおは

いた
> h

な、
お ・ fjn

v v5た

Wj 、 ④Wjnw_jWkW-eolfj@i.Afm) = fer0に .fr が成立する ので

な、
お ④ 5m (h ) C WE

fr ' fjn の 冶 への制限を 拮 :治→ WE と表す



⑥

Prop 2 Q : quiver .
kEQ。 : sink

.
V

.
W : Qの rep .

① f : View : isomorphism => f : V -) dwr.isomorphism
とくに V= W ⇒ V = w

② (DW ) = 乱 ) ④ ( W )

i Qの Source に対して は E が 定め られる

Real l ベクトル空間 V .
W と 線型写像 f : V-)Wに対し

.

- W の 部分空間 Imf : = { fいい 1 xEV }

. W の 商空間 Cokf : = W/ Imf

WD がま が っいな E Imf を みたすときに 、

同じ もの と みなす )( 詳しく は [松坂 ] 参照
。 自然 な 全射 元 : W-〉 Cokf が 定まる

a 〉 の

1速 Q : quiver . kEQ。 : Source kを 端点とする 矢を k が h とする
.

:

b 、 h an 」 jn

このとき frは Q の Sink で
_

先 k と !
2 h を持っ

bn In

Qの rep.lt (vi. Va) から Qの rep.TV = (E .
VI ) を 以下で 定める

election (鏡映 )
.VE : = { K #k |測

Cook Ver
.

- 江た Ver
.

_

: = [ h > は、
④ ・ ・ ・ ④ Vm ]
u

{ l > (Va 、 いい 、

i

、
VanM )

・ AE (aa 、 atb.i.hn なら VI : = Va

V5
。
: Vje-) VE ( l = 1 in ) を

自然 な 全射 は、
④ - Vjn -> VE の はいの 制限 と定める

EX Q= [ 1 A 2と 3 ] の rep .
V = [V 、

出
V2と V3 ]

Q= [ 19→ 2→ 3 ] V = [ V 、
一 V2→ Cokb ]



[ Etc ] = [¢ Eee O ] ④
[etc→ O ] = [ E凸 Eと E ]

Drop 1
'
Q の Source k に対し 0た (SM ) = 0

Def morphism f = (fi) i V-) W に対し
、

morphism Et = (E) : EV-> EW を 以下で 定める

.itk のとき E : =

fi.itた のとき Ver
h-

〉 は
、
お Vjn

5た
、 v

な、
④ ii. ④ fjn

Wk
w。
こ Wj 、 ④ Wjn

(なお fm) o Ver
.

-

二 Wk
,

-

0 fer が成立する ので

fer : VE→ WE が 自然 に 定まる

Pwp 2
'

Qi quiver .
kEQ。 : Source

,
V

.
W : Qの rep .

① f : View : isomorphism => Ef : EV 一) EW : isomorphism

とくに V= W ⇒ EV = EW

② E (DW ) = (EV ) ④ ( EW )

i Q : quiver k : Qの sinK =〉 k : Qの Source で し Q) = Q

{ Qの rep . } < > { のrep.IE
Rem d は (Qの 表現の 圏 ) から し の 表現の 圏 ) への 関手 を与える

category factor

Q Q

Thin 3 Q : quiver k : Qの sink
.
V : Q の indecomp.vep .

Source

① V= Su ⇒ IV = 0

② レキ 5は) ⇒ 。式 は の にと し。叩 。

「瞬
邸。式 ) = V



④
特に 次の 全単射 をうる

{ 0~osindecomp.ru? の 同型類 } <楽> { 0~osindecomp.ru? の 同型類 }181
proof たと (kを 端点とする 先 ) 以外 では V . V.TWV ) は 同じ

-1=0み 見れば よい

の a は、
Va 、 Na . . . Van]

: 当 Ver Kei は、
④ ・ Vm > Ver

in an Vim Van

⑦ V : indewmp.lt#S1k)=〉 に 、k は 全射

Qの rep.lt の Ve を Im Ker におきかえて えら れる Qの rep を

いと 表す| h の 部分空間 V で .ve = Imには ④ U となる ものをとる

このとき Q の rep . として V = V
'
⑦ S した)

がMN となる

V は indecomp .

なので V= V1 つまり Imには は 全射

⑤ いた が 全射 ⇒ V = E ( V)

っ は、
= Wi 、

W - IV と おく と
We= Kerには :

Wk、 = [ KerにはCe〉 は 、
④ . . . sign ]

'は二 Nm| Cok We、 =
なお は

Im に
、た 〒 hKerには

準同型定理 にだ 全射

⑥ V : indewmp.lt#S1k)-_DdV:indecomp.
dv = WOW ' とすると

V= T (IV ) = (TW ) ④ (EN )
⑧⑤ 邶で| v : www.p.ygwworgw _ 。

W= (EW ) = 0 W 1
= 0

⑧④ の dual



④
EX Q= [ 1→ 2→ 3 ] 90~= [ 1→ 2 (-3 ]

[date ]

10→ 1¢北→ 0 ]Qの incomeば {
[。→ 。→ 10→¢→ 0] 1¢→ 0 → 0]

SB) し t
[ ¢ e←0] 1 0→ 0←¢ ]

SB )

Qの indecomp.vep . { [ 。→¢←o] [date]

10→et 1¢→ 0←0]

レポート の Q= [ 1→ 2← 3 ] の 以下 の 6個 の indewmp.TV に対し 、

d V を 求め よ
[¢1→¢←o] [0→ 0← E]

[ 0→ 0← 0 ] [¢ etc]

[0→ ¢ IC] [¢→ 0←0]

② Q= [ 1 と 2 ] に対し 以下 を求めよ
.

b

d . . . d dd SU ) ( 2n回 の election )

Def ind Q : = { Qの indecomp.rep.tn 同型類 }

EX in d [ r ] = { E }

ind [ ・→ ・ ] = { [ E
'
→ E ]

、

SG ) = [E→ 0]
.

5 (2) = [ 0→ E] }

ind [か = { D
0

nn.ee }i

Thin 3 (要約 ) Q : quiver kEQ。 : sink

⇒ 全単射 ind \ { SM} く
3
indaQ\ { S したり

E



④
- election による 次元ベクトル の 変化を 記述する

Def 双線型写像 (-.-) i ぽ× ぽ→ R を

x= (つい
、

る = はえ) E RQ0 に対し

(っし は ) : = [ っ(はし ー た E ( つくいみい 十)けいまい ) で 定める
iEQ。 AEQ、

Fact 4 D (っし 、
っし ) = q。いい 、

(つし
、
ま ) = は 、

っし )

② Q : Darkin quiver ⇒ (-.-) は ポの 内積 を 与える (標準内積 とは異なる )

レポート Fact4 ② を 確かめよ

Def 線型変換 : ぽ→ぽ を

k

Mi= x- 2 ( fer . x ) en で 定める ( en:= (Oi. 0.1.0 、
) )

Rem は ぽ の 超平面 H= {心妣 1 (ei .x) = 0 } に関する 鏡映
relation

、
つく

Ek
ヘ

=

.
7

7
にて H

=

> いい

Fact5 ① 0た (en) = - ee

② 00た = ide

Prop 6 Q : quiver. k : Qの sink.VE inda

dim 0式 = { ( 岨し ) HSK)

0 V= S (k)

. relation の 応用

Def Q . d : quiver が election equivalent
〈⇒ Q の 点 の 列 iii. ie E Qo で 以下の 条件 を 満たすもの が ある

- 各 m= 1 i . l に対し .im は 9mi - OiOi 、 Q の sinK or Source

G 7 Q .
d : relation equivalent ⇒ # ind Q= # ind Q

'



⑤
proof Thin 3 を 繰り返し 用い よ

Def グラフ が 木 である とは 、 異なる 辺の列 え、 せ た _

ぜた= ら

が 存在しない こと (122)

Prop
8 T ! Tree Q

.
d : T の 辺を 矢 におきかえて えられる quiver

① Qと Q
'
は relation equivalent

② # ind Q= # ind Q
'

proof ① # Qo について の 数学的帰納法で 示される
② Cor 7 と ① より 従う

Def Qt (Qo , Ql . S .七) ,

Ql = (d ,
d

,
s!七) : quiver

Q
'
が Qの 部分 quiver く⇒ QGCQo.de Q 、

UAE Ql
,
S(A) = s

'
(a) 、

t.la) = t
'
(A)

Prop 9 Q
'
: Qの 部分 quiver ⇒ # inddI # inde

proof 単射 ind Ql → indQ を構成すればよい

d の rep . V = (Vita) iEQ6.aeQi から

Q の rep.FI/=(Wi.Wa)iEQo.aEQ、 を 以下 で 定める

- m= {
に itd.ua= { Wa

AE Qi

0 ied 0 AE Q、

このとき
、 Q
'
の rep . V .

V1 に対し
一
以下 が 成立する こと が 容易に分かる

① V : indecomp.tt FV : inde.comp .

② V= V
' N FU = FV1

つまり 単射 F : indQ
'
→ indQ が得られた

EX Q= [ 1 言 2→ 3 ] Q
'
= [ 1 2 ]

V= [ V 、
一 V2] に対し

.

EV= [ V、 芝 に 。 ]



Def 1 0 quiver Q と 矢 [a。 : i。→ よ。 ] EQ 、 に対し
.

A。 を 取り除いて ④
io と j 。 を 同一視 して 得られる quiVer を QW ] と 表す

た2
Ex a = 1 と第 1 0~姑 =旭川
Prop 11 Q

'
= QH ] に対し # inddI # inde

proof 単射 ind Ql → indQ を構成すればよい

i。
%
→ j 。 と する と

.

Q
'
で は え。 とる。 は 1つ の 点 k。 と なる

d の rep . V = (Vila) iEQ6.aeQi から

Q の rep . GV = (Wi . Wa) ie.aeQ、 を 以下 で 定める

- Wi= Nero
に ioorto.ua= {

id に。
a= a。

Vie else Va else

このとき
、 Q
'
の rep.VN

' に対し
一
以下 が 成立する こと が 容易に分かる

① V : indecomp.tt GV : inde.comp .

② V= V
' N GV = GV '

つまり 単射 G : indQ
'
→ indQ が得られた

Ex 上 の EX の Q と QC ]

Ve。にしに f 1川 に対し Gに |
とや ほ。

に 信 |
V3

§ 1 Thin3 有限表現型 ⇒ Dynkin quiver の 証明

。 いろいろ な 証明 が ある が
、

以下で は election を主に用いた証明 を与える

Def 以下の グラフ の 辺を 矢 におきかえて えられる quiver を 拡大Dynkin quiver

とよぶ ( #Q。=MI )
-

An M20 ) . . . . . . . . . . . . f)
(n=0 )



④
.

An M24) . . . . . . . . . . .

'
_

l

Ei
. _ r l '

l

I
l ' - r 、 i '

i

車
. . . . . . . .

Prop は 連結 な quiver が Dynk in quiver でない なら ば _

拡大 Dynkin quiver を 部分 quiver に 持つ

proof 連結な グラフ が T.IT
、
武 を 部分 グラフ に 持たない なら

.

An .
Don

.
En の いずれかで あることが

_

容易に 確かめ られる

。 Prop 9 と は より
_

拡大Dynkin quiver が 無限表現型で ある こと を

示せば 良い

① An の とき

Q に Def 10 の 操作 を 繰り返して I にできる

これは 無限表現型 なので Pwp 11 より Qも 無限表現型

② An
.

T の とき
-

は なら Def 10 の 操作 を 繰り返してT.ir にできる
-

ので I のみ 考えればよい

これら の グラフ は Tree なので
、

Prop8 ② より
、
1つ の quiver Qが

無限表現型 で ある ことを 示せば 良い

i

-

Y
. く ・ う - く r > . く . i

の
ヘ. く ? お

っ .

. っく . っく '
'

_
' 〉 - く r > . く . >. く . i

j 、



④
全ての 点 は sink か Source で ある

sinK を ii.ir
.

. . . .ie 、
Source を お 、

る 2 i.hn と し

た Qe o . . . o a
, G := Em o . . . o

、

C i = G 00工 とおく と Q= CQ が成立する

も G= E臥 州 ・濰順が判明V V

4 4 4

ftp. に対しても d 域。 .
. o d

.

:= で . . . o EI

di = 。 珪 とおき
、

各 l 2 0 に対して Qの

rep.cl( S(お) ) を 考える

Prop 6 を用いて 次元ベクトル を 計算 すると
.

これが 全て 非同型な
a,

indecomprep .

で ある ことが 分かる

特に Qは 無限表現型

Excel 、副
、

妲 515に し 。 1

1 やはりやじ ど 1斗 で 1 に 1圳が

1 州やいかり坪列や幽 -

恒 で ( Sは 、) ) = f 20 + 1 l }:
Rem の § 1 Thin3 Darkin quiver ⇒ 有限表現型

凸 : indQ→ { GQの positive nots} : 全単射

の 証明 も relation を 駆使して 与えられる ( 草場 ]

② Dynkin で ない quiver に対しては .

root の 定義 を 変える と

全射 In : indQ→ { GQの positive nots} が 得られる ( Kac の 定理 )

[ DW ]



④
§ 3 箙 の 変異 と 団代数

frieze : 壁の 帯状装飾Conway - Coxeterfrie.se ( 1973 )

Q : サイクル ( の ? がふ ・ ・ ・ ) を 持たない quiver← .

Q から 新しい 無限 quiver を 以下で 定める

① Qの コピー Qに) に20 ) を 横一列 に 並べる ( 矢は 常に 右側 に 向かう )

EX フ フ フ フ フ フ

D4 T

>

っ

>

っ

>

っ

>

っ

>

っ

>

Q Q(0) Q(1) Q(2) QB) Q(4)

② Qの 各矢 に対し
、
逆向き の 矢を Qに) から Q(計 1 ) へ 描く

EX フ フ フ フ フ

フ Y 7 Y 7 Y 7 Y 7

7 7 7 7 7

、 、 、

」 」 」 」

QW) Q(1) Q(2) QB) (4) ・ ・ ・

③ Q10) の 各 点 に 数字 1 を 書く

以下 の ルール を 満たすよう に 左 から 順に数字を書いていく

談
(ルール ) A

、 jp
C ( Aと C は Qの 同じ 点に対応 )

二) AC-b.bi.be = 1

EX i t や t でやっ、
"

f
74

T
73 Y 72 Y > 1

ij > 4

や i n
-

1 に に t 」
、 に

Observation の 全て 自然数 ② 周期性

Ex
92 94 9 6

A
' ' "※ " '

cman - an) = 1

Q a 、 as As



②

さ※※ぶ※ が
. . . . .

. quiver が 複雑になっても 自然数だが
。

周期性は 不成立

レポート問題 ① または ② に 答えよ

① 以下 の いずれか 1つ の 主張 を 証明 せよ

- Prop 8 ① ・ Prop 9 証明中 の ①②

. Prop 1 1 証明中 の ①② . Prop 12

- 18 ページ (*)

② 以下の どちら か の quiver の frieze を計算せよ

う
- E6型 t An型

i

で
i

.

n
i

- 有理関数 frieze Q。 = { t.2.in} とする ① ② は 19ページ と 同じ

③
'

Q10) の 各 点 え に 変数 孔 を 書く

以下 の ルール を 満たすよう に 左 から 順に数字を書いていく

いいい a

詔が
C ( Aと C は Qの 同じ 点に対応 )

ini 二) AC-b.bi.be = 1

Ex Q
っ で P で f A で

、 k に 」
、 s 」

、

無ビ 弘は

) し て ) くり返し
た+1か

っい なご た

たか +1 かい泰 + 1 ついしかっけかやけ 1 )
x※

.

. . .

n
=
" " '泰

、

っに十 、
二

ついたいしけ 1 )
二

つい

- つし、 =ル= 1 を 代入 して
、

元 の frieze が 得られる



②
n ブ や ブ i i i

EX

」
. . . . .

Q 」 」

」

で

i → → i や in I →

1
」
2

」
2 2 1

」
4

」
、

かた+たつしみつ(けっしろ
つ(3 つ4)(2つ(3 M

1 \ 1 \い ゝ
っくぶ+っくけつしろ ついっけつしけ)い た くり返し

つ(2
)に孔3

1) でやっいっしけっしろ つに+1つい た𡵅 た )(3
B

Observation I の 全て 分母 は 単項式 ( 特に 各つい に 1 を 代入する と 整数 )

② Qi Dynkin quiver く⇒ 周期性

・ これは 団代数 ( Cluster algebra ) [ Fun in - Zdeun Sky ] の 理論 によって 説明される

Cluster algebra : quiver Qから 定義 される
。
有理関数 の 集まり (代数 環 )

algebra ring
Def ( quiver の 変異 ( mutation ) )

quiver Q が logs ;2 と 2- Cycle i. を持たない と 仮定
。

kE Qo に対し
.

以下 で 新しい www.Q を 定める

① ta) = k である 全ての 矢A と
、

S (b) = k である 全ての 矢 b に対し
、

新しい 矢 [ab] isa)-> t(b ) を 付け加える
② k を 端点 とする 全ての 矢の 向きを 逆にする

③ 2- Cycle を 1つずつ 。 無くなる まで 取り除く

EX - kが sinK or Source なら MerQ= a

つまり Invitation は relation の 拡張
2 2

- Q= 1 1
9
→ 2-

5
) 3 ] の MQ ①

in
② f i )= MQ ③ なし

l 3

2

2.ati ra) のMQ
の

in
② ③ M20~= | i3|

1 〈 Y に
>
3

2

。
a、
で
2

b 、

②
2
i

- Q= ド た m※ のMQ a mi ③ mQ= ト な |と
> T1 と l [a、 3 }

3 3 3

[ab

[mb)
[9か]



②
ii. から よ へ l本の 矢が あるとき 、

こい な と表す こと にする f)
2

川 emm
2

(em-n)= ドで m} のma の い て m ② い た" ③ Me | た 品
| m。

M) V

1 との3 1 く
>
3 に 3

2

(em) KM)
し

PNP 2 D MkQ も loop と 2- Cycle を持たない
「 in-em)

3

② Mer ( MkQ ) = Q

Def quiver Q と d が mutation equivalent である とは
.

Qに Invitationを 繰り返して d が 得られること
(e)

Ex 2点 (._.) } の mutationl.ci } は 元と同じ し 点の 入れかえ )

EX A3型 quiver と mutation equivalent なものは 以下

- (一 一t

→→ n
←

.es 一 (ーー

レポート に
2→ 3 つ

: が Dn型 quiver と Invitation equivalent で

ある ことを 示せ☒
n← n- 1 に

「 Google
"

Quiver mutation
"

B
.

Keller の ページ

以下

- quiver といえば 、 点 11,2 in } を 持ち
.

100p と 2- Cycle を持たない もの のみ 考える

- 有理関数 と いえば
、

n変数 が i , xn の 有理関数を 意味する .

Def [ F。min - 2devinSky 2002]

① quiver R と 有理関数 V1 i.vn の組 ( R ,
{v 、 i.vn ) ) を 種子 (Seed) とよぶ

② See d ( R , { U 、 i 、
UD ) と 1 EkEn に対し

、
新しい seed を 以下 で 定める

Mk(R ,
{ い

、

・ ・ ・

、
Un} ) = ( MerR , { V1 、

-.-

,

UE
,

-.-

, Un} ) : 種子の 変異
(mutation)

IT Use + IT Utah )Uk : ニ され aEQ、 a

Eat(a)=た SLAにた



②
・ Seed ( R ,

{ V1 .

. . .

.
Un} ) を R の 点 え に UI を 書い て 表す

例えば ( 1 1→ 2]
,
{ ついい ) なら [ 弘→×2]

EX が いい
m にが ←刈 m 1 が 1

→
ががりか )いっに

Prop 3 Mk (Mk(R ,
{ い

、

・・・

、 UD )) = (R ,
Ni

,
Un} )

③ quiver Q に対し
. Seed (Q ,

{Mind ) に mutation を 繰り返して

得られる Seed ( R , { V1 に 、
UD ) に対し .lu 、

・ ・ ・

、
UD を 団 (Cluster)

、

各 Ui を 団変数 (Cluster Variable) と よぶ

Rem ② で は したキ 0 で なくてはなら ない が
、

(Q
,

{Ni 、 xn} ) に mutation を

得られる seed では 成立する

.seed を 点 変異 を辺 として 得 られる グラフ を 変異 グラフ と よぶつ
しけつに+1

Ex ① か 〉 つに
m たが くー た

m たか
ーゝ

かについ

点の 入れかえ

つしけ 1 たけした く か
m n

> 弘
m m

<_
つしけつに+1
) m

ついた

※鑠 、 5個 の Cluster Variable が ある
か ない が

、

名

② 有理関数 frieze = ( Source における Seed Motion の くり返し )

○3 それ 以外 の mNation )(け)(ろ た
かがいいがいい

1、 ※がM2 [弘→ っにー) )(3] = | 弘( か f巧 |
/
た

かかいいっいががわ

ゝ べか べ ※
この 場合

、

Cluster Variable は 9個あり
、

つい ば
、

がで た岩 B

全て frieze に 現れる

。 いい
.

. . .

. xn ) = { T | f#0) と 8 は 有理数係数の つい i.tn に関する 多項式}
有理関数体

Def quiver Qの 団代数 ( Cluster algebra ) とは 全ての 団変数で 生成される

Qいい 、

-.-

、 xn ) の 部分環 SQ

つまり Qいい 、

-.-

、 つい の 部分 集合 S で 、

以下 を満たすものの 中 で 最小 の もの

① 全ての 団変数 と 定数関数 1 を 含む 環

② f.GE S -_-〉 f ± g
,
fg.ES 寧



④
- Cluster algebra は 現代数学 の 様々 な分野 に 現れる

全く 異なる 分野 を 関連付ける 役割 を果たしている

- Cluster algebra の 基本定理を 2つ挙げる

Thin4 ( Laurent Phenomenon ) [ FZ02 ]

全て の Cluster Variable は 弘 ~ っい の Laurent 多項式 である

(弘~xn の多項式 )

だっど . . . xfn
( di20 )

Def quiver Q の Cluster algebra SQ が 有限型で あるとは
、
有限個

しか Cluster Variable を 持たない こと

Thm 5 [ FZ 03 ] Q : 連結 などver . Loop と 2- Cycle を 持たない

① AQ : 有限型 〈⇒ Q は Darkin quiver と mutation equivalent

② Dynkin quiver Qに対し 、 以下 の 全単射 が ある

{ AQ の Cluster Variable s } \ {Mi ,
xn}A { 9 Q の positive roots }

(弘~xn の多項式 )

どっど . . . xfn
1 」 ( di

.

. . .

.
den )

この とき Cluster Variable は
、

全て 有理関数 frieze に 現れる

D
かた+たつ(3十)(け)(3

EX
か で 1÷ かたつしろ

必 ) ) で小
つに+1 )(2つ(みつくけつ(3 )(1つに十孔け)しろか
つい

孔でこ )に孔3

a.ae 、 い ゝ 𠵅 で
つに+1 っしけつ(3 つに+1つい
x 、

つく2 )(3

( 100 ) (O|O) (0 0 1 )

- Thin 5 は El Gabriel の 定理に 酷似

と 1 Thin 6.7 ① 連結な quiver が 有限表現型 〈⇒

Dynkinqviver@Dynkinqvive.rQに対し 以下の 全単射 が ある

{ Qの indecomp.rep.to 同型類 } -) { 9Q の positive nots }
V 1 〉 凸V



④
Q : Dynkin quiver

{ Qの indecomp.rep.to 同型類 } ( H
) { 私の positive nots }

v

ヨ 直接構成 て

{ AQ の Cluster Variable s } \ {がー

、
っい

し け

かた+たかなけつ(3

EX [ 1←2←3] 比で 4 いっ

Y
[ E ¢← 0] 1 0th E ] たつしみつくけつ(ろ かっしけつしけ)は

i※ r※
つい

で3 つに+1
比← 0← 0 ] 10←¢← 0] 1 0← 0←

"'

s

Cluster algebra の 圏化 ( categorif.caton ) [ Keller ] 参照

Dynkin quiver Qの indecomp.vep . から SQ の Cluster Variable を

直接構成 する ことができる

Calden - Chapman map [ Keller . Section 5 .
3 ]

- SQ の Cluster は
.

tiKing Module (傾加群 ) に対応する

- 圏化を 用いて Cluster algebra に関する 様々 な 問題が 解決された

レポート 以下 のいずれか の 問い に 答えよ

① 以下 の いずれかを 確かめよ

.prop 2 . Pwp 3

② 22ページ の レポート 問題

③ A3型 quiver 1 .→→ ・ ] の 変異 グラフ を 描け

④ An型 quiver 1 .→ .→ -→ . .
. → -→ - ] の Cluster Variable を

全て求めよ
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