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I. Assem, D. Simson, A. Skowroński, Elements of the representation theory of associative alge-

bras. Vol. 1. Techniques of representation theory, London Mathematical Society Student Texts,
65. Cambridge University Press, Cambridge, 2006.

D. Happel, Triangulated categories in the representation theory of finite-dimensional algebras,
London Mathematical Society Lecture Note Series, 119. Cambridge University Press, Cambridge,
1988

• §7Ҏ߱: Մͷૅجʢಛʹݩ࣍, ਖ਼ଇྻ, Gorensteinʣʹؔͯ͠, ҎԼͷڭՊॻΛࢀর.
দଜӳ೭, Մ, ग़൛ཱڞ

Մͷ Cohen-Macaulayදݱʹؔͯ͠, ҎԼͷڭՊॻΛࢀর.
G. Leuschke, R. Wiegand, Cohen-Macaulay representations, Mathematical Surveys and Mono-

graphs, 181. American Mathematical Society, Providence, RI, 2012

 (order)ͷ ARཧʹ͍ͭͯ, ҎԼͷٛߨϊʔτΛࢀর.
https://www.math.nagoya-u.ac.jp/~iyama/201108Nagoya.pdf

• §8Ҏ߱, ҎԼͷจʹԊ͍ͬͯΔ.
§8: Yamaura, Kota. Realizing stable categories as derived categories. Adv. Math. 248 (2013),

784–819.

§9: O. Iyama, D. Yang, Quotients of triangulated categories and equivalences of Buchweitz,
Orlov, and Amiot-Guo-Keller, Amer. J. Math. 142 (2020), no. 5, 1641–1659.

§10: R. Buchweitz, O. Iyama, K. Yamaura, Tilting theory for Gorenstein rings in dimension
one, Forum Math. Sigma 8 (2020), Paper No. e36, 37 pp.

§11: M. Herschend, O. Iyama, H. Minamoto, S. Oppermann, Representation theory of Geigle-
Lenzing complete intersections, to appear in Mem. Amer. Math. Soc., arXiv:1409.0668

§12: ͷࣄهॳͷղઆ࠷ 3.2ষͱ, .ݙΒΕͨจ͛ڍʹͦ͜

§13: d-RFʹؔͯ͠ 1ͭ, d-RIʹؔͯ͠ 2ͭ. ͷࣄهॳͷղઆ࠷ 5ষͱ, ΒΕ͛ڍʹͦ͜
ͨจݙ.

O. Iyama, S. Oppermann, Stable categories of higher preprojective algebras, Adv. Math. 244
(2013), 23–68.

C. Amiot, O. Iyama, I. Reiten, Stable categories of Cohen-Macaulay modules and cluster cate-
gories, Amer. J. Math. 137 (2015), no. 3, 813–857.

1



GI Frobenius categories and Cohen- MacauKey Modules
D

& : abelian category ,
d ] E : ful I Subcategory

Assome E is Extension - closed i . e .

0→ ×→ Y→Z→ 0 : exact Sequence in d ⇒ YEE
n n

E E

s.= { 0→ ihyeez
→ 0 : exact seq.in の }

E

以上の ( E .
8 ) の 公理化

1生 [QuiHen 73
.

Keller 90]

E = ( E , S ) が exact category (完全圏 ) くーー〉

- E は Additive category
, a

. S は E の 列 0 → ×→ Y→ 2→ 0 で

i = ker d .

d = coki を みたすもの (の 一部 ) から なる

(8 の元を conflation.it Inflation .
d を deflation とよぶ )

・ 以下 が 満たされる 。

( EXO ) - S は 同型で 閉じる .

いいx.YEE.IO → ×凹 ×が→Y→ 0 ] ES

(EN ) deflation の 合成 は deflation

( E×1 Inflation- Inflation



( EX2) に f : で→Z V deHaion di Y-)Z ②

ヨ
poll hack Y

't で st
.

d
'
: deStation

f
'
t t f
Yei Z

OP
( ER ) ( EN) の dual

Example 最初 の ( E
.

S ) は exact category

Rem V essentially Small な exact Cat は この よう に して

得 られる

Def E = ( E .
S ) : exact category

① ZEE : Projective に〉 に [ 0→ ×→ Y→ 2→ 0 ] ES

は Split exact

② E has Enough projection Objects 〈ニ〉 に ZEE

ヨ [ 0→ ×→ Y→ 2→ 0 ] E 8 st . Y : projection

双対的に injective.enoughinjectiveobjec.is を 定める

Def exact category E が Frobenius category く⇒

① E has Enough Prog . obj . and Enough inj . obj .

② XEE is Projective くーー〉

injective.EE
: Additive category .

S = { cell Split exact seq . }

は Frobenius category



A : ring Mod A : the category of ( right ) A - Modules
③

mod A : finitely generated

pmj A : fin.ge n . Projective

Def A : Noether ian ring

A : Iwanaga
- Gorenstein ( or Gorenstein )

く⇒ ing .

dim AA くん
、 inj.cl im AA く ゆ

くせ ing .

dim A A = inj.cl im AA く

[Zaks]

Def A : Iwanaga
- Gorenstein ring

XE mod A : Cohen- Malay ( or Gorenstein - projection )

くーー〉 し て2 1
,

Extた (XA ) = 0

CM A : the category of Cohen- MacauKey A - Modules

modA ] CMA ] png A

区 の h : Field A : finite dimensional be - algebra

A : Self Injection に〉 An : injective く⇒ AA : injective

このとき modA は Frobenius category

② A : Notthenan

ring.gl
.

dim A = sup { pwj.cl im XA 1 XE modA }

= suplpng.dimaYIYEmoc.lt }



④

gl.am Aく ゆ く⇒ A : Iwanagi Gorenstein 、
CMA = ProgAT

レポート これを確かめよ

凹 A : Iwanager Gorenstein ring

① CMA : Frobenius category

② ( 伊 : = HomAGA ) : CMA 二 CM や
.

1 件= 1cm

Rem Vring A .

1 作 : Prog A= Pは ぺ . 1 件= Ipngn

PI ・ CMA は modA の Extension - closed sub.cat な ので
.

exact category

. pngA の Object は CMA で Projective かつ Injection

( Ext! (CMA 、 A ) = 0 )

- VXECMA ,

ヨ
exact seq 0→ sx→ p→ ×→ 0

n

V i>0 . Ext ! (N . A ) = E×増 (X . A ) = 0 Pは A

i. SNECMA より CMA has Enough Prog . obj .

fz f 、fo.VXECMA.pwg.es。1
.

. .
. → p-) P。→ ×→ 0 を とる

Ext𧦅、 A)= 0 より 0→ ×
*幽 Pte I- . . . exact X)

など のが

UDO
.

E×痴 (MA ) 二 区擶 (YA ) 二 Eが通いに、
A ) = 一 = 0

より 竹 に ECMぺ (に2 1 ) byinj.dimn.tk

exact seq . 0-) Y → Q→ ×*→ 0 を とる
。
(**)

n
の

CMAOP PはぺP



. ⑤
は) と し犱) に し F を

apply.pt瓞 = f 1
, p※1 : exact

が、
→ ヽ

×
**

でい、
ン) r い

○ Etp したA) = 0 0 ExthMA) = 0 Ext
'

邶 (MA) = 0

0→ ×
**
et et-) は-) 0 より CMA has Enoughinj.liの n

X PはA CMA

1さ E : exact Cat with Enough Prog . obj .

. E : stable category (安定圏 )

Object は E と 同じ

£ (XX) = ECX .Y) / P (XX)

P (XX) := { fEE(XX) 1 f factors through a pwj.obg.ly

. A : Ers E : syzygy functor

png.VXEE.fixa confIcon 0→ RX-) 㽗→×→ 0

ft tsf G tf

YEE
O→ AY- Py→Y→ 0

r gives a well- defined functor £-3 E

Def E : exact Cat with Enough inj . obj . に対し 。 双対的 に

E co stable category[ : T-) を : cosyzygy functor
} を 定める

Prop E : Frobenius category ( ⇒ E = を )

2 : E → E は equivalence で
.

E が quasi- inverse



G2 Triangular category @

DIT = (T. 1 17 .

△ ) が translated category (三角圏 ) く⇒

. J : Additive category

- [1] : T-3 丁 は equivalence
- △ は 丁 の 列 X-)

「 YA Zなど) の クラス で、

以下を 満たす

( △ の 元を Triangle と よぶ )

(TRI ) △ は 同型で 閉じる

と XE J
.

[ Xが ×→ 0 → × [1 ] ] E △

に
f E 丁(XX)

ヨ [ ×でY- ZoneNINE △
1 1

conef

(TR2) [ X」YIZG Nil ] E △

⇒ [YGZGNils Ya] ] E △

(TR3) [ × et Yes Zet NI ] ] E △
a t, 2 bt が、1, D t,
[ × 1- Y '→で-)が川 E △

ATI TEI

(TR4 ) ( X-) Y→ A-) XG ] ] E △
1 1 2 t.PT? 1 1

[ ×→ Z-) C-) NI ) ] E △
t て も、 マ t
B = B -) Ya ] 7ftp.t

A < T '

B

YN→ A[ 1 1 、

「

Let Ll
、
L \

n n × s Z

△ △ し
て

Y



⑦
Thm [ Happie 1 88 ] E : Frobenius cat.EE -3£ i cosyzygy

⇒ ( E
.
E

.

ヨ
△ ) : triangular Cat

△ の 定め 方 Uf E E (XX)

injectiveconflatic.noms Xms Ix-) [×→ 0

ft, PO 、1, 1 1

0→ Yes Z -) [× → 0 by ( EX 2
g h

丘の 列 X」YIZGIX と 同型なもの 全体 を △ とする

Def このよう にして 得られる triang.cat を algebraic と よぶ

EA : Iwan
aga
- Gorenstein ring ⇒ CIA : dg.triangdated.at

区 A : Additive category

Cは] the category of chain complexes

obj : A の列 ×= [. . . 増 が出状増 。 ] st だが = 0

morph : A の commutation diagram

x
.
.

.

t.ieが で

H t.fi t ば

Y
.
. . → でmsが_、 . .

蛇 dk 蛇

II A : addition eat ⇒ (CA ]
、
) は Frobenius category

i

S : = 1 0 → ×では 2→01 た .

0→だがどがで→ 0
は Split exact seq }



Def A : Additive Cat
.

80

KG ] i = Cは1 : homology category

RAD 上の X
.

f に対し @

NI] i = [ . . .

状 が
だ" ド2

でて
.

. . 1

② I ! 鼠
cone f : = 1 . . . いたがげ

いたの姓 > |
とおくと [ 0→Y-tconef-xaiyOJES1xIYhconefsxaJIEO@VXECAJ.com

1× ECA) は Projective かつ

injective@fECAJCX.Y) が CI で O (-_-) null- homotopic

レポート問題 Rem をたしかは

II (T. 117 .△ ) 、
け !ば ditriang.cat

' A Triangle functor is a pair (F . 0 ) of an Additive functor

F : J-) 丁
「 and an isomorphism d : FOG ) A [ 1 16 F of functors

st
Oz Fh

1 ×」・はてな NINE △⇒ [ FX型 FY - FZ- 」 (FX) [いうが
。 さらに F が equivalence のとき 。

(F .0 ) を Triangle equivalence とよぶ

区 (E .S ) : Frobenius cat.ES P : the Cat of

pwjectiveobj.CMコ Ca印] i = { . . .

) が 、 ら がげ ゝ . . .

.が だいぐな畑 }



⑨
呦 Ca J も Frobenius category で あり .

ヨ Triangle equivalence Ca 1 to E

ii) ts ピ

RI Ca印] は dg category の 構造 を 持ち
。
パ ( Ca Jag ) = Ca印]

特に . triang.cat が algebraic に〉 dg Enhancement を持つ

G3 Derived categories and Singularity categories

k : commutation ring

Def の (A . d ) is a differential graded (dg) k- algebra 〈⇒

・ A = 一品 べ is a 2-graded k - algebra ( べ で c がよ
)

- 1 . .
_
が べがら べ ーが . . . IEC [Mode

- ( Leibniz rule ) dab ) = da ) bt には adlb ) (AE べ 、
be A )

② このとき ( X .
d ) is a dg A - Module く⇒

・ X = 一品が is a 2-graded A - Module (たべ くどよ
)

- f . .
dixdi で t.r.IE C [Mode

- ( Leibniz rule ) dlab ) = da ) bt には adlb ) (AEが 、
be A )

型 A : add.cat

VXECAIgivesadgend.dg.EndplN@AmorphismfiXtYofdgA.m。dates isomorphism

Of Z- graded A - Modules S.t.tk
= dyf

CCA) : the category of dg A - Modules



型 A = ぺ ⇒ CCA ) = C[ Mod A]
@

Py A : dg algebra ⇒ ( CCA) 月8 ) is a Frobenius eat.

S : = { 0→×→Y-)2→ 0 1 2- graded A - modulo の 圏で Split exact }
KCA) i = CCA) : homology category of A

Def J : triang.cat J JU : fullsubc.at
.

U : Thick Subcategory くーー〉 . U[土 1 ] CU

' l ×→ Y→ 2→ NI ] ] E △

cnn.nu⇒ u
' di rect summand で 閉じる

型 A : dg algebra

Ka (A ) : = { XE KA ) | X : acyclic ) は thicksubc.at of KA)

( Vie z .
げけ) = 0 )

Def J コ u : as above

VerdierquotientJIU.co
bj . は 丁 と 同じ

。 (かい ) (XX) := { 1xtz Y ) | ZE J .

cone SEU }人
f

(f .
S ) ~ は S) く⇒ ヨ commu.diag.TT#s.t.coneS'EUXで←Y

f
S "

がa
Prop TM は Canonical な triangular Cat の構造を持つ

Def A : dg algebra

DA ) KCA ) / Ka (A) : derived category of A



Rem f EC (A) (XX) が quasi - iscom <⇒ げ (f ) ・.HN )=ド (Y

くーー〉 cone f E KaA) Viez

DA) で は quasi - isomorphism が iso
.
になる

.

. DA ) の morph ism の 計算 や
. DA) 間 の functor の 構成のためには

.

ProjectwereSolution 、 injectiveres.clvtion が 必要

Def KPA) = { XE KCA) | KCA) (X . Ka(A) ) = 0 } K- Project

iveki.CA) = { ( Ka(A) 、
X - } K- injeaive

Thm [ Keller ] KPA) = DA ) Triangle equiv .

Kim = DCA )

Derived functors A
,
B

.
C : dgfs- algebras @ : = 12

A の が は 自然に dg dg の 構造を 持つ

XECCA@B0PJ.YE CCB )
、
ZE CCB の

P )

自然に HomalX.YIEClB@0D.X Z EC ( Aの ) となる
B

Ctた として

Homa ( X .

- ) i CCA)→ CCB ) は KCA )→ KCB ) を i reduce

Cain しかし Kaa ) -) Ka (13 ) を indue しない

RHom A (X
- ) に ( DA ) = Ki (A)

H"で] KCB)→ DB ) ]
同様に して

R HomAG 、X ) : DA ) is De )

一家 : DLB ) → Da , } を 定める
。



EX f : A→B : dg dg の quasi - iscom .

@

mol : = Z - graded dg の morph .
で かつ quasi - isan )

ニ) _ j B : DA)ニ DLB ) : _ ; B :

triang.equiv.pe
rA= per

BA
: Nathanan ring

Def DA ) ] MA) : = { XE DA ) 1 HN ) E mod A }
コ MA : = Thick Da, A ( = ピ[ Pは A] )

( A を含む DCA ) の 最小の thicksub.cat )

Dsg (A) - MA) / per A : Singularity category

EX gl . dim A くん⇒ MA) = perA くま Dsg (A) = 0

Nm [ Buchweitz 8 7 ] A : Iwanaga
- Gorenstein には

ヨ Triangle equivalence I A = Dsg (A )

Recall gl dim A く ゆ く⇒ CMA二時 A く⇒ 凹 A = 0



§ 4 TiKing theory

Def J : triangularTed category J ヨ U : tiKing Object

くせ の 丁 ( U ,
Uに1 ) = 0 VIE Z \ 1 0 )

② J = thick JU ( i = U を含む 丁 の 最小の

thicksub.IEの A : ring ⇒ AE per A は tiKing Object

② A : finite dimensional Iwanaga
- Gorenstein な- algebra

⇒ DAE perA は tiKing Object

ReWire J が DCA ) などの 大きな に 無限余積をもつ )

triang.catの 場合は .

U に Compact 性 ( 二 丁(U , - ) と 無限

余積が 可換 ) を 課し
.

② を 丁= La
,
-
U に U を

含み 無限余積で 閉じた 最小の Thick Sub ) に おき かえる
。

Thm [Keller ] J : triang.cat に対し 以下 は同値

① ヨ A : ring
ヨ
triang.eqc.ir . J= perA

② J は algebraic , idempotent Complete で tiKing obj . を 持っ

た idempotent Complete <⇒ VXEJ.VE Ee End 」
一区 )

ヨ
Y <だ xs.tl?E1Y.ip=e

Sketch of @⇒ の

② 一般に Thick U = J なる UE J に対し 一

日 dgk-alg.BS.tt = per B



丁 = £ とする と 紅 呦
_

より た Ka印1 と して よい 。@C1PJ7Undgend.alg.B:= EndpN ) に対し 、

functor Hom p (U .

- ) : C [P]-) CCB ) が

Triangle equiv . KaM -) per B を 与える .

V 1-) B

⑦ HIB)= HomeBB.BA ) =アルル
には | 晶北 )

は品
B .

. . → が→ がやか→ -
V 1 1 U T

C
. . . → が→プ (B ) → 0 → .

.
.

t t.tt、

HTB) - → 0 → HOB) → o →
.
. .

dg algebras の quasi - isomorphisms CAB .

C→ EndTW ) を

うる
。 とくに Per B = per C

= per EndNU )

Application

Cor [ Rickard 89] A
.
B : ring

① ヨ Triangle equiv.BA) = DB )

② ヨ
perA = perB

③ 日 tiking.complex ( = tiKing obj in perA ) U

St . End perAN ) = B

Re VE ModA なら ー ! し と RHoma (し 、
- ) が equiv .

を 与える



G 5 Aus Iander - Re item theory D

. b : Additive category

XES :indecomposableHlXtY@Z-YtOorEOj.ringAが kcal に〉 A has a unique maximal right ideal

〈=> A left

に 非可逆元の 全体 が ideal をなす

Fact XE d
,
Ends IN : 10Cal => X : inde.compossible

⇐ は 正しくないが
。
それが 成立する 状況を 考える

II s : Additive category が Krull- Schmidt ( KS ) く⇒ VXEt

ヨ
× 1 ~ XnEast X= X 」 の -.-のXn and Ends (Xi) is Local

Them [ Km 1 1- Schmidt ] A : KS category

Xiが Xn ことが Ym ( Xi , Yj : indecomp ) ⇒
n=M が 番号を うまく つけ かえて た =Yi した )

Sketch isO . を mxn行列 T.fi?(figEb(Xg,Yi))

と表し
、

この 行列 に 掃き 出し 法を 行う

レポート 証明 を 完成せよ

Def A : KS category SEA (X ,Y )

. f : right almost Split 〈=> f is not Split epi . and

Vg : z→Y : not Split epi . ヨ h : z→ X st
. G = fh

- f : right minimal くせ や狡事
、

y ⇒ s : iso
、 }



- f : sink morphism ( or minimal right almost Split ) of Y
@

(ニ) right almost Split かつ right minimal

双対的 に left almost Split . left minimal ,

Source morph . を 定める

Fe fi.ES し た 。Y ) : sink morph of Y X 、

yが、
2

ニ) ヨ g : X」→ ×2 : iso.s.t.fi = 828 Xz た
。

Def Prop J : KS triangular Cat

×がYが 2→ ×印 : Triangle

f : Source morph . H G : sink morph 、

このとき この Triangle を AusIander- Ren Triangle と よぶ

Rem 同様の ことは KS exact Cat. の conflation でも 成立

Proof と を 示す UAE y ( X
,
M : not Split Mono .

x 」 Y で Z → ND

9 t
f

、 bt g 11 いい ( TR4 )

W V → Z→ im

' f
'
が Split Mono なら 、

ヨ
cs.tof

'
= Iw する と a= cbf

- さもないと
、

I は Split epi . ではない g : right almost が より

w vtiz→ wa ,
a
'
t, b

'

t, 11 t.am

X-iY-sz-NF.BG
= gblb かつ g は right min .

より b
'
b は iso

.

5 Lemma より da も is。 これは a の とり方 に 反する



Def h : Field J : KS triang.cat
の

丁 が felinean Horn- finite ( i.e.lt x.YEJ.TK .
Y )

は fin.dim.hr Vector Space で 、

合成 は k - biknean )

丁 の Serre functor とは . k- Knew equivalence S : J-) 丁 で

「 X
,

YET
,

ヨ

bifunctorialiso.TL/l.Y)=DJlY.SX)tfrdval
画 [Hand , Reiter Van den Bergh ] fr : Field

J : felinea Han- finite KS triangular Cat .

J has a Serve functor (-_-〉 T has AR Triangle

i.ee/EJ:indecomp.TtRtriang1esX→Y→ 2→ NI ]
で→で→ ×→ でい]

このとき さらに Z = 5
'
× [ 17

,

N = SXEI ] が成立

Rem 同様の ことは KS exact Cat で も 成立

[ I- Nakada- Pak
.

arXiv 1805.03766 ] forextriangulatedcat.proof ⇒ のみ示す
.

V XE J : inde comp.

DT (XX) に
一 丁 (X

,
SX )

U 0
W

H
D ( End 」で ) /J ) 7 4 tth J : 非同型の全体

ヨ
Triangle SX [-1 1 -) Yin, X」 SX

f が right almost Split を 示す には、

V Split epi で ない a : 2→X
,

ha = 0 を 示せば 良い
、

丁(X .
2 ) 0 ED 丁は

、
2 ) 二 丁に 、SX ) 7

O.at?fDl.aT2Ta.fTlX.X)sJTEDTlXX)tnJ1X.SX)2E



画 [ Happen 1 ] h : Field A : finite dimensional k- algebra 18○
Assame A is Iwanaga- Gorenstein

① v := - IDA : per A is perA gives a Serve functor

Nakayama functor

② per A has AR Triangles

Profit DRHome (X . Y! DA ) = D (Y ! RHomalx.BA ) )
= D (Y ! DX ) = RHome (Y ,

DDX )
cnn.ee

X

Taking HO
,
We obtain D Horn para ( X ,

VY ) = Horn para (Y .
X )

Gr た : Field A : finite dimensional k- algebra

gl . dim A く ⇒ MA) has AR Triangles



§ 6 Quiver representations
@

h : Field A : h - algebra

t - A と ぺ : envelopeng algebra

AE- Module = ( CAA) - Module S.tk acts Central Iy )

Prop gl.dimAEprg.in At

Procter l := RHS Take a projection reSolution of AE Mod 8

0→ Pe→ . . . → P。→ A→ 0

V XE Mod A . 0→ ×蛇→ . . . → Xg P。 → × → 0

gives a projection reSolution of XE Mod

Alt
A : h - algebra M : ぺ- Module

Tahn ) :二見が 、

ベン= MだなM ( ぺ= A .
M

'
= M )

tensor algebra is
つに 弘の . . . のつに E が

、
ま = おか . . の な E ぺ

|
)は :二 ついの . . . のに のみ の . . . のな E べな )

D_efQtlQo.QI.S.tl?qviver(TeDQo,a:(finite) sets S
.
t : Q ,→ Qo : Maps

点 矢 始点 終点

.to : k - Vector Spaces with basis {eiliEQdg.eu
: Qt

' to is a k - algebra : eiな = Singer



. kQ , is a to )と Module : eid= Sana

@aeitSteaiakQETeolk.QI) : Path algebra of Q

h. kQ の k- basis は Q 上 の pathaai.ae

(aiEQI.tw ) = S lain ) )

(a.e.ae ) ( b , .
. . bm ) = { a" qが bm te) = S (by

else

. dimerは0いく く⇒ kQ : acyclic (鸂皆無点と終点の 同じ Path ) )
Thm gl.dimkQ-png.dimkQI.ee = { も Q 、 キ 4

else
ie

。 GQ is hereditary

PI 一般 の tensor algebra T = TAM ) に対して

O -> TpMp T -)

TpT-sTTO7C@y1csxyxByBZttxyBZ-xBJZlhTEmoduleMexac.t
seq . である の

T = kQ のとき
、

A = 長友 で ある ことより

増MpT.TT E Projet

したト の をたしかめよ
.

with AR Triangle
h : algebraically closed Field ( 簡単 のため ) を
丁 : h- 1in Home fin KS triangular Cat with Serre functor S

J
,
(X

,
Y) = { f ET(XX) | f = lfji ) ji ない なかに

1 1 丁の Jacobson Indica l isom ではなり.mn?
なな 省に はいた 。 int )



1世 AR quiver of J ( Infinite quiver )
②

-

verticesiisom.dassesofindec.obg.farrowsia.ee(璺 ) 本 の 矢を や霰X.Yiindec.bg (XX)

II このとき x→ E-) 5× [1]→ ND

ARTSYEI]→ ピー) Y - SY

⇒ dxy = ( E の 直和分解に 現れるな 個数 )

= (ピ の X )

Thm [Gabriel ] Q : quiver

① fe : representation -finite ( i.es#1indecompkQ-modViso くゆ )

② Q : Darkin quiver

-
1 は下 の グラフ の 辺 を 矢に おきかえてえ3れる quiver

An ini - .ee -.--_- は2 1 )

Dn
。 -.-

. . -.- は 24)

En
、-.-

!
_ . .

. -.- . は 6 . 7 .8 )

さらにこのとき { indec.kQ-mod.lk。 く
け
→ { positive nots }



②
Thm [ HappieII の Qi quiver

{ Me) = perfe の

indec.obj.ly/isoXE3IH(Egl.dimhQE1)4indec.hQmoduleI/is
。 ) × Z ヨ (
i

)

② Q : Dankin ⇒ (Me) の AR quiver ) = ZIP

Source eee) = : Pi =
U

B

Qy 樾や域域 が 上だa.が 訊 が "
sink |2 R

○ Biii. . ン 裁くと
-_-

R

T.= SEI] AR trans1
.

Py quiver Qxd が affection ⇒ Dee) Del)
の

ソヨ
tilthQ-modulelds.t.E.de (U ) こ たが

、

知 An のときの S と卬 の AR qui ver へ の作用

、

ブ
.. ..

7 X ・
SX M )

7

t
tso



と 7 CM representation
23○

以下 R は commutation Noetherian ring of d = dim R
.

1世 の LR.ms : Local ring のとき た= Rlm
Emax ideal

.

- R : regular く⇒ dim (MINE ) = d
(RIM)

⇐> gl.am R く Et gl . dim R = d

[ AusIander Buchsbaum - Serve ]

r R : Gorenstein H inj . dim R < 8 年 inj.cl im R = d

<⇒ Ext! した。
R ) = k

、

Ext を した、R ) = 0 (kd )

RI CMR = { XE mod RI depthX = d or ×= 0 }
t t

S 1で 定義 (X - regular seq の長さの max )

② 一般のとき R : regular <⇒ Up e spec R 、
Rp : reg .

Goin Goin

Re CMR = { XE modRI は espe.cl?XpEcmRp }
の

紅で 定義

1生 R : Goin ring.climd TR
n

CM 。 R : = { XECMRIUPES.pecR with dimRed
, Xp EpgRp}

(R : focal のとき locally He On punctwe.cl spec )

RI CM。 R も Frobenius cat を なし
。 CNR は tri.cat となる

CI 。 R は Hom- finite ( Horn set が R - mod と して 長さ有限 )



1世 NEZ.triang.cat J が n CalabinYau (かい ) ④

く⇒ N : J-) 丁 が Serre functor

I [Austinder 7 8 ] R : Gorenstein ring dim R= d

⇒ ao R is (d- 1 ) - CY

区 CM。 R = CMRES
と PE SpecR with dimRead . Rp : regular .

( R : locd のとき
.

R は高々 isolated Sing - )

このとき Ris (d- 1 ) - CY

Re より一般に non- commune R- ab A で Symmetric Render

とよばれる もの に対し Thm が成立 ( R : Gov ) ( Goldstein )

型 R=k : field A :

fin.dim.se/finjeaivek-a1g.t(DAtAastmodules年 ) symmetric

⇒ 嘽 A has a 嵆も無い印 も星然)
Dsg(A )

R : Complete focal Gorenstein k-alg.at d= dim R

h= RIM is algebraicdly closed of char
.
0
.

画 [ も Knorren ⇒ BuchWein - Great Schreyer 871

R : CM - finite ( i.es#f.indec.obg.inCMR4に く )

は Simple Singularity ie . R=はつは
、
Zで 、 Zd〗 /H )



に

|
瓔み だ 十

二式 An @

x t )は
2

Dn
が + y3 the EG

では ty 3 cre た
が t P te E8

RI.aeR は d の parity のみに よる ( Knowor periodCity )

. d : even ⇒ 凹 R の AR quiver は
ヨ

Q.の double Tt.yk-ZQ.IR
ニ と、 (GQ) にMay was )

1 - Cluster Cat [Amid]

A : t - Gorenstein ring で CIA = Dsg (A ) 2種類 の

B : iing m perB } 三角圏

適切な仮定のもと ともに Serre functor を 持つ

E CIA = per B となる ことはあるか ?

く⇒ CIA が tiKing Object を持つことはあるか ?

上 自明 な 場合 (凹 A = 0 ) を 除いて
"

無い
"

型 A : I- Gov . ring.gl . dim A = (な A キ 0 )

はA : KS

-

-) CIA は tiKing Object をもたない

(E) #Be A = per B )



5kt 次を 用いる D

Exercise J : tri.cat with tKing Object ⇒

「
X

、
YE J

. J (かく印 ) = 0 for almost cell IE Z

- 方 A の Jacobson indica I JA に対し S : = Al

Jackinj . dim A に対し .

0 -べ ( S)→ Pars . . . . → P。→ S- 0 : exact seq .

A Lessons

CMA 附

AVXECMA
.
E岾 (x . s) = Ext は 、

ISS )

= J ( X.MS ) Fitch ) = 0 for i》 0 by Exercise

pwj A : KS なので pwg.cl im X く より gl.amA く

以下
. graded rmg たと CIT= per B となる例が

たくさんある ことを 見る

G : abelian Group A = の Ai : G- graded rang
EG

ModGA : the Cat . of G - graded A -modde

Hart (XX) = { f E Homn (XX) 1 fはいくと し てEG }

modGA.proがA : 同様に 定める

A : I- Gov
.

⇒ CMGA - { XE modG 1 XE cmA
as angraded mod}



画 A : G- graded I - Gov . ring
⑦

CNA は Frobenius c.at 、 IGA は triang.cat

CIGA = DGA) i= が(modGA) / perGA

ただし perGA : = Thick { Aに) にEG t C が (modGA )

- T.GG に対し degree Shift functor

に) : ModGAet Modた (X (う )は 二 Xy はEG )

R : G - graded Common ) Gor.mg .

of dim R= d

1生 Ri が R の maximal ideal で ある と仮定 だ= Ro
は0

dヨ
AEG Ext に は 、

R ) t たに9) in ModGR

9を A- invariant of R と よぶ

( -a を Gorenstein parameter )

CM GR : = { XECMGRIXEC.no R as ungraded R-mod }

これも Frobenius Cat

通 [ Austinder - Raten 871 GR has Serre functor

(a) [4-1]



§ 8 Dimensions O k : field.Aifin.dim.frdg 、

TCA) ADDA : trivial Extensionalg.la
. f ) ・ ( bag ) = ( ab , agtfb )

a.bEA.f.GE DA

型 ・ TA) = : B は findin symmetric h -91g 。 DB- B

' TEA ) は Z - graded alg . A@DA
( as BE mod )

の TCA) est A deg 0 1

通 [ Happen I ] 上 の設定の もと

MIE TA ) = 唁 (TAI ) 7 A inKing obj .
とくに MIRNA) = per A

! !

PI J B -TA) = 晶 ①

① JCA.AM ) = 0
と は0 を示す

0→ IA -> PH→ . . . . . → 18 → A→ 0 : Forrest
II in J ) 9 "

in mod73

AE汀 DAGON
B

た2 1 がA ) g
= 0 kg Eo 丁 (AAAI )

11

HOMEWAY ) = f } ⇒ {
丁 (ANA ) = 0

H。唁 (AIA )= TA.AEい ) =0

② thickt A = J を示す Jが× = 麿悟



ME mod
を
B とみなすと

.XEthickSiXiGD1iezy@gl.dimAく ⇒ ME Thick { AN iez ) ⇒MT
(To - De」 -.- PotXi - 0 ) Thick { AG) にEZ}

示す べき こと Vez
.

Aに) EthickJA.it
O trivial

- i>0 0 -) DAに 1 )→ BG )-) Aに) →0

お) 1世に DAに 1) [I] E Thickが
Induction

- i 同様

Thm [Yamada ] A = Ai : 2- gradedselfingh-algi.IO
叫びに DEAD has a tiltingobgtgl.im Ao 〈A

In his case 、

A (え) 20isatiltingobj.in
ただし XE modな に対し Xzi に までの E modな

dim a A く より は 有限直和

Sketch ⇐ ) Happds Thm と 同様

⇒ ) g 1 . dim to
= とすると S= A。1た。 に対し

も20
,
Ext た。

1

S.SI#O(mIT)(s.SEiD=ExtIen(S.s)=ExtIdS.S)IO
Exercise in @ に 反する



G 9 Queens of tri.cat. and Orbis Than @

S 3 型 [ Keller ] A : dgalg 、 kp (A ) = D (A )
I [Bahweitz ] A : I- Gore CIA= DsgA )

右辺の (難しい ) Verdier quot が CMAC DDA) in DayA)

kp日) として KA) の 内部 に 実現されている 点。
~.LT

CIA MA )

以下
.

A = Azo : Z- graded I- Gov .

ring.co#tingtheory より

し)※= RHomAGA ) : Db (A ) ニ 呪ぺP ) [machi ]

i.EE Db (modな ) = が (modを べ )

modた = { XE modな 1 X =が、 } modH = modTomoEA
mod
" A = { O = Xzi )

画 [Orbit /
が (modな )

し U

① gl.am A 。 く ⇒ DIA )= が ( modな ) の か(mod>8 区 )
② Ao :

artinianringtssumtaezs.tl#:DbcmodOA)=DbCmod9A)(E.A=Rが A- invariant A をもてば OK )

⇒ が (qgr A)=が (modな ) のは ( mod
> 区 )

ただし qgr A := modな / modEA : Serre

quotient.lt長さ有限の Module 全( EA = R : gen.in deg I ⇒ Mr R = ohの関 )



③ A が ② の 仮定を ともに 満たせば ③

aw ⇒ ヨ
Tri . q . DGCA) 二 成 ( qgr A )

ao ⇒
ヨ fully Faithful

in cycnn.tnfunctor

a>0 ⇒ ne - ocn

以下 BuchWeltz's Think Orbis Thm を 一般的 な

三角圏丁の Verder quot JIS を 丁 の 内部 に 実現する 定理 から 導く

Assumption J : tri.cat S Thick subc.at

(I) T.yifullsubcat.it 8 st
. A = addA .

y= addy

addで は 米 を含み 直和と 直和因子で 閉じた 丁の 最小の fullsub.at

ほ) S = がはい{
Uses

.

ヨ

の→ s→ド州 :

* y Triangle
torsion pair

. Sは
、
y ) = 0

ま、 y が ともに thieksub.at のとき は Semi - Orthogonal decomp. と よぶ( 主 A : dgalgkmtkpmtkamtkamtk.CA ) )
は) ら = 米 」外 だ 。 = { TE J 1 Jは 、T)= 0 }

= tyty ty : = 1 には ) }

このとき Jつ Z : = が n 上
は卬 とお く

UUSJP : = ZnS 型 yn が]

Z は Frobenius Cat の 類似物 。 紅 の Stable Cat
.

の 類似を 考える



- ideal quotient Z 1印]
@

Object は Zと 同じ 即興
}(ZIM ) (XX) := Z(XX) / { ×ーい Y

構成 : ideal went
型 [ I- Yang ] pas z-) を印]
ヨ Z / [P] Int JIS Only t,

equivalence J -) TIS

Verderqwtient
(証明は かなり 平易 )

Rg.EC が卬 ⇒ ヨ

Happel-typetriang.str.az/M.
Related results by Nakaoka (Hay twin cotorsion pair )

Sketch of ( IY '

s Then )⇒ (Buchweis Thm )

J : = DPA) 78 := per A = ピ [ pwj A ]

Y := ぽは AI = { . . . → 0→ 0→ p
'
→ は→ . .

. }

y := K [pwj A] = {
・ ・ ・ →ドーパ- 0- 0→ . . . }

とおくと S = tty
.
J = * tぽ (A)

2つ 目 の 式の A を べ にして {XE !が (A) | HK )=Ohio }
が (べ ) = k

"
[pwが町 」 ぽぽ ) ( を apply して

Lyssssc
丁 = がばか 」 は印は ぺや 以上 より は)で刑 成立

1 1 1 1

tya な[11

easy
Z = ぽ (A) の (ぽぽ附 ) = CMA IY 's Than

Up = yMIN = pwj A i.CI A = Z 1印] ニ TIS = Dsg(A)



Sketch of ( IY '

s Then )⇒ Orbis Than )
33○一、

① J := が( modな ) コ S : = perな

Profit := { PE pwRA 1 P is generated in degrees 20 )

pwFOA : = { < 0 }

とおくと S = ピ [ png A ] t ピ印はいい! !

* y

J = 米」 が (mod"A )
11

が

2つ目 の式 の A を ぺP に して degree Shift (- 1 ) を apply して

が 1 modを べ ) = ピ [ pw・ペペ町 」 が (mod"べ )

これに ( 件 を apply して い/
J = が (mod

"i )* t ピ印はな]
1 1 1 1

tyn な川

以上 より は) へ価) 成立

Z= が(modな) へ ( Mmod
"AT ) コ P = 0 より

EMI より Z = JIS = 唁 (A) を うる

② の 証明 も 同様
。 ③ は ② より すぐ



G 10
.

Dimensions I ( よ 。
Buhweitz

.

Yamun )
3④

Assumption R = き楽 : Z - graded Gorenstein ring .

dimR=1

R。= k : Field . 9 : = A
- invariant of R

( ie.Exttk.pe )= た(-a))

.AER isatriang.cat. with Serre functor La) and AR Tales

atp
画 に 0 ⇒ alR ヨ V : = Renzo is anKing obj

に 1
( ヨ P 2 1 )

とくに CAER = per A - 、

Ro

RIA:二 型乱 ) =
i:

、 、

O } a
Ka - -.- K Ko . . . . . K-p

: KI
:

iii. . . . . . i .. :;; i

S : = { reR 1 雷因子でない 斉次元 ) K

RC K - Rs : Z- graded ring
た

p : = gcd { degr l re S } 21 fee
○ Lien

聖嵓登た劉仰桃 間、.at
dim CRI Rr ) = 0 より こ》 0

.
R= Ki R

③ Rzat 、 二 Kzat 、 dimた ( Ka /Ru ) = 1

で 区坂 (たい、 R) = k )

④ CNR = { XE modを 1 sode X = 03

CMをR= { XE CMT 1 Xgk E 附K }



⑤ R : reduced は零元が 0 のみ ) なら K = 想 だけで 1 3⑤
CNRI = CME R

さらに [ azo or R= ha ]
(だ たの 拡大体 )

↳ a-_- degt

、

a- invariant の 公式 ( dim は 任意 ) d

①hG4iixdJHihomog.JtDat-EdegxiEI@Rar-.homog
. regular dem ⇒ a (NRr ) = AIR) + degr

deg 2 2叫 4で1 2

Ex に k は]/ (がたげ ) へ_ た氏?では 1 ] C た氏)

xte) で CK =なぜ]
P= 1 y test

2は 1

9= - 2-MH )+0+2) = 2の-1
た 3 のとき

R 12121 20 1214)20 R 16)20

- x x x - R川20 1213) 20 1215に。

RU )2。 CRB) 20CC RMた。 1 ○ ○ ○
に Mt t 0 0 0 0

x x x た ○ ○ ○ ○」で2) 20 C 1214)20 C
・

・ CRM)20
,

で ○ ○ ○ ○ ○ど 0 0 0 0 0Au型 quiver Q 9=5 で ○ ○ ○ ○ ○ ○ピ ○ ○ ○ ○ ○ ○
凹た = 凹を R = per hQ 割 ○ ○ ○ ○ ○ ○

同様にして 次が示される
○ ○ ○ ○ ○ ○

EX R-_ た氏は1/H) f は 以下
一

-) 凹をス= per GQ CM-finite
seen

An Dn
f が一の が一つは2 では ぼな 点の

D⇒ n: Odd An-3 n : odd

Q Eb E7 E8
An n: even Don n: even

た眊 ( deg)し 、 degy ) は f が 斉次 と なる 中 で 最小の もの



EX To Sing . ピ+だが+8 CM- tame [Dad - Gravel] 36〇
五 - graded になる のは (P.9 ) = 14.4) 、

(3 . 6 )

とつい degY )= (1 , 1 ) . (2. 1 )

-⇒ etR= per A
.

た
。言 ・ ヨ 2 Nations

A : Canonical algebra of Type に、2.2 .2)
と

、

Proof of Then for reduced case AIR = 凹た= DER)

( reduced でないときは .
DER) を 適切な subcat におきかえる )

Use Orbis Than Mm。岠)が いた RHomeGR )

modで R = 1 XE mod
を
R 1 Ni =X } が 一= が (miR)

2-a >a azo

ぱっぱや = DIR ) コ DTI ( D"区= が cqgrR)
さらに 次の Semi -Orthogonal decomposition が ある

がないが区 = (ぱっぱ科 ) t 胝" R-modで

1 2 1 2 1 1 Ft -an - 1次

DER) が ( qgrR ) が (m。将「家) 以外は 0

「
XE mod

で9R.IO → No-) ×→ Nxz 。
→ 0

の n

複体で 同じ ことを して mod20A

が = がtbteにツボ災で炎 )|
_ n は絆 を とって 拭をがたた がいい

。 。

○右側 mod
""

R ヨ P :二見 RIRで2)に) は pngenew.tor 8 き
12 Lenny Ro -i

RI 1- i

mod End都 ) : :

into とくに がい ) の P : tiking obj.
RH - 1

0 0

gl.cl im <p : :



左側○ qgrR = modTVmodER
、

ヨ は R
3

^

ーの k 」 に
R

mod奴 <
> mod歌 より mod7人

へ 1 ) 20 7

p
modを R0mocFk7@KMlgprogeneratori.tiKing obj in per歌 =

Mm
。峐 )

に 1

P

とくに が (qgrR ) ヨ Q : = の Kli) 20 :tikingobj.FI

がなしが区 = (ぱっぱ科 ) t.DE
が 1 1

U の U

主張 Q PEI ) は tiKing Obる となる

① QED
"

へ ( D
"区 で ある こと : 少し 計算 し略 )

② 生成性 i 明らか

③ 区+消滅 i が (modな) ( PHI
、

QM ) = 0 (もキ0) 以外 は 明らか

- lftp.QEmot R より 明らか
- l=-1 PE modをR

、

QE CNR より 明らか

- l> 0 Kは )zo が mod
"
R で Injection である ことは容易
LTTAI

Exttp (と12日では20) = Ext埶、(RuはKDa) = 0
mod

DIR) で Vt Qがい なので これが 従う

- ao のときを 考える

鬱鬱で楽品鸝きたけど
"鯯は



③ を R = per A / ThickP @
-

. . .
.

.

Ko
.

.

KIP P = (First GA) rows of A )
Ki

・

A = : : : : 品AKm Kiko
- -

M 1

区 に では3/ は2) は 1-n : CMc𨗈

The AR quiver Of 凹を R has PreciseIy M ZN components

as な で . .
.

. . .

いいvid \r .
. .

i :

cdRtPerA1thicklR@s.D- Rn ) A こ た (鳥で陏 /げ)

= per B

B := k (幻/ど) dg algebra d= 0

degに 1-n

Sketch of Proof of Then の

もし を R = perA で あれば Serre functor も 一致する

Y)
_

~ isO に対し (per A) ( A .
では) [ ) を考える

v = - IDA より 、
l> 0 では 0

.

一方
。

これを を R で 考える と 。 KO と E 1にSL より 、 l EO でも 0 .

VTA) = 0 となり 矛盾

、 Ongoing jt Work with Yuta kimum.lk/am9fornon-commu. Version
II

of above TMDS
cnn.comeel ) Artin- Scheker Gorenstein rings

Summary 0次元
.

1次元 では 一般的 な (非)存在定理があった

しかし 2次元 以上 には その ような ものはなく
、
環毎 の 個別 の理論 となる



G 1 1
. Eagle - Lensing Complete interactions ( jt Herschel 、 P
に1e.is Classical : GLS Weighted

Minamoで
、
Oppermann

Projection line [ 1987]
TO appear AMS Memoir

FIX ' C - k[T.IT 、

一

、T] i poly alg of dtl variables/fieldk.CA
ll~ en : Hear form Enzo )

は20 )

. p , ne Pn 22 : integers

R : = C [x . . . .

. Xn] / (延_ li 1 1紀和 ) icommu.hndg

k := く で
、
で

、

-.-

,
で 7/くに ただ 1 1EiEn〉 : abelian gp

→

Regard R as an If - graded ringbydegxj-E.degな = C

(Mir)

II の XP '
-h

,
ー

。
建-en is a regular Sequence in CCXI.in]

ふ Ris a Gorenstein ring of dim dtl

n

② R has an a- invariant で i= M- d- 1 )で ー さだ
た1

1生 Call LR.lt) : GL Complete interaction if Yet Most d.tl

Elements from ll ~en are linearly Independent

RA By Knew Transformation Of To~

T.wecanassume.li
= Tit ( IEEE min Inc drill )

- ME dt ⇒ R= k[がいた
、T.TT ] : regular

には12⇒ R= kai.is/Loi+....tonXA )
四 (R

.

1 1
- ) : GL complaint ⇒ cm

は
R = CMYR

i.CIた = 味 (R) has a Serve functor
. (じ )[d]



画 [HMO] ヨfin.dim.k-algAMAdwithgl.dimCo@lODhRFetRtpe.rが Pcqgr R ) = per
Ad

② nw qgr R= coh が ( Bainson ] qgr R :=

Mod版

は 1 Weighted pwjeaive.line [GL]
M岾 R

ME dtl [Baer) には2 「 Ishii - Ueda ]

① Mtdt2 Fvtaki- Ueda
,

Kissin - Lensing -Meer . ( d= 1 )

ACM
、

M の def は十 一 ( submowidofkgen.by で 、 だ ) C は

Regard If as a pose by (姓が けがが E 山 )

は つ I : finite Subset

AI := (Rでは )が .ge I
: fin.amな dg by matrix Multi

(re ) - 1ST ) 江 ( E NEST )
では

cs
interval

Test:= ペ 'ど べべ= ぺ術 が二 心+2で

d- Canonical alg . CM- Canonical

dg.Remgl.clim べく ( べ の quiver は acyclic )

区 の nedtl ⇒ が 手 は十 二) が = 0

r
n

し熱 の 生 の 元は一意的 に l + Eliだ ( lEROEli Epi- 1 )
に1

と表される ことを 示せ。

② TEILt <⇒ 120

台 が Edで+0
を示せ

n

② M= d+2 ⇒ お= [ (Pi-2)だ
し
手 が正しい

に 1

⇒ 10.81 = { 8 ei 10 Eli E 1で2 }
に1



n

ACM = @ ftp.t An = [1→2→ - → Pi -1) ④
で

③ n = d-1 3 . R = Br .
. = Rn= 2 ⇒ 8= で

ACM = たしか甕歳 ) / 2( Nations )

④ d= 1 [GL] Ad : Canonical algebra of Tea .

. . .

. Rn )

→
が → 2で一 - t (R -1 )で

ヽ
,

ヨ
1Ringe 1 1

0 - T - T - -.- cmが_
に2 relation s

:

DI - 2が 。

_ a、唖
/ MarR) = per Ad= MM ,

Type Q

M£2 A ~

perI= per kQ

gy) 景範] doneが ⇒

(な 拡大咖kin wie )
に

、
3

.

4)

に、
3 . 5 )

In R と 2次元 Simple Singularity の 関係 [ GL
,
9 1 ]

d= 1
.
に 3 1で ) := の Rio = た興 = たルルが

ie は ) ( GC Suk) )Vewnese Sabrina Simple Sing 、

さらに qgr Rtqgr唎 と CNR = くべげ )
が成立

し この ような equiv. は d22で は 不成立 )

R_emqg.ir R を Stack X = [ ( 1SpecR ) \ {RN ) / Spec た心] 上の
(GL projection Space )

連接層 の 圏 cohX と 見ると 、

equiv.DKohX)= perM で

Ad は line Bundle の 直和 eee,
0ぼ ) に対応する



Proof of TimD ( ② も 同様だが 証明は独立) ④

Orws Thm の は バージョンを用いる

k ZI キ 4 It は+ CI
で= III

modIRC mod版 が-_- Mm。ER) chmod'R )

( X s.tk= 0 YEE )

( 区 = RHomp.GR ) GMmod版 )

が へは北 区 = 噺の 二 CIR

DI s SI : = が ( mod乱立
、
modIR 中 長さ有限なもの 全体

がつばけっ が n は坪 = が nがなく
=がへははり

れ

た仁 た(ーど )Ed- 1 ]

ここで I は+ とおくと p40 レポート より は十 の 心+ II ) = [0 , ]

噺2に D的 (5町* コ が (m。が可 R) = MAM = perが

、
等号が 成立する 、

唁 (R) = hide (mod
'呵
R ) を 示せばよい .

これは 以下 の よう に 示される
。

.GL Complete interaction では DYER)= Thick ( mod缼 )P.gg Heim の 蛾性の証明と 同様の www.y

V TEIL 、
たけ ) E thick が鋓 ( mod 「呵 R )

を regular Sequence を 用いて 示す ことが できる 。



G 12 Cluster やKing Extも (XX) sはけい ) 43○
min

S : exact category or triang.cat.
d 21 : integer

Def - d > e : ful 1 subc.at が d- Cluster tiKing (d-CT)

(ま の Ext なしと 、
と ) = 0 V IEEE d- 1

② XE か が Extま しい) = 0 V If if d- 1 ⇒ XE と

は 、
と)

③ と は functoridly finitei.es
t.ltxE A .

ヨ f :

{
→× st.lt g :;→× factors through

fini
. Dual
、

一

・ A 2 M が d-CT <⇒ AS addM ( i = { Mの M の 直和因子3 )
が d- CT subcat

区 d - Cluster category ( See p 47 for General clef )

Q : acyclic quiver

Eden) := がした0~)/ Vd とした (XX) := の 脂 (X.IM )

Lf
ez

.

V = 一 j DA Vd :=WE d]

kQE とはQ) は d- CT Object

II に 2 のとき Cluster algebra の categorif.cation に 用いられる

1さ が triang.cat . with Serre functor S Sd So Ed]

さ 1

Py J つと : d - CT Suba A Sale) = と

レポート 問題 これをたしかめよ ( のみ が 従う )



1発 A ifin.dimk-dggl.in A Ed 44〇

Recall が日) = perA has a Serve functor V = - IDA ( と5.GG )

Vd : = VoEN GMA)

Pt A : Vd- finite (み ぽ(ど(A) ) = 0 for DO )
⇒ が日) DUda) に add { ど (A) | iez } は d- CT subcat

区 gl . dim A < d ⇒ Vol- finite

- h の 1- CT sub.cat は A 自身 : exact / triang.cat

s の d-G Subeat は exact / tri.cat に類似 した公理系

を 満たす d - exact Cat [ Jass。 1 67

( d-1 2) - angdated eat [ Geiss - Keller-Oppermann 137
.

. d - CT subc.at においては AR theory の 高次元類似を 展開 できる

② ftp.seq.ltriang . の 類似物 の 存在

Ihm II- Yoshino] J : KS tri.cat with Serre functor . S

J つ ど d-CTsub.cat
Sd : = 5 0 [-d)

⇒ UXE と t.indec.cobj .
ヨ
AR (dt2) - ang

less
a IN the .

. . ー い ないが× Gee

y /
,ヽ
9 ft : sink mor.in と

Xdt M Xi

Lerner wrr cnn.fm : Source mor.in と

tri
.

. . . . . . だい だい fi Eje

×→dict . . - d→ SIX )

同様の ことは KS exact Cat の d- CT subcat でも成立



④ Austender 対応の類似が成立 ④

① fin.dim.kt.ly/fie1dk のとき

representation - finite H Aidander dg
~{ alg A } /~ く→ { gl.dimBE2fdom.am B } Grin

Morita

w
U

A 1 > B End A(M )
が

mod A = add (i . e . M is 1- CT) modA

d- AusIander alg

{ 晁で高 : da } に蝱ば { gl.dimBEdtlEdom.amB }公を

v U

(A 、
M) 1 〉 日- EndHM )

② R : Gorenstein localringofd.im dt I の とき

MECMR : d-CT => B - EndRM) は non - singular Reader

( ie.BE CMR.gl . dim B = d + 1 )

しdtl)- Calabi -Yau alg

非可換 ルパント 特異点 解消



G 1 3 (Classical and hisher ) prepwjectivedgeb.ms@DefPwphi.field.dZI.A.fin.dimk-alg.gl.d
im A Ed

modペヨ E= Ext de LA 、
ぺに ExtA (BAA )= ExtG (DAA )

T = Tat (Al : = TAE) : ( d-1 1 )- prepwjeaivedg.at A
tensor dg

z-gmdedk-alg.peR Homme ( A.AE )= R Homme (A .
Home (DAAD = RHom (AIDA .

A )
+

Hd を とって
。

同型を うる
.

Hom-tensoradiunctionDef@TditTorIt.DA) = HOMME - )
mod A-) modATI: = Ext! (DA 、

- ) = 一 名 E }
d-ARtranslation@XEmodAiindecTd-preprojectiveLTRO.Xは 忒 (A) の 直和因子

d- pre injective _ な (DA)-
i

II の (下 の 名前 の 由来) T = T.am as A - Modules

② した と Vd.TTと Ud (A ) の 関係 )
に0

Tat ( modAC BA ) is, MA) パー modA )

で 二 ( modAC MA )
t BCA)パー、 modA )

ii.ヨ equiv.PE/tomDm(A.VaH):UdlA)~-SPWj1T

一 例 を 挙げる前に derived Version を 考える .
k : Field

,
d 2 1 とする

甠 (Keller) A : dgk - algebra 、

ぺ =

A@dPDlM7RHomaelA.M= RHom A (PAA) = RHome (DA , A)

(は) 7④ := [ RHome (A.AE ) の projection resd.J.ae = @[ d]

T = THA) た (④ d ) derived (di ) - prepwj.at g of A

dg algebra ( 1m )-CY completion )



- たと T の 関係は 以下 で 与えられる 47〇

Prop A : find im
.

k - algebra .gl 、 dimA Ed

t

① (Vd と可の 関係 ) Vd 二 - j@d : DA )- DIA )

とくに た= のど(A) in DA )
に0

② (TKT の 関係) HTT ) =T

げげ )= 0 (Ni>0 )i.e.TEperTlRsiking.object@1Amiot.Gw) と心) = perT/ DYN : d- dusur Cat

{XE DM) | dimでは ) く }

A : Vd- finite =) と d (A) : d-CYtriang.cat with d
-CT 0は A

甠 A : dgh- algebra が homdogicallysmotht.es AE per (べ )

A : d- CY く⇒ homlog.SN かつ RHome (A.AE)= AFN in DIM

Prop A : hand Smooth ⇒ DMA) has a Serre functor (ー ! の か
とくに A : d- CY ⇒ DMA) is a d- CY translated category

Exfin.dim.k-dg.lt が homd . Smooth <⇒ gl . dimAく ゆ かつ

A /玉 はseparablek-dg.IM[Keller] A : homd.sm.dgh-dg.tt 开 : ldt 1 ) - CY

Sketch ( Y = RHomeGM : perべ Esperや とおくと

④ = M が二 AK) 一方 B た=たいが) なので p20型と同様に

ヨ

Bj@dIBtBIAfBTBtBfHOdjBNitriangleinDlB9A.HOE
per べ より BE perが さらに RHom は いが ) [d] を apply して

RHom は 1暙一郎 、
18 ) = B !げ ! B を 用いる と

凶 化)

RHomglB.BE ) [d]→ Bよべいた3-) Bががいが3→ RHome (B は ) [d-1 1 ]
A A



④
: Triangle in Dぽ ) をうる

上の
'

s

は可換なので
.
B = RHomilB.BE ) [dtl] をうる

。 以下 で は T に焦点を 当てる
。

まず
、
古典的 な d= 1 の 場合

.

E d= 1 のとき は T を 単に preprg.atg と よぶ Golfand - Roomarev

Q : acyclic quiver A = GQ

で のダブル の が鳴
| 褜で鬆。噭

otlltkQ) ことで1 ( Ele- da ) )
AEQI

Sketch SG より A : =be= T.lk 、り しな たQo )

0- Age の A
-1 ASA-) A-0 : pwj.resd.at AE modや

これに Hommeに、 べ ) を apply して

ftp.ATAgltomselkQI.se ) のA→ E → 0 : exact (刈

(EE modで の 最小生成系 ) = ( Home (ka.ME mod 5 の 最小生成系 )

= (ha の dval basis ) = 1 は 1 aE Q 、 }

このこと より tensor alg.tn (E ) の quiver は .
Qに {は 1 a EQM を

つけ加えて 得られる
。
関係式も K ) より 分かる

。

主 Q : acyclic quiver A- kQ

Q Dynkin non- Dynkin

RQ representation - finite representation - Infinite

T finite dim

selfinjeaivedginfin.dim.2-CYalg.cl三角圏 MIT = 咡け) is 2-CY DMT ) is で いく

[ Crowley - Boevey]



一 次に は 2 の 場合 ④

Q : quiver

性 quiver with potential (Q ・W ) とは { weed は サイクルの 線形和
(QP)

a

「
やい

PLQ.me GQ/ ( saw 1 aE Qt ) Yi
Jacobi は 弘 (aa . . . an ) = [ deが AnAide-1

nnn

サイクル Qe= 9

7区 Q= 1 9のも ] W= abCPCQ.us = たせ/(bc.ca 、
ab )

のW NW aw

Def Keller] A = ピ~1 (n.im ) :

fin.dimk-alg.EEを した日) な しないの
re

このとき Q
'
: = QU { t : み→ ie } っていい
といったは W - 8 rire loin : Qp

' た

が 1 rd

II [Keller) gl . dimAE 2 ⇒ TCA)= P (Qhw )

Ry より 強く
、

TA) は (0で、
W ) の Ginzburg dgdg .

と quasi- ISO .
となる

b d

型 A -H 。ここy | /は、
bd 9 ) に Austenderdg.ee

h に B of hA3

b d g=が
、

h=は
、

にげ
⇒ Q

'
=

ジ選」

yw_acgtbdh-cehtefi.ee
く、 くー ー

て るaw aiw
1 1 1 1

で3 1A) = kQY ( は、
dh.ga-eh.hb.firhc.ie ,

Min ,B )



「 d= 1では
、 Dynkin , non

- Dynkin ともに .IT は 2- CY性を持って いた
@

Aに 次の条件を 課すことで
。 同じ ことが d22でも成立する

Def [Herschel - I- 0ppermannJAfin.dimalg.gl.in AE d

A : d- hereditary に)
と iEZ.VE (A) の cohomology H

「
(どべ) は

ま が dの 倍数で なければ O

Re d= 1 なら Automatic
.

i . 1- hereditary = hereditary

以下 A : d-hered.t.ITに付随する 2- graded sina.cat に tik. obj . がある
ungraded CT obj

ことを 見る
、

ただし 考える sina.cat は A が 以下 の どちら の クラスに属するか

によって 変わる

Def - Prop ( dichotomy ) A : ring-indecompfin.dim.k-dg.gl . dim A Ed

このとき A : d - heredに〉 以下の いずれか 片方 ( のみ ) が 成立

①
ヨ
ME modA : d-CT obj (このとき A

を d- represent
- finite ( d-RF ) とよぶ )

② が20
.
VIA ) E mod A ( infin.laRI ) )

Rem_Dck1.A--kQ1-RFHQiDynkin1-RIFQinon-Dynkin@A.d
RI くま Tm (A) た。

Mm (A) ⇒ T.IM ) - CY dg

o Results for d- RF alg 。

画 [ IO] A : d- RF dg

① mod A 7 T は d- CT obj .

② T はZ-gwledfin.dim.se/finj.dg.@m#ZTl=DEM)hasaSerre functor に 1 ) [

dt1Im1TtDsglTisldtIl-CY@triangleequiv.mIを
开 = perB 、

吐た ことが (B )

B 型が1 1 ) : stable d-Auslanderalghasgl.am B Edt I



Rem . d= 1 のとき ④ の 前半は [Amir ] @
- A : d- RF⇒ Td により 以下 の bijection が 与え られる

{ non- prindec.obj.in addTake~
け

) { non- inr.indec.obj.in addTa Vis。

さらに 全ての TE- orbit in addTA は indec.pro?A-modK.indec.inj.A-mod. を

以下 n= 4
1 つずつ 含む

型 A : Higher Aus alg of Type An
r

T 「は 1 A .

d=2 A T 、

く く

く く <

d= 3 A T
n

L L

L L L

L

L L

L

d= 4 A

<

T < <

L L L

<

< < <

L L

L

a

a

Proof of @ Use Yamada or Happens 型 in 57



・ Results for d- RI alg .

520

EX [ Geigk- Lening 9 1 ] d= 1

ki dg 、

closed of char O Qi 拡大 Dynkin quiver

-.-

.

. . .
1
. . ..com

. . .
1
. . . . .-_-

A :these :
に 対応する

idempotentT-T.CA
) => の R eTe は Simple Sing . of dim 2

では tensor dg TAE ) なので Z- graded で あり 。

Rも そう
.

Recall from § 7 Rは CM - finite

③ ( CMR の AR quiver) = T = けの quiver )

( 聖懕品かを籬㔟 Schmidt でない ので
.

R = なを を completion した

)
に。

実は ③ より 強く 、
次が 成立 。

~

④ ヨ equivalence (-)e : pwjT
-> CMR

Xtet Xe

とくに T.ECMR は addFe = CMR をみたす (つまり 1-CT Object )

IT= End、(T) が成立 ( つまり T は R の Aus Iander da - )

⑤ E Ql : Dynkin quiver に対し .

ヨ Triangle

eqviv.CI?R=DFg(R)=DblkE)EGeigIe-Len2ing.Kajium-Saito-Takahashi ]
EI R = Dsg (R) こと、 (GE) [ Amicot]

以上まとめると

Pmpwjalg e (less
,meshE 《 たQ

、_1-7 css R

Dynkin 拡大 肱kin ( Jo Aus 、 dg Simple Sing



・ 以上の del の 事実 を d 21 に 拡張する 53○

Assame . A : d- RI alg.TT : = TNA ) は Noether

ring.AZe : idempotents.t.im た けいがく

. eAcre) = 0 ( ie.AE ie いeines )
このとき R= EAE (一般に 非可換 ) 、

二- Alle ) とお く

画 [ Amir I- Reiter ) 以上の 仮定の もと

① R は Iwanaga- Gorenstein ring

② Te は CMR の d- CT Object
EndRITE ) = TI が 成立 ( つまり T は Rのd-Auslanderalgj@gI.dim二 Ed で ヨ Triangle equivalences

凹取 = DER) = が日)

凹 R = Dsg(R)ニ と d日)

以上 まとめると

(m) -prepng.dg.ec ) e

きくく As
' T s

' R

( 1 0 d AusIander alg

Idea of Proof の は 「symmetric alg B と その idempotent E に対して .

eBe も symmetric dg . である」 ことの 類似

② は 高次 Austinder 対応 ( G 12 ) の 類似

③ 前半 は が日) ini MA )-いたす が(mod奴 )→ DER) が

equivalence を 与える、

後半は Ea日) の University を 用いる 。

12世 の ヨ similar results by [ de Vdcsey - Van den Bergh ] . 1 Kakk -Yang]

② { d-RI は }全咄
に 1
_ { ( dtl )- CYalg.ofainv.tl/~gr.Moritall( non - dg )

A 1-3 ThA) [ Keller 、
Minamo-Mori ]



これより ( dtl ) - CY alg.ofainv.nl から はじめて いろいろな例 を作れる @

昼 h : Field
.

S = h 6
.

. . .

.
u] SE k : primitive nth not of 1

SLdtl した) コ G : = く diag (ST . . .

.
Sad ) > ( ai E Nnz )

G Acts on S natura lly . SG : invariant

subring.CIAssame If a En- 1 (に 0 ~ d ) and foi = n
Then ヨ findim k- alg 二 、

ヨ 2- gradingen SG and Triangle equivalence S

凹
を SG = が日) .CA SG = ed日)

Re 1つ 目 の equivalence は [ Ueda 08] で Orleans Than により 示された

こと の 2- grading) の 定め方 :

.IT : = S*G :

skewgwupring.tl
= sghG asa た- Vector Space

. Y
.
f
'ES.gg/EG.(f@g)(f'@g'):=fg(f5@gg/.

で は G の McKay quiver で 表示される

- Venices : { 1 .2 .

. . .

.
n ) = 五

lnz.arrowsiyii.sitar ( iEN nZ .

0 Ere d )

・ relations : なつば 二 つば な

. T の Z - grad ing を 以下 で 定める =〉 SG = enTen の 五 - gradingも 定まる

deg (な : i→ いな) = { f で みな [Ueda]
else

. A :二 T.fi= A/ (en)

すると AIR '

s Then の 仮定 が 満たされ .
Cor が 従う

区 d= 2
.
n= 5 . (ao.a.az ) = ( 1 .

2
.
2 )

l
,ヽ xy=が

"
→

「に も劂 /は、
劉 高

1
4 cm 3

間鬭 11𠠇 きた 1翻𠠇



他にも E のとり 方は いくつ かある
。

例えば Creates 55〇

{ 14 他 の 結果

特異圏の傾理論 に関する 他の 結果 を いくつか 挙げる
。

① [ Kajiwa - Saito Takahashi 07.09 、 Learning - dela Pena 1 1 ]

良い 2次元hypersurface@EUedal2.I
- Takahashi 13

.
Mori- Ueyama 1 6 ]

商特異点 と その非可換版 ( p54 とは 別 の 2- grading )

330 [ Smith -Van den Bergh 13
,
Mori- Ueyama 、 Higashitani-Ueyama ]

非可換hypersurface@EYvtaKimura18.MJ
た =石(たい と Coxetev群の 元WEW から 定まる T

⑤ [ Minamoto - Yamawa 211 homdogially well- graded I-Gorenstein dg

⑥ [ Lu - Zhu ] findim . Iwanaga
- Gorenstein algebra with inj . dim E 1

⑦ [ Hirano - Ovchi ]

chain型 の

invertibkpolynomial@EHaniharaJYonedaalgebrae.t
。


