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第1章 Banach空間

§ 1.1 ノルム空間

本講義では以下，K = RまたはCとする．

定義. XをK線形空間とする．写像‖ · ‖ : X → RがX上のノルムであると
は，以下を満たすことである．

1. 任意のx ∈ Xに対し‖x‖ ≥ 0が成り立つ；

2. ‖x‖ = 0とx = 0は同値である；

3. 任意のc ∈ K, x ∈ Xに対し‖cx‖ = |c|‖x‖が成り立つ；
4. 任意のx, y ∈ Xに対し‖x+y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖（三角不等式）が成り立つ．

このとき，組(X, ‖ · ‖)，あるいは単にX，をノルム空間と呼ぶ．
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問. (X, ‖ · ‖)をノルム空間とする．任意のx, y ∈ Xに対し∣∣∣‖x‖ − ‖y‖
∣∣∣ ≤ ‖x − y‖

が成り立つことを示せ．

例 (数ベクトル空間). n ∈ Nとする．Knは（複素）Euclidノルム

‖x‖ =

( n∑
j=1

|xj|2
)1/2

, x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn,

に関してノルム空間となる．証明は省略する．ノルムとは，このようなベク
トルの“長さ”が持つ性質を抽出して，一般化したものに他ならない．
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例. Knは

‖x‖p =

( n∑
j=1

|xj|p
)1/p

, 1 ≤ p < ∞,

あるいは

‖x‖∞ = max
j=1,...,n

|xj|,

に関してもノルム空間となる．証明は省略する．なお，‖·‖2は（複素）Euclid

ノルムに他ならない．

問.任意のx ∈ Knに対し，

lim
p→∞‖x‖p = ‖x‖∞

が成り立つことを示せ．
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例. K ⊂ Rnを有界閉集合とし，C(K)をK上のK値連続関数全体の集合
とする．C(K)上の自然な和とスカラー倍を，任意のu, v ∈ C(K)および
c ∈ Kに対し

(u+ v)(x) = u(x) + v(x), (cu)(x) = cu(x); x ∈ K,

で定めると，C(K)はK線形空間となる．また，任意のu ∈ C(K)に対しそ
の一様ノルムを

‖u‖ = sup
x∈K

|u(x)| = max
x∈K |u(x)|

で定めると，C(K)はノルム空間となる．

問. C(K)が一様ノルムに関してノルム空間となることを確かめよ．（自然な
和とノルムに関してK線形空間となることは既知としてもよい．）
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◦ 自然な距離

命題 1.1. Xをノルム空間とする．任意のx, y ∈ Xに対し

dist(x, y) = ‖x − y‖
と定めると，distはX上の距離である（自然な距離と呼ぶ）．すなわち，

1. 任意のx, y ∈ Xに対しdist(x, y) ≥ 0が成り立つ；

2. dist(x, y) = 0となるための必要十分条件はx = yである；

3. 任意のx, y ∈ Xに対しdist(x, y) = dist(y, x)が成り立つ；

4. 任意のx, y, z ∈ Xに対しdist(x, z) ≤ dist(x, y) + dist(y, z)が成り
立つ．

証明. ほぼ明らかなので，証明は省略する．
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◦ 自然な位相

定義. Xをノルム空間とする．X上の自然な位相とは，自然な距離から定ま
る位相のことである．

注意.以降，ノルム空間は，常にその自然な位相に関して位相空間とみなす．
よって，定義によれば，X上の点列(xj)j∈Nがx ∈ Xに収束するとは

lim
j→∞‖x − xj‖ = 0

が成り立つことである．このとき，これを

x = lim
j→∞xj あるいは xj → x (j → ∞)

などで表す．

問. K ⊂ Rnを有界閉集合とする．C(K)の任意の関数列に対し，一様ノル
ムに関する収束と一様収束は同等であることを示せ．
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◦ 構造の連続性

命題 1.2. Xをノルム空間とする．このとき，以下が成り立つ．

1. 加法X × X → Xは連続である．すなわち，xj → xかつyj → yなら
ば，xj + yj → x+ yが成り立つ．

2. スカラー倍K × X → Xは連続である．すなわち，cj → cかつxj → x

ならば，cjxj → cxが成り立つ．

3. ノルム‖ · ‖ : X → Rは連続である．すなわち，xj → xならば，‖xj‖ →
‖x‖が成り立つ．
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証明. 1. xj → xかつyj → yとすると，∥∥∥(x+ y) − (xj + yj)
∥∥∥ ≤ ‖x − xj‖ + ‖y − yj‖ → 0

が成り立つ．よってX上の加法は連続である．

2. cj → cかつxj → xとすると，∥∥∥cx − cjxj
∥∥∥ ≤ |c − cj|‖x‖ + |cj|‖x − xj‖ → 0.

が成り立つ．よってX上のスカラー倍は連続である．

3. xj → xとすると，∣∣∣‖x‖ − ‖xj‖
∣∣∣ ≤ ‖x − xj‖ → 0

が成り立つ．よってX上のノルムは連続である．

問.命題 1.2に対し，ε-δ論法を用いた厳密な証明を与えよ．
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◦ 同値なノルム

定義. XをK線形空間とする．X上の2つのノルム‖ · ‖1, ‖ · ‖2が互いに同
値であるとは，あるc, C > 0が存在して任意のx ∈ Xに対し

c‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ C‖x‖1
が成り立つことである．

定理 1.3.XをK線形空間とし，‖ ·‖1, ‖ ·‖2をX上の互いに同値なノルムと
する．このとき，‖ · ‖1, ‖ · ‖2から誘導されるX上の位相構造は同一である．
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証明. X上の点列(xj)j∈Nの‖ · ‖1と‖ · ‖2に関する収束が同値であることを
示せばよい．まず，‖ · ‖1に関してxj → xとすると，

‖x − xj‖2 ≤ C‖x − xj‖1 → 0

なので，‖ ·‖2に関してxj → xとなる．逆に‖ ·‖2に関してxj → xとすると，

‖x − xj‖1 ≤ c−1‖x − xj‖2 → 0

なので，‖ · ‖1に関してxj → xとなる．したがって主張が示された．

注意. K線形空間Xが有限次元ならば，X上の任意の2つのノルムは互いに
同値であることが知られており，ノルム空間としての位相構造は一意的であ
る．一方，Xが無限次元の場合には，X上には無限個の互いに同値ではない
ノルムが存在し，無限個の位相構造が存在する．証明は省略する．
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§ 1.2 Banach空間

定義.ノルム空間X上の点列(xj)j∈NがCauchy列であるとは，

∀ε > 0 ∃N ≥ 0 s.t. ∀j, k ≥ N ‖xj − xk‖ < ε

が成り立つことである．

注意. X上の任意の収束列はCauchy列である．実際，もしxj → xならば，

‖xj − xk‖ ≤ ‖xj − x‖ + ‖x − xk‖ → 0 (j, k → ∞)

が成り立つ．（問. ε-δ論法を用いた厳密な証明を与えよ．）

定義.ノルム空間Xが完備であるとは，X上の任意のCauchy列がXのある
点に収束することである．完備なノルム空間をBanach空間と呼ぶ．

13

例. Knは（複素）Euclidノルムに関してBanach空間である．さらに任意
のp ∈ [1,∞]に対し‖ · ‖pに関してもBanach空間である．証明は省略する．

例. K ⊂ Rnを有界閉集合とする．C(K)は一様ノルムに関してBanach空
間となる．

証明. ここでは完備性のみを確かめる．

Step 1. (uj)j∈NをC(K)上のCauchy列とする．まず極限の候補となる関
数uを構成する．各x ∈ Kに対し，j, k → ∞のとき

|uj(x) − uk(x)| ≤ ‖uj − uk‖ → 0

であることに注意すると，(uj(x))j∈NはK上のCauchy列である．よって，
各点極限

u(x) := lim
j→∞uj(x)

が存在し，これにより関数u : K → Kを定めることができる．
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Step 2. 次にu ∈ C(K)を示す．まずCauchy列の定義によれば

∀ε > 0 ∃N ≥ 0 s.t. ∀j, k ≥ N ‖uj − uk‖ < ε

が成り立つ．するとノルムの定義により

∀ε > 0 ∃N ≥ 0 s.t. ∀j, k ≥ N ∀x ∈ K |uj(x) − uk(x)| < ε.

であり，ここでk → ∞すると
∀ε > 0 ∃N ≥ 0 s.t. ∀j ≥ N ∀x ∈ K |uj(x) − u(x)| ≤ ε (♠)

を得る．これは連続関数列(uj)j∈Nがuに一様収束することを意味し，よっ
て確かにu ∈ C(K)である．

Step 3. 最後にC(K)の位相においてuj → uであることを示す．(♠)と一
様ノルムの定義より

∀ε > 0 ∃N ≥ 0 s.t. ∀j ≥ N ‖uj − u‖ ≤ ε

である．よって主張は示された．
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例 (直積空間). (X, ‖ · ‖X)および(Y, ‖ · ‖Y )をBanach空間とする．任意
の(x, y), (x′, y′) ∈ X × Y とc ∈ Kに対し

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′), c(x, y) = (cx, cy)

と定義すると，X × Y はK線形空間となる．さらに任意の(x, y) ∈ X × Y

に対し

‖(x, y)‖X×Y = ‖x‖X + ‖y‖Y
と定義すると，(X × Y, ‖ · ‖X×Y )はBanach空間となる．

問.上の主張を確かめよ．
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§ 1.3 Lebesgue空間

本節では以下，(Ω,B, μ)を測度空間とする．

定義. p ∈ [1,∞)とする．Ω上のLp空間を

Lp(Ω) = Lp(Ω,B, μ) =
{
u : Ω → K; uは可測かつ

∫
Ω

|u|p dμ < ∞
}

で定める．また，任意のu ∈ Lp(Ω)に対し，そのLpノルムを

‖u‖p = ‖u‖Lp =
(∫

Ω
|u|p dμ

)1/p

で定める．ただしLp(Ω)において，Ω上ほとんど至るところ一致する関数は
すべて同一視するものとする．
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定義. 1. 可測関数u : Ω → RがΩ上で本質的に上に有界であるとは，

∃M ∈ R s.t. u ≤ M a.e. on Ω

が成り立つことである．

2. 可測関数u : Ω → Rに対し，その本質的上限を

ess supu = inf
{
M ∈ R; u ≤ M a.e. x ∈ Ω

}
で定義する．ただし，uがΩ上で本質的に上に有界でないときには，

ess supu = ∞
と定める．

問.任意の可測関数u : Ω → Rに対し，

u(x) ≤ ess supu for a.e. x ∈ Ω

が成り立つことを示せ．
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定義. Ω上のL∞空間を

L∞(Ω) = L∞(Ω,B, μ) =
{
u : Ω → K; uは可測かつ ess sup |u| < ∞

}
で定める．また，任意のu ∈ L∞(Ω)に対し，そのL∞ノルムを

‖u‖∞ = ‖u‖L∞ = ess sup |u|
で定める．ただしL∞(Ω)において，Ω上ほとんど至るところ一致する関数
はすべて同一視するものとする．

注意.通常，Lebesgue可測集合U ⊂ Rnに対しては，特に断りが無ければ，
Lp(U)は常にLebesgue測度に関するU上のLp空間を表すものとする．
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定理 1.4 (Hölderの不等式). p, q ∈ [1,∞]は

1 ≤ p ≤ q ≤ ∞,
1

p
+

1

q
= 1

を満たすとする．ただし，p = 1のときは，q = ∞と解釈する．このとき，
任意のu ∈ Lp(Ω)とv ∈ Lq(Ω)に対し，積uvはμ可積分であり，∫

Ω
|uv|dμ ≤ ‖u‖p‖v‖q

が成り立つ．

証明. p = 1, q = ∞なら∫
Ω

|uv|dμ ≤ ‖v‖∞
∫
Ω

|u|dμ = ‖u‖1‖v‖∞
なので，主張が成り立つ．
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次に1 < p ≤ q < ∞とする．このとき，まず任意のa, b ≥ 0に対し

ab ≤ ap

p
+

bq

q
(♣)

が成り立つことに注意する．実際，f(a) = ap/p + bq/q − abとおくと，
f ′(a) = ap−1 − bより，f(a) ≥ f(b1/(p−1)) = 0となって確かに(♣)が
従う．さて，‖u‖p‖v‖q = 0なら主張は明らかなので，‖u‖p‖v‖q �= 0とし
てよい．このとき，(♣)より

1

‖u‖p‖v‖q
∫
Ω

|uv|dμ =
∫
Ω

|u|
‖u‖p

|v|
‖v‖q

dμ

≤ 1

p
‖u‖−p

p

∫
Ω

|u|p dμ+
1

q
‖v‖−q

q

∫
Ω

|v|q dμ

=
1

p
+

1

q
= 1

である．したがって主張が示された．
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定理 1.5 (Minkowskiの不等式). p ∈ [1,∞]とする．このとき, 任意の
u, v ∈ Lp(Ω)に対して，u+ v ∈ Lp(Ω)であり，さらに

‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p
が成り立つ．特に，Lp(Ω)は‖ · ‖pに関してノルム空間となる．

証明. p = 1,∞なら主張は易しいので，1 < p < ∞とする．このとき，任
意のu, v ∈ Lp(Ω)とほとんどすべてのx ∈ Ωに対し

|u(x) + v(x)|p ≤
(
|u(x)| + |v(x)|

)p
≤

(
2max

{
|u(x)|, |v(x)|

})p
≤ 2pmax

{
|u(x)|p, |v(x)|p

}
≤ 2p

(
|u(x)|p + |v(x)|p

)
が成り立つ．したがって，u+ v ∈ Lp(Ω)である．
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さらに，Hölderの不等式より，q = p/(p − 1)に対し

‖u+ v‖pp =
∫
Ω

|u(x) + v(x)|p dμ

≤
∫
Ω

|u(x) + v(x)|p−1|u(x)|dμ

+
∫
Ω

|u(x) + v(x)|p−1|v(x)|dμ

≤
(∫

Ω
|u(x) + v(x)|(p−1)q dμ

)1/q(
‖u‖p + ‖v‖p

)
= ‖u+ v‖p/qp

(
‖u‖p + ‖v‖p

)
である．もし‖u+ v‖p �= 0なら，上式の両辺を‖u+ v‖p/qp で割ることで主
張の不等式が従う．一方，‖u + v‖p = 0の場合には，主張の不等式は明ら
かである．Lp(Ω)が‖ · ‖pに関してノルム空間となることは，上に示したこ
とからすぐに分かる．よって主張が示された．
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定理 1.6.任意のp ∈ [1,∞]に対し，Lp(Ω)はBanach空間である．

証明. 完備性を確かめればよい．ここではp < ∞の場合のみ示し，p = ∞の
場合は問として省略する．(uj)j∈NをLp(Ω)上の任意のCauchy列とする．

Step 1. ある部分列(ujk)k∈Nが存在して，

‖ujk+1
− ujk‖p < 2−k

が成り立つ．実際，仮定よりあるj1 ≥ 1が存在して，任意のj ≥ j1に対し

‖uj − uj1‖p < 2−1

が成り立つ．次に，j2 > j1を十分大きく選べば，任意のj ≥ j2に対し

‖uj − uj2‖p < 2−2

が成り立つ．これを繰り返せばよい．
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Step 2. vk = ujkとおく．w2, w3, . . . ∈ Lp(Ω)を，各x ∈ Ωに対し

wl(x) = |v1(x)| +
l−1∑
k=1

|vk+1(x) − vk(x)|

で定める．任意のx ∈ Ωに対し，実数列(wl(x))l≥2は単調非減少なので，

w(x) = lim
l→∞

wl(x) ≤ ∞
が存在するが，このとき，さらにw ∈ Lp(Ω)である．実際，単調収束定理
とMinkowskiの不等式により∫

Ω
|w|p dμ = lim

l→∞

∫
Ω

|wl|p dμ

≤ lim
l→∞

(
‖v1‖p +

l−1∑
k=1

‖vk+1 − vk‖p
)p

≤
(
‖v1‖p +1

)p
< ∞

である．特に，wはΩ上ほとんど至るところ有限であることに注意する．
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Step 3. ほとんどすべてのx ∈ Ωに対し

v(x) := lim
k→∞

vk(x) (♣)

が存在し，さらにv ∈ Lp(Ω)である．実際，任意のx ∈ Ωとm > lに対し

|vm(x) − vl(x)| ≤
m−1∑
k=l

|vk+1(x) − vk(x)| ≤ wm(x) − wl(x) (♠)

であり，ほとんどすべてのx ∈ Ωに対し(wl(x))l≥2がCauchy列であった
ことから，同じx ∈ Ωに対して(♣)は収束する．さらに，三角不等式より

|v(x)| = lim
k→∞

|vk(x)| ≤ lim
k→∞

wk(x) = w(x)

なので，w ∈ Lp(Ω)からv ∈ Lp(Ω)が従う．
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Step 4. Lp(Ω)の位相において，(vk)k∈Nがvに収束することを示す．まず，
(♣)が成立することに注意する．また，(♠)においてm → ∞とすると∣∣∣v(x) − vl(x)

∣∣∣ ≤ w(x) − wl(x) ≤ w(x)

である．w ∈ Lp(Ω)より，Lebesgue収束定理を適用して，

lim
l→∞

‖v − vl‖p = 0

を得る．
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Step 5. 最後に(uj)j∈Nがvに収束することを示す．任意のε > 0に対しあ
るN ∈ Nが存在して，任意のj, l > Nに対し

‖uj − ul‖p < ε

が成り立つ．ここで l = jkととってk → ∞とすると，任意のj > Nに対し

‖uj − v‖p ≤ ε

が成り立つ．これより主張が従う．

問. p = ∞の場合に対し，定理 1.6の証明を与えよ．
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例.可測空間(N,P(N))上の数え上げ測度#を，任意のE ⊂ Nに対して

#(E) =
∑
j∈E

1 = (Eの元の個数)

で定義する．各p ∈ [1,∞]に対し，�p空間を

�p(N) = Lp(N,P(N),#)

で定めると，定理 1.6によりこれはBanach空間である．なお，任意のp ∈
[1,∞)に対し

�p(N) =

{
u : N → K;

∑
j∈N

|uj|p < ∞
}
, ‖u‖p =

(∑
j∈N

|uj|p
)1/p

,

�∞(N) =

{
u : N → K; sup

j∈N
|uj| < ∞

}
, ‖u‖∞ = sup

j∈N
|uj|

と表せることに注意せよ．ここで，uj = u(j)と書いた．
29

注意. 1. p ∈ [1,∞)に対し上の主張を示すには，以下の事実に注意すれば
よい．まず，任意の関数u : N → KはP(N)可測である．さらに，これ
が#可積分となるための必要十分条件は∑

j∈N
|uj| < ∞

であり，このとき， ∫
N
ud# =

∑
j∈N

uj

が成り立つ．（問. これを確かめよ．）

2. 同様に，�p(Z)なども定義される．すべてまとめて単に�pと書くことも
ある．
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§ 1.4 完備化

定理 1.7. Xをノルム空間とする．このとき，あるBanach空間 X̃と写像
J : X → X̃で以下を満たすものが存在する：

1. Jは線形である．すなわち任意のx, y ∈ X, c ∈ K に対し

J(x+ y) = Jx+ Jy, J(cx) = c(Jx)

が成り立つ．

2. Jは等長である．すなわち任意のx ∈ Xに対し‖Jx‖ = ‖x‖が成り立つ．
特にJは単射である．

3. Jの像は X̃で稠密である．すなわち任意の x̃ ∈ X̃と任意の ε > 0に対
し，あるx ∈ Xが存在して‖x̃ − Jx‖ < εが成り立つ．

注意. XとX̃のどちらのノルムも単に‖ · ‖とした．中身の変数で区別せよ．
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証明. Step 1. まずはXの完備化の候補となる線形空間 X̃を構成する．X

のCauchy列全体の集合を

X =
{
(xj) = (xj)j∈N; (xj)はX上のCauchy列

}
とおき，(xj), (yj) ∈ Xに対して関係 ∼ を

(xj) ∼ (yj)
def⇐⇒ lim

j→∞‖xj − yj‖ = 0

で定義する．これは同値関係である．商集合を

X̃ = X/ ∼
とおく．任意の x̃ = [(xj)], ỹ = [(yj)] ∈ X̃とc ∈ Kに対して

x̃+ ỹ = [(xj + yj)], cx̃ = [(cxj)]

と定義すると，これらはwell-definedであり，X̃は線形空間となる．ここで
零元 0̃はxj → 0となる列を代表元に持つ同値類 [(xj)]である．
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Step 2. 次にX̃上のノルムを構成する．任意の x̃ = [(xj)] ∈ X̃に対し

‖x̃‖ := lim
j→∞‖xj‖ (♣)

が存在して，代表元によらずwell-definedである．実際，j, k → ∞のとき∣∣∣‖xj‖ − ‖xk‖
∣∣∣ ≤ ‖xj − xk‖ → 0

なので(♣)の収束が分かり，また，(xj) ∼ (yj)とすると∣∣∣‖xj‖ − ‖yj‖
∣∣∣ ≤ ‖xj − yj‖ → 0

なので(♣)はwell-definedである．この‖ · ‖はX̃上のノルムである．実際，
正値性および‖x̃‖ = 0と x̃ = 0̃の同値性は明らかであり，さらに

‖cx̃‖ = lim
j→∞‖cxj‖ = |c| lim

j→∞‖xj‖ = |c|‖x̃‖,

‖x̃+ ỹ‖ = lim
j→∞‖xj + yj‖ ≤ lim

j→∞
(
‖xj‖ + ‖yj‖

)
= ‖x̃‖ + ‖ỹ‖

が成り立つ．
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Step 3. X̃は完備であることを示す．(x̃j) = (x̃j)j∈NをX̃上のCauchy列
とする．各j ∈ Nに対し代表元をとって x̃j = [(x(j)k )k]と表す．各j ∈ Nに
対しkj ∈ Nを適当に選んで

∀l,m ≥ kj ‖x(j)l − x
(j)
m ‖ < j−1

とすると，(x(j)kj
) = (x(j)kj

)j∈NはXのCauchy列である．実際，

‖x(j)kj
− x

(m)
km

‖ ≤ ‖x(j)kj
− x

(j)
l ‖ + ‖x(j)l − x

(m)
l ‖ + ‖x(m)

l − x
(m)
km

‖
において l → ∞とすると

‖x(j)kj
− x

(m)
km

‖ ≤ j−1 + ‖x̃j − x̃m‖ +m−1 → 0 (j,m → ∞).

であり，これは(x(j)kj
) ∈ Xを意味する．
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次に x̃ = [(x(j)kj
)]が(x̃j)の収束先であることを示す．定義より

‖x̃ − x̃j‖ = lim
l→∞

‖x(l)kl
− x

(j)
l ‖

である．ここで

‖x(l)kl
− x

(j)
l ‖ ≤ ‖x(l)kl

− x
(j)
kj

‖ + ‖x(j)kj
− x

(j)
l ‖

であるが，一方で任意のε > 0に対しあるNが存在して

j ≥ N, l ≥ max{N, kj} ⇒ ‖x(l)kl
− x

(j)
kj

‖ < ε, ‖x(j)kj
− x

(j)
l ‖ < j−1

なので，結局j ≥ Nのとき

‖x̃ − x̃j‖ ≤ ε+ j−1

となる．ゆえに(x̃j)は x̃に収束し，X̃はBanach空間である．
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Step 4. 最後に埋め込みJを構成する．Jを次の写像の合成J = π ◦ ιとし
て定義する：

X
ι
↪→ X

π→ X̃ = X/ ∼, x �→ (x) �→ [(x)].

ここで(x)は恒等点列とする．Jは明らかに線形かつ等長であるので，あと
は像JXがX̃で稠密なことを示せばよい．任意の x̃ = [(xj)] ∈ X̃に対して

‖x̃ − Jxj‖ = lim
k→∞

‖xk − xj‖

であるが，(xj)はCauchy列であるゆえ，jを大きくすれば右辺はいくらで
も小さくできる．したがってJXはX̃で稠密である．
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定義.ノルム空間Xの完備化とは，定理 1.7の条件を満たすBanach空間X̃

（と埋め込み写像J : X → X̃の組）のことである．

定理 1.8.Xをノルム空間とする．Xの完備化は同型の違いを除いて一意的
である．すなわち，(X̃1, J1)と(X̃2, J2)がともにXの完備化であれば，あ
る線形等長全単射J21 : X̃1 → X̃2が存在して

J21 ◦ J1 = J2

が成り立つ．

証明. 任意の x̃ ∈ X̃1に対し，J1X ⊂ X̃1の稠密性より，あるX上の点列
(xj)j∈Nが存在して，J1xj → x̃となる．J1, J2は等長なので，(J2xj)j∈N
はX̃2上のCauchy列であり，収束する．そこで

J21x̃ = lim
j→∞ J2xj ∈ X̃2

と定めると，これは主張の性質を満たしている（詳細は問とする）．
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例 (Sobolev空間). U ⊂ Rnを空でない開集合する．このとき，任意の
k ∈ N0 := {0} ∪ Nとp ∈ [1,∞]に対し

Ck,p(U) =
{
u ∈ Ck(U); ‖u‖k,p < ∞

}
; ‖u‖k,p =

⎛⎝ ∑
|α|≤k

‖∂αu‖pp
⎞⎠1/p

,

とおくと，Ck,p(U)は‖ · ‖k,pに関してノルム空間となる．このノルム空間の
完備化をU上のSobolev空間と呼び，Wk,p(U)で表す．

例. U ⊂ Rnを空でない開集合とし，p ∈ [1,∞]とする．Lebesgue積分に
関する一般論から，部分空間C0,p(U) ⊂ Lp(U)はノルム‖ · ‖0,p = ‖ · ‖pに
関して稠密である．よって完備化の一意性から，

W0,p(U) = Lp(U)

と同一視される．
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§ 1.5 可分性

定義.位相空間Xが可分であるとは，ある可算かつ稠密な部分集合D ⊂ X

が存在することである．

定理 1.9. 1. 任意のp ∈ [1,∞)に対し，�p(N)は可分である．

2. 任意の p ∈ [1,∞)と空でないLebesgue可測集合U ⊂ Rnに対し，
Lp(U)は可分である．

注意.なお，�∞(N)やL∞(U)は可分ではない．実用上現れる多くの関数空
間は可分であることが知られているが，ここでは上の2つの例のみを取り上
げる．
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証明. 1. K = R or Cに応じて，

D =
{
v : N → Q or Q(i); ∃N ∈ N s.t. ∀j ≥ N vj = 0

}
とおく．これは明らかに�p(N)の可算部分集合である．稠密性を確かめよう．
任意のu ∈ �p(N)とε > 0をとる．このとき，N ∈ Nを十分大きくとって

∞∑
j=N

|uj|p <
1

2
εp

とできる．このNに対してv1, . . . , vN−1 ∈ Q or Q(i)を適当に選べば
N−1∑
j=1

|uj − vj|p <
1

2
εp

が成り立つ．さて，j ≥ Nに対してはvj = 0とおけば，v ∈ Dかつ

‖u − v‖p =

(N−1∑
j=1

|uj − vj|p +
∞∑

j=N

|uj|p
)1/p

< ε

40

が成り立つ．よって�p(N)は可分である．

2. ここでは可算かつ稠密な部分集合D ⊂ Lp(U)の構成を与えるのみで，そ
れ以上の詳細は省略する．まず，Rn上の有理半開区間全体の集合を

I =
{
(a1, b1] × · · · × (an, bn] ⊂ Rn; aj, bj ∈ Q

}
とおくと，これは可算集合である．すると，単関数からなる集合

D =

{ N∑
j=1

αjχIj∩U ; N ∈ N, Ij ∈ I, αj ∈ Q or Q(i)

}

はLp(U)の可算な部分集合である．さらにLebesgue積分の一般論よりD ⊂
Lp(U)は稠密である（任意のu ∈ Lp(U)に対し，uを単関数近似し，さらに
その単関数をDの元で近似する）．よってLp(U)は可分である．
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第2章 Hilbert空間

§ 2.1 Hilbert空間

定義.XをK線形空間とする．写像(·, ·): X ×X → KがX上の内積である
とは，以下を満たすことである．

1. 任意のx ∈ Xに対し(x, x) ≥ 0が成り立つ；

2. (x, x) = 0とx = 0は同値である；

3. 任意のx, y ∈ Xに対し(x, y) = (y, x)が成り立つ，

4. 任意のa, b ∈ Kとx, y, z ∈ Xに対し(ax+ by, z) = a(x, z) + b(y, z)

が成り立つ．

このとき，(X, (·, ·))または単にXを内積空間と呼ぶ．
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例 (数ベクトル空間). Knは（複素）Euclid内積

(x, y) =
n∑

j=1

xjyj, x, y ∈ Kn,

により内積空間となる．

例 (L2空間). (Ω,B, μ)を測度空間とする．L2(Ω)はL2内積

(u, v) =
∫
Ω
uv dμ, u, v ∈ L2(Ω),

により内積空間となる．なお任意のu, v ∈ L2(Ω)に対しuvが可積分である
ことは，例えばHölderの不等式から従う．また特に，�2(N)の内積は

(u, v) =
∑
j∈N

ujv̄j, u, v ∈ �2(N),

で与えられる．
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◦ 自然なノルム

定理 2.1. Xを内積空間とし，任意のx ∈ Xに対し

‖x‖ =
√
(x, x)

と定める．このとき，以下が成り立つ．

1. (Cauchy–Schwarzの不等式) 任意のx, y ∈ Xに対して

|(x, y)| ≤ ‖x‖‖y‖
が成り立つ．

2. ‖ · ‖はX上のノルムである．

注意.上の‖ · ‖をX上の自然なノルムと呼ぶ．以降，内積空間は自然なノル
ムに関してノルム空間とみなし，特に位相空間とみなす．
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証明. 1. y �= 0としてよい．このとき，α = −(x, y)/‖y‖2とおくと
0 ≤ (x+ αy, x+ αy)

= ‖x‖2 + α(x, y) + α(y, x) + |α|2‖y‖2
= ‖x‖2 − |(x, y)|2/‖y‖2

なので，求める結論が従う．

2. 三角不等式のみを示す．Cauchy–Schwarzの不等式より

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + (x, y) + (x, y) + ‖y‖2
≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖ + ‖y‖2
= (‖x‖ + ‖y‖)2

なので，求める結論が従う．
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◦ 内積の連続性

命題 2.2.Xを内積空間とする．このとき，内積(·, ·): X ×X → Kは連続
である．すなわち，xj → xかつyj → yならば，(xj, yj) → (x, y)である．

証明. xj → x, yj → yとすると∣∣∣(x, y) − (xj, yj)
∣∣∣ ≤ |(x − xj, y)| + |(xj, y − yj)|
≤ ‖x − xj‖‖y‖ + ‖xj‖‖y − yj‖ → 0

を得る．
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◦ 内積空間の特徴付け

定理 2.3. 1. (中線定理) Xを内積空間とする．任意のx, y ∈ Xに対し

‖x+ y‖2 + ‖x − y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2) (♥)

が成り立つ．

2. Xをノルム空間とする．もし任意のx, y ∈ Xに対し(♥)が成り立つな
ら，K = C,Rのそれぞれに応じて

(x, y) =
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x − y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x − iy‖2

)
,

(x, y) =
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x − y‖2

)
はXに内積を定める．さらにこれらの内積はX上の元々のノルムと両立
する．すなわち，(·, ·)が定める自然なノルムは‖ · ‖に一致する．

注意.主張2に現れる内積のノルムによる表示公式を，極化恒等式と呼ぶ．
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証明. 1. 任意のx, y ∈ Xに対し

‖x+ y‖2 + ‖x − y‖2 = ‖x‖2 + (x, y) + (x, y) + ‖y‖2
+ ‖x‖2 − (x, y) − (x, y) + ‖y‖2

= 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
である．

2. (·, ·)が内積の公理を満たすことの証明は省略する．またK = Cのとき，
任意のx ∈ Xに対して

(x, x) =
1

4

(
‖2x‖2 + i‖(1 + i)x‖2 − i‖(1 − i)x‖2

)
= ‖x‖2

なので，(·, ·)が定める自然なノルムはX上の元々のノルムに一致する．K =
Rの場合も同様である．

問.上の(·, ·)が内積の公理を満たすことを示せ（やや長い議論が必要である）．
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系 2.4. (Ω,B, μ)を測度空間とし，p ∈ [1,∞] \ {2}とする．もしある
E,F ∈ Bが存在して

E ∩ F = ∅, μ(E) > 0, μ(F ) > 0

が成り立てば，Lp(Ω)上の内積でLpノルムと両立するものは存在しない．

証明. p = ∞の場合は省略し，p < ∞の場合のみ考える．このとき
u = μ(E)−1/pχE, v = μ(F )−1/pχF

とおくと，E ∩ F = ∅に注意して，
‖u+ v‖2p + ‖u − v‖2p = 21+2/p, 2

(
‖u‖2p + ‖v‖2p

)
= 4

を得る．定理 2.3より，Lpノルムと両立する内積が存在するには21+2/p =
4が必要であるが，これはp �= 2に矛盾する．よって主張は示された．

問. p = ∞の場合に対し，定理 2.4の2の証明を与えよ．
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◦ Hilbert空間

定義.自然なノルムに関して完備な内積空間をHilbert空間と呼ぶ．

例 (L2空間). (Ω,B, μ)を測度空間とする．L2(Ω)において，L2内積はL2

ノルムと両立する．またL2(Ω)はL2ノルムに関して完備であった．ゆえに
L2(Ω)はL2内積に関してHilbert空間である．
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定理 2.5. Xを内積空間とする．あるHilbert空間X̃と写像J : X → X̃で
以下を満たすものが存在する：

1. Jは線形である．すなわち任意のx, y ∈ X, c ∈ K に対し

J(x+ y) = Jx+ Jy, J(cx) = c(Jx)

が成り立つ．

2. Jは内積を保つ．すなわち任意のx, y ∈ Xに対し(Jx, Jy) = (x, y)が
成り立つ．特にJは単射である．

3. Jの像は X̃で稠密である．すなわち任意の x̃ ∈ X̃と任意の ε > 0に対
し，あるx ∈ Xが存在して‖x̃ − Jx‖ < εが成り立つ．

さらにこのようなX̃は同型の違いを除いて一意的である．
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証明. X̃をXのノルム空間としての完備化とし，J : X → X̃を対応する埋
め込みとする．任意のx, y ∈ Xに対し，中線定理とJの等長性から

‖Jx+ Jy‖2 + ‖Jx − Jy‖2 = 2(‖Jx‖2 + ‖Jy‖2)
が成り立つ．するとJX ⊂ X̃の稠密性とノルムの連続性から，任意の x̃, ỹ ∈
X̃に対して

‖x̃+ ỹ‖2 + ‖x̃ − ỹ‖2 = 2(‖x̃‖2 + ‖ỹ‖2)
が成り立ち，X̃に内積が入る．よってX̃はHilbert空間となる．

主張1と3は定理 1.7から従う．また主張2は定理 1.7と極化恒等式から従
う．最後にX̃の同型を除いた一意性は定理 1.8から従う．
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例 (Sobolev空間).空でない開集合U ⊂ Rnとk ∈ N0に対して

Ck,2(U) =

{
u ∈ Ck(U);

∑
|α|≤k

∫
U

|∂αu(x)|2 dx < ∞
}
,

(u, v)k =
∑

|α|≤k

∫
U
∂αu(x)∂αv(x) dx,

とおくと，(Ck,2(U), (·, ·)k)は内積空間となる．これを完備化して得られる
Hilbert空間をk階のSobolev空間と呼びHk(U)で表す．これは，集合と
しては以前に定義したWk,2(U)と一致し，同値なノルムを持つ．
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例 (Sobolev空間).空でない開集合U ⊂ Rnとk ∈ N0に対して

Ck
0(U) =

{
u ∈ Ck(U); suppu � U

}
,

(u, v)k =
∑

|α|≤k

∫
U
∂αu(x)∂αv(x) dx, u, v ∈ Ck

0(U),

とおくと，(Ck
0(U), (·, ·)k)は内積空間となる．これを完備化して得られる

Hilbert空間をHk
0(U)で表す．これもSobolev空間と呼ばれる．

注意. 1. 記号“�”は相対コンパクト部分集合であることを表す．

2. 明らかにHk
0(U) ⊂ Hk(U)であり，さらにもしU = Rnなら両者は一

致する．しかし，一般の開集合U ⊂ Rnに対しては両者は一致しない．
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§ 2.2 直交性と正射影

◦ 直交性
定義. XをHilbert空間とする．部分集合L,M ⊂ Xが直交するとは

∀x ∈ L ∀y ∈ M (x, y) = 0

が成り立つことであり，このときL ⊥ Mと書く．特に1点集合L = {x}に
対しては，x ⊥ Mとも書く．また，L ⊂ Xの直交補空間とは，部分集合

L⊥ = {x ∈ X; x ⊥ L}
のことである．

問. XをHilbert空間とし，L ⊂ Xとする．L⊥はXの閉部分空間であるこ
とを示せ．
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◦ 正射影
定理 2.6 (正射影定理). XをHilbert空間とし，L ⊂ Xを閉部分空間とす
る．このとき，

∀x ∈ X ∃!y ∈ L ∃!z ∈ L⊥ s.t. x = y + z

が成り立つ．

定義. yをxのLへの正射影と呼ぶ．xからyへの対応PLを正射影作用素と呼
び，y = PLxで表す．

証明. Step 1. まずは分解の一意性を示す．あるx ∈ Xに対し，

x = y + z = y′ + z′, y, y′ ∈ L, z, z′ ∈ L⊥

と書けたとする．このときy − y′ = z′ − z ∈ L ∩ L⊥であるから，

‖y − y′‖2 = (y − y′, y − y′) = 0, ‖z − z′‖2 = (z − z′, z − z′) = 0

である．よってy = y′, z = z′となり，分解の一意性が分かる．
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Step 2. 次に分解の存在を示す．x ∈ Xとする．このとき，

δ = inf
y∈L ‖x − y‖

とおき，yj ∈ Lで‖x − yj‖ → δとなるものをとると，(yj)j∈NはCauchy

列である．実際，中線定理より

‖(x − yj) + (x − yk)‖2 + ‖(x − yj) − (x − yk)‖2
= 2‖x − yj‖2 + 2‖x − yk‖2

であり，1

2
(yj + yk) ∈ Lに注意すると，j, k → ∞のとき

‖yj − yk‖2 = 2‖x − yj‖2 + 2‖x − yk‖2 − 4
∥∥∥∥x − 1

2
(yj + yk)

∥∥∥∥2
≤ 2‖x − yj‖2 + 2‖x − yk‖2 − 4δ2 → 0

となる．よって，確かに(yj)j∈NはCauchy列であり，極限y ∈ Xを持つ．
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今，Lは閉なので，y ∈ Lである．あとはz = x − yとおいて，z ⊥ Lを示
せばよい．任意のη ∈ Lと t ∈ Rに対して

δ2 ≤ ‖z − t(z, η)η‖2
= ‖z‖2 − t(z, η)(z, η) − t(z, η)(η, z) + t2|(z, η)|2‖η‖2
= ‖x − y‖2 − 2t|(z, η)|2 + t2|(z, η)|2‖η‖2
= δ2 − 2t|(z, η)|2 + t2|(z, η)|2‖η‖2

なので，

0 ≤ −2t|(z, η)|2 + t2|(z, η)|2‖η‖2

であるが，もし(z, η) �= 0とすると，上の不等式は任意の t ∈ Rに対しては
成立しないので矛盾である．よって(z, η) = 0であり，z ⊥ Lを得る．
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◦ 直和

定義. XをHilbert空間とする．部分空間L,M ⊂ XでL ⊥ Mとなるもの
に対して，

L ⊕ M := {y + z ∈ X; y ∈ L, z ∈ M}
をLとMの直和と呼ぶ．

注意. 1. 上の記号の下で，任意のx ∈ L ⊕ Mに対し，直和分解表示

x = y + z, y ∈ L, z ∈ M

は一意的である．

2. 正射影定理とは，任意の閉部分空間L ⊂ Xに対して

X = L ⊕ L⊥

が成り立つこと，とも表現できる．
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◦ 部分集合が張る部分空間

定義.XをHilbert空間とする．部分集合L ⊂ Xが張る（生成する）部分空
間とは，

spanL :=
{
c1x1 + · · · + cnxn; cj ∈ K, xj ∈ L, n ∈ N

}
のことである．

注意. 1. 任意個の有限和は許されているが，無限和は許されていない．

2. spanLは，Lを含むXの部分空間のうちで最小のものである．
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命題 2.7. XをHilbert空間とする．任意の部分集合L ⊂ Xに対し，

(L⊥)⊥ = spanL

が成り立つ．特にL ⊂ Xが閉部分空間であれば，(L⊥)⊥ = Lが成り立つ．

証明. L⊥ =
(
spanL

)⊥であることは容易に確かめられるので（問とする），
結局，L ⊂ Xが閉部分空間の場合に(L⊥)⊥ = Lを示せば十分である．この
とき，定義より

L ⊂ (L⊥)⊥

は容易にわかる．一方，x ∈ (L⊥)⊥とすると，正射影定理より，あるy ∈ L

とz ∈ L⊥が存在してx = y + zと書ける．しかし

z = x − y ∈ L⊥ ∩ (L⊥)⊥

なので，z = 0であり，x = y ∈ Lを得る．よって(L⊥)⊥ ⊂ Lである．
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§ 2.3 完全正規直交系

◦ 正規直交系（ONS）

定義. XをHilbert空間とする．高々可算な部分集合{ej}j∈I ⊂ Xが，任意
のj, k ∈ Iに対して

(ej, ek) = δjk

を満たしているとき，{ej}j∈IをXの正規直交系（またはONS）と呼ぶ．

命題 2.8 (Besselの不等式).XをHilbert空間とし，{ej}j∈I ⊂ Xを正規
直交系とする．このとき，任意のx ∈ Xに対して∑

j∈I
|(x, ej)|2 ≤ ‖x‖2

が成り立つ．
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証明. (In)n∈NをIの有限部分集合からなる単調非減少取り尽し列，すなわち

I1 ⊂ · · · ⊂ In ⊂ · · · ⊂ I,
∞⋃

n=1

In = I

とする．このとき，任意のn ∈ Nに対して

0 ≤
(
x − ∑

j∈In
(x, ej)ej, x − ∑

k∈In
(x, ek)ek

)

= ‖x‖2 − ∑
k∈In

(x, ek)(x, ek)

− ∑
j∈In

(x, ej)(ej, x) +
∑

j,k∈In
(x, ej)(x, ek)δjk

= ‖x‖2 − ∑
j∈In

|(x, ej)|2

なので，
∑
j∈In

|(x, ej)|2 ≤ ‖x‖2となる．あとはn → ∞とすればよい．
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◦ 完全正規直交系（CONS）

定理 2.9.XをHilbert空間とし，{ej}j∈I ⊂ Xを正規直交系とする．以下
は互いに同値である：

1. span{ej}j∈IはXで稠密である；

2. 任意のx ∈ Xに対して，x =
∑
j∈I

(x, ej)ej（抽象的Fourier級数展開）；

3. 任意のx, y ∈ Xに対して，(x, y) =
∑
j∈I

(x, ej)(y, ej)；

4. 任意のx ∈ Xに対して，‖x‖2 =
∑
j∈I

|(x, ej)|2（Parsevalの等式）；

5. 任意のj ∈ Iに対して，(x, ej) = 0ならx = 0．
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証明. 以下，L = span{ej}j∈Iとおく．

1 ⇒ 2. (In)n∈NをIの有限部分集合からなる単調非減少取り尽し列とする．
任意のx ∈ Xとn ∈ Nに対し，

xn =
∑
j∈In

(x, ej)ej ∈ span{ej}j∈I

とおくと，命題 2.8より，n > m → ∞のとき

‖xn − xm‖2 =

∥∥∥∥∥ ∑
j∈In\Im

(x, ej)ej

∥∥∥∥∥
2

=
∑

j∈In\Im
|(x, ej)|2 → 0

なので，(xn)n∈NはCauchy列である．その極限をξ ∈ Lとおくと，任意の
k ∈ Iに対し

(x − ξ, ek) = (x, ek) − ∑
j∈I

(x, ej)(ej, ek) = 0
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であるから，x − ξ ∈ L⊥ = {0}であり，条件2が従う．

2 ⇒ 3. 内積の連続性より，

(x, y) =
∑

j,k∈I
(x, ej)(y, ek)(ej, ek) =

∑
j∈I

(x, ej)(y, ej)

となる．

3 ⇒ 4. x = yととれば明らかである．

4 ⇒ 5. 明らかである．

5 ⇒ 1. x ∈ L⊥とすると，条件5よりx = 0である．すると正射影定理よ
りX = L ⊕ {0} = Lとなって，条件1が従う．

注意.抽象的Fourier級数展開は和の順序によらないことに注意せよ．
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定義.定理 2.9の条件が成り立つとき，正規直交系{ej}j∈Iは完全であると
言う．完全正規直交系はCONSと呼ばれることもある．

注意.完全正規直交系を正規直交基底（またはONB）と呼ぶこともあるが，
代数基底と混同しないように注意する必要がある．

系 2.10. Hilbert空間Xは完全正規直交系{ej}j∈I ⊂ Xを持つとする．こ
のとき，写像

X → �2(I), x �→ ((x, ej))j∈I
は内積を保つ線形全単射である．特に，Xと �2(I)はHilbert空間として同
型である．

証明. 与えられた写像が線形であることは定義から明らかであり，また内積
を保つことも定理 2.9から分かる．特に単射なので，あとは全射性を示せば
よい．任意の(cj)j∈I ∈ �2(I)をとる．このとき，Iの有限部分集合からなる
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任意の単調非減少取り尽し列(In)n∈Nに対し，級数

x =
∑
j∈I

cjej = lim
n→∞

∑
j∈In

cjej

はXにおいて収束する．実際，任意のn ≥ m > 0に対し∥∥∥∥∥∥
∑
j∈In

cjej − ∑
j∈Im

cjej

∥∥∥∥∥∥
2

=

⎛⎝ ∑
j∈In\Im

cjej,
∑

k∈In\Im
ckek

⎞⎠
=

∑
j∈In\Im

∑
k∈In\Im

cjck(ej, ek) =
∑

j∈In\Im
|cj|2

なので，(
∑

j∈In cjej)n∈NはXのCauchy列であり，収束する．すると任意
のj ∈ Iに対し，内積の連続性と線形性より，

(x, ej) =

⎛⎝ lim
n→∞

∑
k∈In

ckek, ej

⎞⎠ = lim
n→∞

∑
k∈In

ck(ek, ej) = cj

成り立つ．これは主張の写像が全射であることを意味する．
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◦ 例：Fourier級数展開

定理 2.11. L2(−π, π)において，関数の族{
(2π)−1/2einx

}
n∈Z

は完全正規直交系をなす．特に，任意のu ∈ L2(−π, π)に対して

u(x) =
1√
2π

∞∑
n=−∞

cne
inx; cn =

1√
2π

∫ π

−π
u(x)e−inx dx,

が成り立つ．

注意.級数の収束はL2ノルムに関する収束の意味で考える．上の級数展開を
Fourier級数展開，cnをFourier係数と呼ぶ．
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証明. 正規直交系であることは積分計算で容易にわかるので，完全性を示す．

Step 1. まずu ∈ C([−π, π])が，任意のn ∈ Zに対し

(u, einx) = 0

を満たすなら，u ≡ 0となることを示す．uは実数値として一般性を失わない．
もしu �≡ 0なら，符号を適当に取り換えることにより，あるx0 ∈ [−π, π]で
u(x0) > 0となる．すると，あるδ ∈ (0, π)に対して

u(x) ≥ u(x0)/2, x ∈ I := [x0 − δ, x0 + δ] ∩ [−π, π],

が成り立つ．今

h(x) = 1+ cos(x − x0) − cos δ
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とおくと，任意のN ∈ N0に対しh(x)N ∈ span{einx}なので

0 =
∫ π

−π
u(x)h(x)N dx

=
∫
I
u(x)h(x)N dx+

∫
[−π,π]\I

u(x)h(x)N dx
(♣)

が成り立つ．さて，I ′ = [x0 − δ/2, x0 + δ/2] ∩ [−π, π]とおくと，ある
η > 0に対して

h(x) ≥ 1+ η on I ′, |h(x)| ≤ 1 on [−π, π] \ I

となることから，(♣)の最右辺第1項はN → ∞のとき∫
I
u(x)h(x)N dx ≥ 1

2
(1 + η)Nu(x0)

∫
I ′

dx → ∞
である．一方，(♣)の最右辺第2項は∣∣∣∣∫

[−π,π]\I
u(x)h(x)N dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
[−π,π]\I

|u(x)|dx
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を満たし，Nによらずに有界である．これは矛盾であり，u ≡ 0を得る．

Step 2. 任意のu ∈ L2(−π, π)に対し，正射影定理より

u = v + w ∈ L ⊕ L⊥; L := span
{
einx; n ∈ Z

}
と分解できる．w = 0であることを示そう．今，w̃ ∈ C([−π, π])を

w̃(x) =
∫ x

−π
w(t) dt+ (2π)−1

∫ π

−π
tw(t) dt

により定めと，w̃ ⊥ Lである．実際，Fubiniの定理とw ⊥ Lより，

(w̃,1) =
∫ π

−π

(∫ x

−π
w(t) dt

)
dx+

∫ π

−π
tw(t) dt

=
∫ π

−π
(π − t)w(t) dt+

∫ π

−π
tw(t) dt

= 0
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であり，さらに任意のn ∈ Z \ {0}に対し，

(w̃, einx) =
∫ π

−π

(∫ x

−π
w(t) dt

)
e−inx dx

= (−in)−1
∫ π

−π

(
(−1)n − e−int

)
w(t) dt

= 0

である．よってStep 1の結果より，w̃ = 0であり，Lebesgueの微分定理
から，[−π, π]上ほとんどいたるところで

w = 0

であることが従う．ゆえに定理 2.9の条件1が成立する．
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§ 2.4 Schmidtの直交化

{xj} ⊂ Xを高々可算かつ一次独立な部分集合とする．このとき

e1 =
y1

‖y1‖
, y1 = x1,

e2 =
y2

‖y2‖
, y2 = x2 − (x2, e1)e1,

e3 =
y3

‖y3‖
, y3 = x3 − (x3, e1)e1 − (x3, e2)e2,

. . .

とおくことにより，{xj}からXの正規直交系{ej}を構成することができる．
この構成手順をSchmidtの直交化法と呼ぶ．N = 1,2, . . . ,∞に対して

span{xj}Nj=1 = span{ej}Nj=1

であることに注意する．
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◦ 完全正規直交系の存在

定理 2.12.可分なHilbert空間は完全正規直交系を持つ．

証明. 高々可算かつ稠密な部分集合{xj} ⊂ Xをとり，次の操作を行う：

1. x1 = 0ならx1を取り除き，そうでなければ取り除かない；

2. xk+1 ∈ span{x1, . . . , xk}ならxk+1を取り除き，そうでなければ取り
除かない．

残った部分集合を{yj}とすると，{yj}は高々可算かつ一次独立である．{yj}
にSchmidtの直交化法を適用して，正規直交系{ej}を構成する．すると

span{ej} = span{yj} = span{xj}
はXで稠密なので，{ej}は完全である．
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系 2.13. XをHilbert空間とする．以下の条件は互いに同値である：

1. Xは完全正規直交系を持つ；

2. XはHilbert空間として�2と同型である；

3. Xは可分である．

証明. 系 2.10と定理 2.12を用いればよい（問とする）．
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第3章 線形作用素

§ 3.1 線形作用素

本章では以下，X,Y をBanach空間とする．

定義.部分空間D ⊂ Xの上で定義された線形写像

T : D → Y

を本講では単にXからY への（線形）作用素と呼ぶ．作用素Tが与えられた
とき，その定義域，値域および核をそれぞれ

D(T ) = D, R(T ) = {Tx ∈ Y ; x ∈ D(T )},
N(T ) = {x ∈ D(T ); Tx = 0}

で表す．

注意.D(T ) �= Xであっても，口頭では「XからY への作用素T」と言うこと
が多いため，本講でもその習慣に従うことにする．なお「作用素T : X → Y」
という表記は定義域に誤解が生じる恐れがあるため，避けた方がよい．
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定義. 1. XからY への作用素T, Sに対し，和T + Sを

(T + S)x = Tx+ Sx, x ∈ D(T + S) = D(T ) ∩ D(S),

で定める．

2. XからY への作用素Tおよびc ∈ Kに対し，スカラー倍cTを

(cT )x = c(Tx), x ∈ D(cT ) = D(T ),

で定める．

3. XからY への作用素TおよびY からZへの作用素Sに対し，積STを

(ST )x = S(Tx), x ∈ D(ST ) = {x ∈ D(T ); Tx ∈ D(S)}.
で定める．

注意.定義域に注意する．明らかに，これらは再び線形作用素となっている．
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§ 3.2 有界作用素

定義. XからY への線形作用素Tが連続であるとは，

xj, x ∈ D(T ), xj → x ⇒ Txj → Tx

が成り立つことである．

定理 3.1. XからY への線形作用素Tが連続となるためには

∃M ≥ 0 s.t. ∀x ∈ D(T ) ‖Tx‖ ≤ M‖x‖ (♦)

が成り立つことが必要十分である．
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証明. まず必要性を示す．(♦)が成り立たないと仮定する．すなわち

∀n ≥ 0 ∃xn ∈ D(T ) s.t. ‖Txn‖ > n‖xn‖
とする．このときyn = n−1‖xn‖−1xnとおくと，

‖yn‖ = n−1 → 0, ‖Tyn‖ > 1

が成り立つので，Tは連続ではない．

次に十分性を示す．(♦)を仮定すると，xj, x ∈ D(T ), xj → xのとき，

‖Tx − Txj‖ = ‖T (x − xj)‖ ≤ M‖x − xj‖ → 0

が成り立つ．よって，Tは連続である．
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定義. XからY への作用素Tが有界であるとは，D(T ) = Xかつ

∃M ≥ 0 s.t. ∀x ∈ X ‖Tx‖ ≤ M‖x‖
が成り立つことである．有界作用素Tに対し，その作用素ノルムを

‖T‖ = inf
{
M ≥ 0; ∀x ∈ X ‖Tx‖ ≤ M‖x‖

}
で定義する．さらにXからY への有界作用素全体の集合をB(X,Y )で表し，
特にX = Y のときはB(X) = B(X,X)と書く．

注意. 1. 特に，TがXからY への有界作用素ならば，任意のx ∈ Xに対し

‖Tx‖ ≤ ‖T‖‖x‖
が成り立つ．

2. 本講では，有界作用素Tに対しては常にD(T ) = Xを要求する．

3. B(X,Y )は作用素の和とスカラー倍に関して線形空間となる．確認は容
易である．
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命題 3.2.任意のT ∈ B(X,Y )に対し，

‖T‖ = sup
x �=0

‖Tx‖
‖x‖ = sup

‖x‖=1
‖Tx‖

が成り立つ．さらに‖ · ‖はB(X,Y )上のノルムである．

証明. まず第1の等号を示す．任意のx ∈ Xに対し‖Tx‖ ≤ ‖T‖‖x‖が成り
立つことから

sup
x �=0

‖Tx‖
‖x‖ ≤ ‖T‖

がすぐに分かる．一方，x �= 0に対して

‖Tx‖ =
‖Tx‖
‖x‖ ‖x‖ ≤

(
sup
y �=0

‖Ty‖
‖y‖

)
‖x‖

84

なので，作用素ノルムの定義から

‖T‖ ≤ sup
x �=0

‖Tx‖
‖x‖

が分かる．第1の等号が示された．

次に第2の等号を示す．任意のx �= 0に対して

‖Tx‖
‖x‖ =

∥∥∥∥∥T
(

x

‖x‖

)∥∥∥∥∥ ≤ sup
‖y‖=1

‖Ty‖

なので，

sup
x �=0

‖Tx‖
‖x‖ ≤ sup

‖x‖=1
‖Tx‖
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である．また任意の‖x‖ = 1に対して

‖Tx‖ =
‖Tx‖
‖x‖ ≤ sup

y �=0

‖Ty‖
‖y‖

であることから

sup
‖x‖=1

‖Tx‖ ≤ sup
x �=0

‖Tx‖
‖x‖

を得る．よって第2の等号も成立する．

作用素ノルムがB(X,Y )にノルムを定めることの確認は，問として省略す
る．
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定理 3.3. B(X,Y )は作用素ノルムに関してBanach空間となる．

証明. (Tj)j∈NをB(X,Y )上の任意のCauchy列とする．まずは収束先の候
補T : X → Y を構成しよう．作用素ノルムとCauchy列の定義より，

∀ε > 0 ∃N ≥ 0 s.t. ∀j, k ≥ N ∀x ∈ X ‖Tjx − Tkx‖ ≤ ε‖x‖ (♣)

が成り立つことに注意する．特に，各x ∈ Xに対し，(Tjx)j∈NはY 上の
Cauchy列であり，収束することが分かる．そこでT : X → Y を

Tx = lim
j→∞Tjx for x ∈ X

で定める．
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次に上で構成したTが有界作用素であることを確かめる．Tが線形であること
はすぐに分かる．また(♣)の最後の式の左辺に三角不等式を適用してj → ∞
とすると，

‖Tx‖ ≤ ‖Tkx‖ + ε‖x‖ ≤ (‖Tk‖ + ε)‖x‖
となる．よって確かにTは有界である．

最後に(Tj)j∈NがTに収束することを示す．(♣)の最後の式で j → ∞とす
ると

∀ε > 0 ∃N ≥ 0 s.t. ∀k ≥ N ∀x ∈ X ‖Tx − Tkx‖ ≤ ε‖x‖
となり，これは

∀ε > 0 ∃N ≥ 0 s.t. ∀j, k ≥ N ‖T − Tk‖ ≤ ε

を意味する．したがって，Tk → Tを得る．
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例 (掛け算作用素). U ⊂ Rnを開集合とし，m ∈ L∞(U)，1 ≤ p ≤ ∞とす
る．このときu ∈ Lp(U)に対して

(Tu)(x) = m(x)u(x)

と定めると，T ∈ B(Lp(U))であり，

‖T‖ = ‖m‖L∞

が成り立つ．このようなTを掛け算作用素と呼ぶ．
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証明. ここでは1 ≤ p < ∞の場合にのみ示す．まず

‖Tu‖Lp =
(∫

U
|m(x)|p|u(x)|p dx

)1/p
≤ ‖m‖L∞‖u‖Lp

なので，‖T‖ ≤ ‖m‖L∞である．一方，L∞ノルムの定義から，任意のε > 0

に対しLebesgue測度正のある可測集合E ⊂ Uが存在して

|m(x)| > ‖m‖L∞ − ε on E

が成り立つ．すると，

‖TχE‖Lp =
(∫

U
|m(x)|p|χE(x)|p dx

)1/p
≥

(
‖m‖L∞ − ε

)
‖χE‖Lp

であり，よって‖T‖ ≥ ‖m‖L∞を得る．

問.省略されたp = ∞の場合の証明を与えよ．
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例. U ⊂ Rnを開集合，p, q ∈ [1,∞]をHölder共役指数対とし，k ∈ Lq(U×
U)とする．このとき，任意のu ∈ Lp(U)に対して

(Tu)(x) =
∫
U
k(x, y)u(y) dy

と定めると，T ∈ B(Lp(U), Lq(U))であり，

‖T‖ ≤ ‖k‖Lq =
(∫

U×U
|k(x, y)|q dxdy

)1/q

が成り立つ．

注意.上のようなkを作用素Tの積分核や作用素核などと呼ぶ．
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証明. p, q ∈ (1,∞)の場合のみを示し，p, q ∈ {1,∞}の場合は問とする．
Hölderの不等式より，

|(Tu)(x)| ≤
∫
U

|k(x, y)u(y)|dy

≤
(∫

U
|k(x, y)|q dy

)1/q(∫
U

|u(y)|p dy
)1/p

なので，(Tu)(x)はほとんどすべてのx ∈ Uで意味を持つ．さらにこの不等
式から

‖Tu‖qLq =
∫
U

|(Tu)(x)|q dx

≤
(∫

U×U
|k(x, y)|q dxdy

)(∫
U

|u(y)|p dy
)q/p

= ‖k‖qLq‖u‖qLp

となるので，主張が従う．
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例 (たたみ込み作用素). ρ ∈ L1(Rn)，1 ≤ p ≤ ∞とする．u ∈ Lp(Rn)に
対して

Tu(x) = (ρ ∗ u)(x) =
∫
Rn

ρ(x − y)u(y) dy

とおくと，T ∈ B(Lp(Rn))であり，

‖Tu‖Lp ≤ ‖ρ‖L1‖u‖Lp

が成り立つ．このようなTをたたみ込作用素と呼ぶ．
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証明. p ∈ (1,∞)の場合にのみ示す．q ∈ (1,∞)を 1

p
+

1

q
= 1ととる．

Hölderの不等式より，

|(Tu)(x)| ≤
∫
Rn

|ρ(x − y)|1/q|ρ(x − y)|1/p|u(y)|dy

≤
(∫

Rn
|ρ(x − y)|dy

)1/q(∫
Rn

|ρ(x − y)||u(y)|p dy
)1/p

= ‖ρ‖1/q
L1

(∫
Rn

|ρ(x − y)||u(y)|p dy
)1/p

なので，

‖Tu‖pLp ≤ ‖ρ‖p/q
L1

∫
Rn

(∫
Rn

|ρ(x − y)||u(y)|p dy
)
dx

= ‖ρ‖p/q
L1

∫
Rn

(∫
Rn

|ρ(x − y)|dx
)
|u(y)|p dy

= ‖ρ‖p/q+1
L1 ‖u‖pLp

となり，これは‖Tu‖Lp ≤ ‖ρ‖L1‖u‖Lpを意味する．
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§ 3.3 閉作用素

定義. XからY への線形作用素Tが閉作用素であるとは

xj ∈ D(T ), xj → x, Txj → y ⇒ x ∈ D(T ), Tx = y

が成り立つことである．

命題 3.4. XからY への任意の有界作用素は閉作用素である．

証明. T ∈ B(X,Y )とする．xj ∈ D(T ) = Xかつxj → x，Txj → yと仮
定すると，まずx ∈ X = D(T )である．また，Tの連続性から

Tx = lim
j→∞Txj = y

が成り立つ．よって，Tは閉作用素である．
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定義. TをXからY への線形作用素とする．

1. Tのグラフとは，

G(T ) =
{
(x, Tx) ∈ X × Y ; x ∈ D(T )

}
のことである．明らかに，これはX × Y の部分空間である．

2. D(T )上のグラフノルムとは，

‖x‖G = ‖x‖X + ‖Tx‖Y , x ∈ D(T ),

により定まるノルムのことである．
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命題 3.5. TをXからY への線形作用素とする．以下の条件は互いに同値で
ある．

1. Tは閉作用素である．

2. G(T ) ⊂ X × Y は閉部分空間である．

3. D(T )はグラフノルムに関して完備である．

注意.もちろん，条件2ではX × Y を直積空間としてBanach空間と見て
いる．

証明. 証明は省略する（問とする）．
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定義. T, SをXからY への線形作用素とする．TはSの拡張（あるいはSは
Tの制限）であるとは

D(S) ⊂ D(T ), ∀x ∈ D(S) Sx = Tx

が成り立つことである．このとき，S ⊂ Tと書く．

注意. S ⊂ Tはグラフの包含関係G(S) ⊂ G(T )と同値である．

定義. XからY への線形作用素Tが可閉であるとは，Tのある閉拡張が存在
することである．

命題 3.6. XからY への線形作用素T が可閉であるためには，

xj ∈ D(T ), xj → 0, Txj → y ⇒ y = 0

が成り立つことが必要十分である．
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証明. まず必要性を示す．Tが閉拡張T̃を持つとする．このとき，xj ∈ D(T )

かつxj → 0，Txj → yとすると，xj ∈ D(T̃ )かつxj → 0，T̃ xj → yが成
り立つので，閉作用素の定義よりy = T̃0 = 0が得られる．

次に十分性を示す．各(x, y) ∈ G(T )に対しTx = yとおくことで，Xから
Y への作用素Tを定義すると，これはwell-definedである．実際，

xj, x
′
j ∈ D(T ), xj → x, x′

j → x, Txj → y, Tx′
j → y′

とすると，

xj − x′
j ∈ D(T ), xj − x′

j → 0, T (xj − x′
j) → y − y′

であるから，仮定よりy = y′となって確かにwell-definedである．定義よ
りG(T ) = G(T ) ⊃ G(T )なので，TはTの閉拡張である．

注意.上のTは可閉作用素Tの最小閉拡張であり，Tの閉包と呼ばれる．
99



§ 3.4 逆作用素

定義. TをXからY への作用素とする．Y からXへの作用素Sが

ST = idD(T ), TS = idD(S)

の両者を満たすとき，SをTの逆作用素と呼び，S = T−1で表す．

注意. 1. このとき，以下が成り立つことに注意する．

D(T−1) = R(T ), R(T−1) = D(T ).

2. 次の条件は互いに同値である．証明は難しくない．

(a) T−1が存在する；
(b) Tは単射である；
(c) N(T ) = {x ∈ D(T ); Tx = 0} = {0}が成り立つ．
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命題 3.7. TをXからY への閉作用素とする．もし逆作用素T−1が存在す
れば，T−1も閉作用素である．

証明. yj ∈ D(T−1)，y ∈ Y およびx ∈ Xが

yj → y, T−1yj → x

を満たすとする．D(T−1) = R(T )なので，あるxj ∈ D(T )を用いてyj =
Txjと書けることに注意する．すると，

xj = T−1yj → x, Txj = yj → y

およびTが閉であることから，x ∈ D(T )かつTx = yであり，これは

y ∈ R(T ) = D(T−1), T−1y = x

を意味する．よってT−1は閉である．

注意.有界作用素の逆作用素は必ずしも有界ではないが，少なくとも閉となる．
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◦ Neumann級数

定理 3.8 (Neumann級数). T ∈ B(X)かつ‖T‖ < 1とする．このとき，
1 − Tは有界な逆作用素(1 − T )−1 ∈ B(X)を持ち，それは

(1 − T )−1 =
∞∑

n=0

Tn

で与えられる．

注意.上の等式は，複素数α ∈ C, |α| < 1, に対する等比級数の和の公式
1

1 − α
= 1+ α+ α2 + · · ·

の類似公式と思える．
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証明. Sν =
ν∑

n=0

Tnとおく．ν > μ → ∞のとき

‖Sν − Sμ‖ ≤
ν∑

n=μ+1

‖T‖n = ‖T‖μ+11 − ‖T‖ν−μ

1 − ‖T‖ → 0

なので，(Sν)ν∈NはB(X)上のCauchy列であり，極限

S = lim
ν→∞Sν =

∞∑
n=0

Tn ∈ B(X)

がB(X)の位相で存在する．すると

(1 − T )S = S(1 − T ) =
∞∑

n=0

Tn −
∞∑

n=1

Tn = 1

が成り立つので，主張が得られた．
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第4章 Baireのカテゴリー定理とその応用

§ 4.1 Baireのカテゴリー定理

定理 4.1 (Baireのカテゴリー定理). Xを完備距離空間とする．もしXの
閉部分集合の可算族{Xn}n∈Nが

X =
⋃
n∈N

Xn

満たすなら，あるn ∈ Nに対しXnはXのある開球を含む．すなわち，ある
x ∈ Xとρ > 0が存在して

B(x, ρ) := {y ∈ X; d(x, y) < ρ} ⊂ Xn

が成り立つ．
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証明. 結論を否定すると，x1 ∈ X \X1が存在する．d1 = d(x1, X1)として

B1 = B(x1, ρ1), ρ1 = min{1, d1/2} > 0

とおくと，ρ1 ≤ 1, B1 ∩ X1 = ∅が成り立つ．X2は開球を含まないので，
あるx2 ∈ B1 \ X2が存在する．d2 = d(x2, X2)として

B2 = B(x2, ρ2), ρ2 = min{1/2, d2/2, ρ1 − d(x1, x2)} > 0

とおくと，ρ2 ≤ 1/2, B2 ∩ X2 = ∅, B1 ⊃ B2となる．これを繰り返すこ
とで，帰納的にBj = B(xj, ρj)を

ρj ≤ 1/j, Bj ∩ Xj = ∅, B1 ⊃ B2 ⊃ · · ·
を満たすように構成できる．すると点列(xj)j∈NはX上のCauchy列であり，
Xの完備性によりあるx ∈ Xに収束する．一方，任意の jに対してx ∈ Bj

であるからx /∈ Xjである．これは仮定に矛盾する．
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§ 4.2 一様有界性原理

定理 4.2 (一様有界性原理).X,Y をBanach空間とする．有界作用素の族
{Tλ}λ∈Λ ⊂ B(X,Y )が

∀x ∈ X sup
λ∈Λ

‖Tλx‖Y < ∞

を満たすなら，

sup
λ∈Λ

‖Tλ‖B(X,Y ) < ∞

が成り立つ．
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証明. 各n ∈ Nに対して

Xn =
{
x ∈ X; ∀λ ∈ Λ ‖Tλx‖ ≤ n

}
=

⋂
λ∈Λ

{
x ∈ X; ‖Tλx‖ ≤ n

}
とおくと，これはTλの連続性より閉集合であり，また仮定より

X =
∞⋃

n=1

Xn

である．このとき，Baireのカテゴリー定理より，あるXnはXのある開球
を含む．すなわち，あるn ∈ Nとy ∈ X, ρ > 0に対してB(y, ρ) ⊂ Xnで
ある．すると任意のx ∈ B(0, ρ)とλ ∈ Λに対して

‖Tλx‖ ≤ ‖Tλy‖ + ‖Tλ(y + x)‖ ≤ 2n

であり，これは‖Tλ‖ ≤ 2n/ρを意味する．
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系 4.3 (Banach–Steinhaus).作用素列{Tj} ⊂ B(X,Y )が各点極限

Tx := lim
j→∞Tjx, x ∈ X,

を持てば，T ∈ B(X,Y )であり，

‖T‖ ≤ lim inf
j→∞ ‖Tj‖ (♠)

である．

証明. Tの線形性は極限の性質からすぐに分かるので，有界性を示す．任意
のx ∈ Xに対して

‖Tx‖ = lim
j→∞‖Tjx‖ = lim inf

j→∞ ‖Tjx‖ ≤
(
lim inf
j→∞ ‖Tj‖

)
‖x‖

である．ここで一様有界性原理を用いると，仮定より lim inf
j→∞ ‖Tj‖ < ∞が分

かる．よってT ∈ B(X,Y )である．(♠)も上の不等式からすぐに従う．
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§ 4.3 開写像定理

定理 4.4 (開写像定理). X,Y をBanach空間とし，T ∈ B(X,Y )とする．
もしR(T ) = Y ならTは開写像である．すなわち，任意の開集合U ⊂ Xに
対しTU ⊂ Y は開集合である．

系 4.5. T ∈ B(X,Y )が全単射なら，T−1 ∈ B(Y,X)である．

証明. Tは単射なので，R(T ) = Y で定義された逆作用素T−1が存在する．
開写像定理より任意の開集合U ⊂ Xに対して逆像(T−1)−1U = TUはY

の開集合である．よって，T−1は連続である．
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定理 4.4の証明. Step 1. まずあるε > 0に対して

BY (0, ε) ⊂ TBX(0,1)

となることを示す．仮定より

Y =
∞⋃

n=1

TBX(0, n)

なので，Baireのカテゴリー定理より，あるa ∈ Y とδ > 0が存在して

BY (a, δ) ⊂ TBX(0, n)

が成り立つ．すると，任意のy ∈ BY (0, δ)に対し，y + a, a ∈ BY (a, δ)は
それぞれTBX(0, n)上のある点列(yj)j∈N, (y′

j)j∈Nの極限で書けるので，

y = (y + a) − a = lim
j→∞(yj − y′

j) ∈ TBX(0,2n)

となる．よってBY (0, δ) ⊂ TBX(0,2n)であり，ε = δ/2nととればよい．
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Step 2. 次にStep 1のε > 0に対して

BY (0, ε) ⊂ TBX(0,2)

が成り立つことを示す．任意のy ∈ BY (0, ε)をとる．Step 1の結果より，

∃x0 ∈ BX(0,1) s.t. ‖y − Tx0‖Y < ε/2

である．すると，y − Tx0 ∈ BY (0, ε/2)なので，再びStep 1の結果より，

∃x1 ∈ BX(0,1/2) s.t. ‖y − Tx0 − Tx1‖Y < ε/22

である．以下，帰納的に

xj ∈ BX(0,1/2j) s.t. ‖y − Tx0 − Tx1 − · · · − Txj‖Y < ε/2j+1

となるものを構成する．このとき
∞∑

j=0

‖xj‖X <
∞∑

j=0

2−j = 2
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なので，x =
∞∑

j=0

xj ∈ BX(0,2) は絶対収束しており，さらに

Tx = T
∞∑

j=0

xj =
∞∑

j=0

Txj = y

である．よってBY (0, ε) ⊂ TBX(0,2)が示された．

問. 点列xj ∈ Xに対し，
∞∑

j=0

‖xj‖が収束すれば
∞∑

j=0

xjも収束することを

示せ．
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Step 3. U ⊂ Xを開集合とし，y0 ∈ TUとする．x0 ∈ Uをy0 = Tx0と
とり，またr > 0をBX(x0,2r) ⊂ Uととる．このとき

BY (y0, εr) ⊂ TBX(x0,2r) ⊂ TU

が成り立つことを示そう．実際，y ∈ BY (y0, εr)とすると，

y = y0 + y′, y′ ∈ BY (0, εr),

と書けるが，Step 2よりBY (0, εr) ⊂ TBX(0,2r)なので，

y = Tx0 + y′ ∈ TBX(x0,2r)

である．
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定理 4.6 (閉グラフ定理). TがXからY への閉作用素でD(T ) = Xなら，
T ∈ B(X,Y )である．

証明. 以下，G(T )をX × Y のノルムに関してBanach空間とみなす．線形
作用素

P : G(T ) → X, (x, Tx) �→ x

は

‖P (x, Tx)‖X = ‖x‖X ≤ ‖x‖X + ‖Tx‖Y = ‖(x, Tx)‖X×Y

を満たすので，有界である．また明らかにPは単射かつR(P ) = Xである．
よって系 4.5より，P−1 ∈ B(X,G(T ))である．すると

‖Tx‖Y ≤ ‖x‖X + ‖Tx‖Y = ‖(x, Tx)‖G(T )

= ‖P−1x‖X×Y ≤ ‖P−1‖‖x‖X
であり，したがってT ∈ B(X,Y )である．
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第5章 線形汎関数

§ 5.1 共役空間

Banach空間Xに対し，

X∗ := B(X,K)

をXの共役空間（双対空間）と呼び，X∗の元をX上の有界線形汎関数と呼
ぶ．

例. XをHilbert空間とし，y ∈ Xを一つ固定する．このとき

fy(x) = (x, y), x ∈ X,

と定めると，fy ∈ X∗である．逆にX∗の任意の元はこの形に書けることが
次の定理から分かる．
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定理 5.1 (Rieszの表現定理).XをHilbert空間とする．任意のf ∈ X∗に
対し，y ∈ Xが一意的に存在して

f = ( · , y)
(
i.e., ∀x ∈ X f(x) = (x, y)

)
と書ける．このとき，さらに

‖f‖X∗ = ‖y‖X
が成り立つ．

注意.上のRieszの表現定理による対応

X∗ → X, f �→ y

はノルムを保つ共役線形同型写像である．これにより

X∗ ∼= X

と同一視することができる．
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証明. Step 1. まず，条件を満たすようなy ∈ Xを構成する．f = 0なら
y = 0ととれるので，f �= 0とする．このとき

N := {x ∈ X; f(x) = 0}
はXの閉部分空間であり，仮定 f �= 0よりN �= Xである．よってある
z ∈ N⊥ \ {0}をとることができる．このとき，任意のx ∈ Xに対して

f(f(z)x − f(x)z) = 0 ∴ f(z)x − f(x)z ∈ N

なので，z ∈ N⊥ \ {0}に注意すると
(f(z)x − f(x)z, z) = 0 ∴ f(x) = (x, f(z)z/‖z‖2)

を得る．したがってy = f(z)z/‖z‖2ととればよい．
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Step 2. 次にy ∈ Xの一意性を示す．もしy, y′ ∈ Xがf = ( · , y) = ( · , y′)
を満たすなら，任意のx ∈ Xに対し

(x, y − y′) = 0

が成り立つ．ここでx = y− y′ととれば，‖y− y′‖2 = 0となってy = y′が
従う．

Step 3. 最後に等長性を確かめる．Cauchy–Schwarzの不等式より

|f(x)| = |(x, y)| ≤ ‖x‖‖y‖
なので，‖f‖ ≤ ‖y‖である．一方，x = yととると

‖y‖2 = |f(y)| ≤ ‖f‖‖y‖
なので，‖y‖ ≤ ‖f‖である．したがって‖f‖ = ‖y‖を得る．

例.（複素）Euclid内積を通じて，自然に(Kn)∗ = Knと同一視される．
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XがHilbert空間でない場合には，X∗がどのような空間になるかは一般に
は分からない．一方で，以下のような具体的に書ける例が知られている．

定理 5.2. p ∈ [1,∞)とq ∈ (1,∞]は互いにHölder共役とし，y = (yj) ∈
�qとする．このとき，任意のx = (xj) ∈ �pに対し，

fy(x) =
∑
j

xjyj (♦)

は絶対収束し，fy ∈ (�p)∗を定める．さらに，この対応

�q → (�p)∗, y �→ fy

は標準的な同型(�p)∗ ∼= �qを与える．

注意.有限列の場合を除いて，p = ∞ではこれは成立しない．
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証明. Step 1. まず (♦)が等長埋め込み �q ↪→ (�p)∗を与えることを示す．
Hölderの不等式により

∑
j

|xjyj| ≤
(∑

j

|xj|p
)1/p(∑

j

|yj|q
)1/q

≤ ‖x‖p‖y‖q

なので，(♦)は確かに絶対収束しており，さらにこれから

|fy(x)| ≤ ‖x‖p‖y‖q
が分かる．よってfy ∈ (�p)∗かつ‖fy‖ ≤ ‖y‖qである．あとは‖fy‖ ≥ ‖y‖q
を示せば，上の埋め込みの等長性が分かる．
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1 < p < ∞の場合，xj = |yj|q−1e−i arg yjとおくと，

‖x‖p =
(∑

j

|yj|p(q−1)
)1/p

=
(∑

j

|yj|q
)1/p

= ‖y‖q/pq < ∞

なので，x := (xj) ∈ �pであり，さらに

fy(x) =
∑
j

xjyj = ‖y‖qq = ‖y‖q−1
q ‖y‖q = ‖y‖q/pq ‖y‖q = ‖x‖p‖y‖q

となる．よって‖fy‖ ≥ ‖y‖qが示された．

p = 1の場合，任意のε > 0に対して |yk| ≥ ‖y‖∞ − εを満たすkをとって，
第k標準基底e(k) = (δjk)j ∈ �1を考えると

‖y‖∞ − ε ≤ |yk| = |fy(e(k))| ≤ ‖fy‖‖e(k)‖1 = ‖fy‖
となる．ε > 0は任意であったから‖fy‖ ≥ ‖y‖∞が示された．
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Step 2. 次にStep 1で構成した埋め込みの全射性を示す．任意のf ∈ (�p)∗\
{0}に対し，第j標準基底e(j) ∈ �pを用いて

y = (yj)j, yj = f(e(j)),

とおく．まずこのときy ∈ �qとなることを示そう．

1 < p < ∞の場合，x(n) =
n∑

j=1

|yj|q−1e−i arg yje(j) ∈ �pとおくと，

n∑
j=1

|yj|q = f(x(n)) ≤ ‖f‖
( n∑
j=1

|yj|p(q−1)
)1/p

= ‖f‖
( n∑
j=1

|yj|q
)1/p

なので， ( n∑
j=1

|yj|q
)1/q

≤ ‖f‖

であり，確かにy ∈ �qである．
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p = 1の場合，

|yj| = |f(e(j))| ≤ ‖f‖‖e(j)‖1 = ‖f‖
なので，確かにy ∈ �∞である．

今，任意のx ∈ �pに対してx =
∑
j

xje
(j) ∈ �pと書けることに注意すると，

fの連続性より，

f(x) =
∑
j

xjf(e
(j)) =

∑
j

xjyj = fy(x)

となるので，f = fy, y ∈ �q, と書けることが分かった．
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定理 5.2はさらに次のように一般化される．

定理 5.3. (Ω,B, μ)をσ有限な測度空間とし，p ∈ [1,∞)とq ∈ (1,∞]は
互いにHölder共役とする．また，v ∈ Lq(Ω, μ)とする．このとき，任意の
u ∈ Lp(Ω, μ)に対し，uvはμ可積分であり，

fv(u) =
∫
Ω
u(x)v(x) dμ(x)

はfv ∈ (Lp(Ω, μ))∗を定める．さらに，この対応

Lq(Ω, μ) → (Lp(Ω, μ))∗, v �→ fv

は標準的な同型(Lp(Ω, μ))∗ ∼= Lq(Ω, μ)を与える．

証明. 証明は省略する．
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§ 5.2 Hahn–Banachの定理

◦ 実数版

定義. XをR線形空間とする．汎関数p : X → Rが劣線形であるとは，以下
の条件を満たすことである．

1. 任意のλ > 0とx ∈ Xに対しp(λx) = λp(x)が成り立つ（正斉次性）；

2. 任意のx, y ∈ Xに対しp(x+y) ≤ p(x)+p(y)が成り立つ（劣加法性）．

注意.後述のC線形空間上の半ノルムと異なり，劣線形汎関数は非負値とは
限らないし，また非負値性を要求もしない．例えば，1次元R線形空間上で
は，負値をとり得る劣線形汎関数を容易に構成できる．
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定理 5.4 (Hahn–Banachの定理，実数版).XをR線形空間，L ⊂ Xを部
分空間とし，p : X → Rを劣線形汎関数とする．もしR線形汎関数f : L → R

が

f(x) ≤ p(x) for x ∈ L

を満たせば，あるR線形汎関数F : X → Rが存在して

F (x) = f(x) for x ∈ L, F (x) ≤ p(x) for x ∈ X

が成り立つ．

注意.端的に言えば，部分空間L上で定義された線形汎関数fの，全空間X

への拡張可能性を述べている．ここではXには位相構造が要求されていない
点にも注意する．
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◦ Zornの補題

定義.集合S上の二項関係�がS上の半順序であるとは，以下の条件を満た
すことである．

1. 任意のa ∈ Sに対してa � aが成り立つ（反射律）；

2. a � bかつb � aならa = bが成り立つ（反対称律）；

3. a � bかつb � cならa � cが成り立つ（推移律）．

このとき，組(S,�)または単にSを半順序集合と呼ぶ．
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定義. Sを半順序集合とする．

1. S0 ⊂ Sが全順序部分集合であるとは，

∀a, b ∈ S0 (a � b または b � a)

が成り立つことである．

2. b ∈ SがS0 ⊂ Sの上界であるとは，

∀a ∈ S0 a � b

が成り立つことである．

3. c ∈ SがSの極大元であるとは，

(a ∈ S かつ c � a) ⇒ a = c

が成り立つことである．
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定理 5.5 (Zornの補題). Sを半順序集合とする．Sの任意の全順序部分集
合がS内に上界を持つならば，Sは極大元を持つ．

証明. 省略する．

定理 5.4の証明. Step 1. まずFの候補を選出する．そのために，

S =
{
F : M → R; L ⊂ M ⊂ Xは部分空間，FはM上の線形汎関数で

F (x) = f(x) for x ∈ L かつF (x) ≤ p(x) for x ∈ M
}

とおく．f ∈ SよりS �= ∅であることに注意する．Sに属する2つの汎関数

F : M → R, F ′ : M ′ → R

に対して

F � F ′ def⇐⇒ M ⊂ M ′ かつ F = F ′|M
と定義すると，(S,�)は半順序集合である．
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さてZornの補題を適用するために，任意の全順序部分集合S0 ⊂ SがSに上
界を持つことを示そう．S0 = {Fλ : Mλ → R}λ∈Λのように添え字付けて，

M =
⋃
λ∈Λ

Mλ

とおくと，M ⊂ Xは部分空間である（問とする）．また，任意のx ∈ Mに
対しあるλ ∈ Λでx ∈ Mλとなるものを一つ選んで，

F (x) = Fλ(x)

とおくと，これはwell-definedなR線形汎関数F : M → Rを定める（問と
する）．集合SとFの構成の仕方から，明らかに

F (x) = f(x) for x ∈ L, F (x) ≤ p(x) for x ∈ M

が成り立ち，よってF ∈ Sである．また，その構成の仕方からFがS0の上
界となっていることも分かる．

よってZornの補題により，Sは極大元を持つ．以降，極大元F ∈ Sを一つ
取って固定する．
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Step 2. F の定義域がXに一致することを示す．F の定義域をMとして，
M = Xを示せばよい．今，M �= Xと仮定し，z ∈ X \Mを一つ固定して，

M̃ =
{
y + tz ∈ X; y ∈ M, t ∈ R

}
とおく．ここで任意のx ∈ M̃に対し，表示

x = y + tz, y ∈ M, t ∈ R

は一意的であることに注意する．実際，これは

x = y + tz = y′ + t′z, y, y′ ∈ M, t, t′ ∈ R,

とすると，

y − y′ = (t′ − t)z ∈ M ∩
[
(X \ M) ∪ {0}

]
となることからわかる．さて，実数c ∈ Rを任意に固定して，F̃ : M̃ → Rを

F̃ (x) = F (y) + ct, x = y + tz ∈ M̃

で定義しよう．F̃がM̃上のR線形汎関数であることの確認は容易である．
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定義より F̃がFの拡張となることは自明なので，c ∈ Rを適当に選んで

F̃ (x) ≤ p(x) for x ∈ M̃ (♦)

とできることを示す．そのために，まず，あるc ∈ Rに対して

F (y) + c ≤ p(y + z) for y ∈ M

F (y′) − c ≤ p(y′ − z) for y′ ∈ M

となることを示す．実際，任意のy, y′ ∈ Mに対して

F (y) + F (y′) = F (y + y′) ≤ p(y + y′)
≤ p(y + z) + p(y′ − z)

であるから，F (y′) − p(y′ − z) ≤ p(y + z) − F (y)であり，よって

sup
y′∈M

[
F (y′) − p(y′ − z)

]
≤ c ≤ inf

y∈M
[
p(y + z) − F (y)

]
を満たすc ∈ Rが取れる．このc ∈ Rに対し，以下のように(♦)を示せる：
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t > 0のとき，

F̃ (x) = F̃ (y + tz) = F (y) + ct = t[F (t−1y) + c]

≤ tp(t−1y + z) = p(y + tz) = p(x);

t < 0のとき，

F̃ (x) = F̃ (y + tz) = F (y) + ct = −t[F (−t−1y) − c]

≤ −tp(−t−1y − z) = p(y + tz) = p(x);

t = 0のとき，

F̃ (x) = F̃ (y) = F (y) ≤ p(y) = p(x).

以上により F̃ ∈ S, F � F̃ , F �= F̃となるが，これはFの極大性に反する．
よってM = Xである．
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◦ 複素数版

定義. XをC線形空間とする．汎関数p : X → Rが半ノルムであるとは，以
下の条件を満たすことである．

1. 任意の c ∈ Cとx ∈ Xに対し p(cx) = |c|p(x)が成り立つ（絶対斉
次性）；

2. 任意のx, y ∈ Xに対しp(x+y) ≤ p(x)+p(y)が成り立つ（劣加法性）．

問. C線形空間上の半ノルムは自動的に非負値となることを示せ．
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定理 5.6 (Hahn–Banachの定理，複素数版). XをC線形空間，L ⊂ X

を部分空間とし，p : X → Rを半ノルムとする．もしC線形汎関数f : L → C

が

|f(x)| ≤ p(x) for x ∈ L

を満たせば，あるC線形汎関数F : X → Cが存在して

F (x) = f(x) for x ∈ L, |F (x)| ≤ p(x) for x ∈ X

が成り立つ．

注意.ここでもXには位相構造を要求しない．
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証明. g = Re fはL ⊂ XをR線形空間と見たときのR線形汎関数で，

g(x) ≤ p(x) for x ∈ L

を満たす．すると定理 5.4より，X上のR線形汎関数Gで

G(x) = g(x) for x ∈ L, G(x) ≤ p(x) for x ∈ X

を満たすものが存在する．今，f(ix) = if(x)より

f(x) = g(x) − ig(ix), x ∈ L,

となることに注意すると，

F (x) = G(x) − iG(ix), x ∈ X,

が求める汎関数となっている．実際，Fがfの拡張であることは明らかである．
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また，Fは明らかにR線形であるが，さらに

F ((a+ ib)x) = aF (x) + bF (ix)

= a
(
G(x) − iG(ix)

)
+ b

(
G(ix) − iG(−x)

)
= (a+ ib)

(
G(x) − iG(ix)

)
= (a+ ib)F (x)

なので，結局C線形である．最後に，x ∈ Xに対して

F (x) = reiθ, r ≥ 0, θ ∈ R

と表示すると，e−iθF (x) = F (e−iθx)は実数なので，

|F (x)| = e−iθF (x) = F (e−iθx) = G(e−iθx) ≤ p(e−iθx) = p(x)

が成り立つ．
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系 5.7. XをKノルム空間，L ⊂ Xを部分空間，f ∈ L∗とする．このとき
F ∈ X∗で

F (x) = f(x) for x ∈ L, ‖F‖X∗ = ‖f‖L∗

を満たすものが存在する．

証明. K = Rのとき，p(x) = ‖f‖L∗‖x‖として定理 5.4を適用すると，
F ∈ X∗で

F (x) = f(x) for x ∈ L, F (x) ≤ ‖f‖L∗‖x‖ for x ∈ X

を満たすものが存在する．任意のx ∈ Xに対して

−F (x) = F (−x) ≤ ‖f‖L∗‖ − x‖ = ‖f‖L∗‖x‖
も成り立つので，
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|F (x)| ≤ ‖f‖L∗‖x‖
であり，結局

‖F‖X∗ ≤ ‖f‖L∗

を得る．一方，x ∈ Lに対しては

|f(x)| = |F (x)| ≤ ‖F‖X∗‖x‖
なので，

‖f‖L∗ ≤ ‖F‖X∗

である．よって‖F‖X∗ = ‖f‖L∗となる．

K = Cのとき，p(x) = ‖f‖L∗‖x‖に対して定理 5.6を適用し，上と同じよ
うに議論すればよい（問とする）．
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系 5.8. XをKノルム空間とする．任意のx0 ∈ X \ {0}に対して，ある
F ∈ X∗で

F (x0) = ‖x0‖, ‖F‖X∗ = 1

を満たすものが存在する．

注意.特に，x ∈ Xが任意のf ∈ X∗に対しf(x) = 0を満たせば，x = 0
である．

証明. 部分空間L = {tx0 ∈ X; t ∈ K}上の汎関数fを

f(x) = f(tx0) = t‖x0‖, x = tx0 ∈ L

で定義する．明らかにfはL上K線形で，さらに

|f(x)| = |f(tx0)| = |t|‖x0‖ = ‖x‖, x = tx0 ∈ L,

なので，f ∈ L∗かつ‖f‖L∗ = 1である．あとは系 5.7を用いればよい．
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系 5.9. XをKノルム空間，L ⊂ Xを部分空間とし，x0 ∈ X \ Lとする．

d = inf
y∈L ‖x0 − y‖ > 0

なら，あるF ∈ X∗で次を満たすものが存在する：

F (x0) = 1, F (y) = 0 for y ∈ L, ‖F‖ ≤ d−1.

証明. 部分空間 L̃ = {tx0 + y ∈ X; t ∈ K, y ∈ L}に対して，
f(x) = f(tx0 + y) = t, x = tx0 + y ∈ L̃

と定義すると，これは L̃上K線形で

f(x0) = 1, f(y) = 0 for y ∈ L,

を満たす．さらに，x = tx0 + y, t �= 0, に対して

|f(x)| = |t|‖x‖
/
‖tx0 + y‖ = ‖x‖

/
‖x0 + t−1y‖ ≤ ‖x‖

/
d

なので，f ∈ L̃∗, ‖f‖
L̃∗ ≤ d−1である．あとは系 5.7を用いればよい．
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§ 5.3 分離定理

定義. Xをノルム空間とする．

1. K ⊂ Xが凸であるとは，任意のx, y ∈ Kと t ∈ [0,1]に対し

tx+ (1 − t)y ∈ K

が成り立つことである．

2. K,K′ ⊂ Xがf ∈ X∗ \ {0}により分離されるとは，任意のx ∈ Kと
x′ ∈ K′に対し

Re f(x) ≤ Re f(x′) (♦)

が成り立つことである．
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注意. K,K′がf ∈ X∗ \ {0}により分離されるとき，特に，あるc ∈ Rが存
在して

Re f ≤ c on K, Re f ≥ c on K′. (♣)

が成り立つ．実際，(♦)の左辺の上限，右辺の下限を取れば

sup
x∈K

Re f(x) ≤ inf
x′∈K′ Re f(x′)

となるので，c ∈ Rを

sup
x∈K

Re f(x) ≤ c ≤ inf
x′∈K′ Re f(x′)

となるように選べば，(♣)が成り立つ．なお，(♣)は幾何的にはK,K′がX

内の超平面

{x ∈ X; Re f(x) = c}
により分離されることを意味する．
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定理 5.10 (分離定理). Xをノルム空間，K1,K2 ⊂ Xを凸部分集合とし，

K◦
1 �= ∅, K◦

1 ∩ K2 = ∅
とする．このとき，あるf ∈ X∗ \ {0}が存在して，fはK1とK2を分離す
る．

注意.一般に，任意のS ⊂ Xに対し，その内点全体の集合をS◦で表す．

定義. Xをノルム空間とし，K ⊂ Xは凸部分集合で，0 ∈ K◦とする．この
とき，Kのサポート関数（Minkowski汎関数）pK : X → [0,∞]を，任意
のx ∈ Xに対し

pK(x) = inf
{
λ > 0; λ−1x ∈ K

}
で定める．
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命題 5.11.上のサポート関数pKは以下を満たす：

1. 任意のx ∈ Xに対して0 ≤ pK(x) < ∞が成り立つ．
2. 任意のλ ≥ 0とx ∈ Xに対してpK(λx) = λpK(x)が成り立つ．

3. 任意のx, y ∈ Xに対してpK(x+ y) ≤ pK(x) + pK(y)が成り立つ．

4. あるC > 0が存在して，任意のx ∈ Xに対しpK(x) ≤ C‖x‖が成り
立つ．

5. K◦ = {x ∈ X; pK(x) < 1}が成り立つ．
6. K = {x ∈ X; pK(x) ≤ 1}が成り立つ．

特に，XをR線形空間と見たとき，pKは非負値かつ劣線形であり，さらに
pKはX上で連続である．
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証明. 1. pK(0) = 0であることは定義からすぐに分かるので，あとは任意
のx ∈ X \ {0}に対しpK(x) < ∞であることを示せばよい．仮定0 ∈ K◦
より，あるε > 0に対しB(0, ε) ⊂ Kが成り立つことに注意する．このとき，
ε(2‖x‖)−1x ∈ B(0, ε) ⊂ Kなので，

pK(x) ≤ 2ε−1‖x‖ < ∞
を得る．

2. λ = 0のとき主張は明らかなので，λ > 0としてよい．このとき，サポー
ト関数の定義より

pK(λx) = inf
{
μ > 0; μ−1λx ∈ K

}
= inf

{
λμ′ > 0; μ′−1x ∈ K

}
= λpK(x)

を得る．
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3. 任意のx, y ∈ Xに対し，λ, μ > 0をλ−1x, μ−1y ∈ Kのようにとると，
Kの凸性より

1

λ+ μ
(x+ y) =

λ

λ+ μ
λ−1x+

μ

λ+ μ
μ−1y ∈ K

なので，

pK(x+ y) ≤ λ+ μ

となる．上の不等式の右辺でλ, μについての下限をとれば，求める不等式が
従う．

なお，pKが非負値かつ劣線形であることは，主張1–3から直接従う．
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4. 主張1の証明と同様に，あるε > 0が存在してB(0, ε) ⊂ Kが成り立つ．
このとき，任意のx ∈ X \ {0}に対し，ε(2‖x‖)−1x ∈ B(0, ε) ⊂ Kである
ことから，

pK(x) ≤ 2ε−1‖x‖
である．これはx = 0の場合にも成り立つので，結局C = 2ε−1とおけば，
求める不等式が得られる．

なお，pKの連続性は，主張3および4により，任意のx, y ∈ Xに対し

|pK(x) − pK(y)| ≤ max
{
pK(x − y), pK(y − x)

}
≤ C‖x − y‖

が成り立つことに注意すれば，すぐに分かる．
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5. まずx ∈ K◦とする．このとき，xのある近傍U ⊂ Xに対しU ⊂ Kであ
り，さらにスカラー倍の連続性を用いると，あるε > 0に対し(1− ε)−1x ∈
U ⊂ Kとなる．これは

pK(x) ≤ 1 − ε < 1

を意味する．

逆に，x ∈ XかつpK(x) < 1とする．このとき，ある ε > 0が存在して
pK(x) < 1 − εが成り立つ．ここでpKの連続性を用いると，xのある近傍
Uが存在して，任意のy ∈ Uに対し

pK(y) < 1

が成り立つ．これはあるλ ∈ (0,1)に対しλ−1y ∈ Kが成り立つことを意味
し，Kの凸性を用いると

y = (1 − λ)0 + λ(λ−1y) ∈ K

となる．よってU ⊂ Kであり，x ∈ K◦を得る．
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6. x /∈ K，すなわち，x ∈ (K)cとする．このとき，(K)cが開集合である
こととスカラー倍の連続性から，あるε > 0に対して(1+ ε)−1x ∈ (K)cが
成り立つ．特に

(1 + ε)−1x /∈ K

であり，これは

pK(x) ≥ 1+ ε > 1

を意味する．実際，もしpK(x) < 1+ εとすると，あるλ ∈ (0,1+ ε)に対
しλ−1x ∈ Kが成り立つが，ここでKの凸性を用いると，

(1 + ε)−1x = (1 − (1 + ε)−1λ)0 + (1+ ε)−1λ(λ−1x) ∈ K

となって矛盾を生じる．
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逆に，x ∈ XかつpK(x) > 1とする．このとき，あるε > 0で

pK(x) > 1+ ε

を満たすものがとれる．ここでpKの連続性を用いると，xのある近傍Uが存
在して，任意のy ∈ Uに対し

pK(y) > 1

となる．これはy /∈ Kを意味する．実際，y ∈ Kとすると，1−1y ∈ Kより
pK(y) ≤ 1となってしまうからである．よって，K ∩ U = ∅であり，これ
はx /∈ Kを意味する．
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定理 5.10の証明. 平行移動により，0 ∈ K◦
1としてよい．また，任意のx0 ∈

K2を固定して

K = x0 +K1 − K2 =
{
x0 + x1 − x2 ∈ X; x1 ∈ K1, x2 ∈ K2

}
とおく．

Step 1. まず，Kは凸集合である．実際，任意のx, y ∈ Kをとると，これ
らはあるx1, y1 ∈ K1とx2, y2 ∈ K2を用いて

x = x0 + x1 − x2, y = x0 + y1 − y2

の形に書ける．すると，K1とK2の凸性により，任意の t ∈ [0,1]に対し

tx+ (1 − t)y = x0 +
(
tx1 + (1 − t)y1

)
−

(
tx2 + (1 − t)y2

)
∈ K

が成り立つ．
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Step 2. 次に0 ∈ K◦を示す．実際，仮定により，ある ε > 0が存在して
B(0, ε) ⊂ K1が成り立つ．すると，任意のx ∈ B(0, ε) ⊂ K1に対し

x = x0 + x − x0 ∈ K

が成り立つ．

Step 3. さらにx0 /∈ K◦である．実際，x0 ∈ K◦と仮定して矛盾を導こう．
このとき，任意のy ∈ K2に対し十分小さなδ > 0をとればx0 + δy ∈ Kと
なるので，あるx1 ∈ K1とx2 ∈ K2が存在して

x0 + δy = x0 + x1 − x2

と書ける．すると，この等式とK2の凸性により
1

1+ δ
x1 =

δ

1+ δ
y +

1

1+ δ
x2 ∈ K2
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が分かる．あとは
1

1+ δ
x1 ∈ K◦

1 (♥)

を示せれば，仮定K◦
1 ∩ K2 = ∅に矛盾する．Step 2と同様に，あるε > 0

をB(0, ε) ⊂ K1となるようにとると，任意のw ∈ B(0, εδ/(1 + δ))に対
し，K1の凸性から，

1

1+ δ
x1 + w =

1

1+ δ
x1 +

δ

1+ δ

1+ δ

δ
w ∈ K1

となる．これは確かに(♥)を意味する．
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Step 4. さて，Steps 1–3を用いて定理の主張を証明しよう．Steps 1, 2

と命題 5.11により，Kのサポート関数pK : X → [0,∞)は非負値かつ劣線
形であることに注意する．今，L = {λx0 ∈ X; λ ∈ R}上のR線形汎関数

f : L → R

を任意のy = λx0 ∈ Lに対して

f(y) = λpK(x0)

で定めれば，

f ≤ pK on L

が容易に分かる．すると定理 5.4より，あるR線形汎関数F1 : X → R が存
在して

F1 = f on L, F1 ≤ pK on X

が成り立つ．命題 5.11.4よりF1はX上で連続であることも分かる．
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さて，K = R,Cに応じてそれぞれ

F = F1, F1 − iF1(i · )
と定めると，F はX上の連続なK線形汎関数となることが分かる（問とす
る）．また，任意のx ∈ Kに対し，命題 5.11とStep 3を用いると，

ReF (x) = F1(x) ≤ pK(x) ≤ 1 ≤ pK(x0) = F1(x0)

が成り立つ．したがって，任意のx1 ∈ K1およびx2 ∈ K2に対し，上の不
等式をx = x0 + x1 − x2 ∈ Kにおいて適用すると，

ReF (x1) ≤ ReF (x2)

を得る．よって主張が示された．
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§ 5.4 第2共役空間

定理 5.12. XをBanach空間とする．x ∈ Xに対し，

φx(f) = f(x), f ∈ X∗

と定義すると，φx ∈ X∗∗ := (X∗)∗である．さらに，この対応

X → X∗∗, x �→ φx

は等長線形作用素を定める．

注意.上の等長埋め込みを通じてX ⊂ X∗∗とみなすことができる．
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証明. x ∈ Xとする．任意のλ, μ ∈ Cとf, g ∈ X∗に対して

φx(λf + μg) = (λf + μg)(x) = λf(x) + μg(x) = λφx(f) + μφx(g)

なので，φx : X∗ → Cは線形である．さらに任意のf ∈ X∗に対し

|φx(f)| = |f(x)| ≤ ‖f‖X∗‖x‖X (♠)

なので，φx ∈ X∗∗を得る．

(♠)から‖φx‖X∗∗ ≤ ‖x‖Xが分かる．‖φx‖X∗∗ ≥ ‖x‖Xを示そう．x �= 0
としてよい．Hahn–Banachの定理（の系）より，f ∈ X∗を適当に選んで，

f(x) = ‖x‖X, ‖f‖X∗ = 1

とできる．すると

‖x‖X = |f(x)| = |φx(f)| ≤ ‖φx‖X∗∗‖f‖X∗ = ‖φx‖X∗∗

が得られる．
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定義.Banach空間XがX∗∗ = Xを満たすとき，Xは反射的であるという．

例. Hilbert空間は常に反射的である．

例.任意のp ∈ (1,∞)に対しLp(Ω)は反射的であるが，L1(Ω)とL∞(Ω)

は一般には反射的ではない．
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§ 5.5 弱位相

定義.XをBanach空間とする．汎関数列{fj} ⊂ X∗がf ∈ X∗に汎弱収束
（弱∗収束）するとは，任意のx ∈ Xに対して

lim
j→∞ fj(x) = f(x)

が成り立つことである．このとき，fを{fj}の汎弱極限（弱∗極限）と呼び，

fj
w∗→ f, fj

∗
⇀ f, w*-lim

j→∞ fj = f

などで表す．

問. 1. 汎弱極限の一意性を示せ．

2. {fj} ∈ X∗がf ∈ X∗にX∗のノルムで収束することと汎弱収束するこ
との違いを言葉で説明し，両者の強弱関係について述べよ．

注意.作用素に対しては上のような収束は強収束と呼ばれる．
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定理 5.13. XをBanach空間とする．X∗の任意の汎弱収束列は有界列で
ある．さらに，{fj} ⊂ X∗がf ∈ X∗に汎弱収束するなら，

‖f‖ ≤ lim inf
j→∞ ‖fj‖

が成り立つ．

証明. 定理の主張は一様有界性原理とBanach–Steinhausの定理の言いか
えに他ならない．

定理 5.14. XをBanach空間とし，{fj} ⊂ X∗とする．任意のx ∈ Xに
対しfj(x)が収束するなら，{fj}は汎弱収束する．

証明. Banach–Steinhausの定理と汎弱収束の定義から明らかである．

注意.定理 5.14はX∗の汎弱位相に関する完備性に相当する．
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定理 5.15.Xを可分Banach空間とする．任意の有界列{fj} ⊂ X∗は汎弱
収束部分列を持つ．

証明. {xk} ⊂ Xを稠密な可算部分集合とする．まず{fj(x1)} ⊂ Cは有界
列なので，ある部分列{f1,j} ⊂ {fj}が存在して{f1,j(x1)}は収束する．次
に{f1,j(x2)} ⊂ Cも有界列なので，ある部分列{f2,j} ⊂ {f1,j}が存在して
{f2,j(x2)}は収束する．以下，帰納的に{fn,j}を構成する．

すると{fn,n}は汎弱収束する．実際，任意のx ∈ Xに対して

|fn,n(x) − fm,m(x)|
≤ |fn,n(x) − fn,n(xk)| + |fn,n(xk) − fm,m(xk)|

+ |fm,m(xk) − fm,m(x)|
≤ 2(sup ‖fn,n‖)‖x − xk‖ + |fn,n(xk) − fm,m(xk)|

なので，{fn,n(x)}はCauchy列であり，よって収束する．あとは定理 5.14
を用いればよい．
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定理 5.16 (Banach–Alaoglu).XをBanach空間とする．X∗の閉単位
球は汎弱コンパクトである．

注意.コンパクトと点列コンパクトは一般には異なる性質である．

証明. 以下，X∗の閉単位球をBとする．単射

ι : X∗ ↪→ CX, f �→ (f(x))x∈X
を通して，X∗をその像ι(X∗)と同一視する．X∗の汎弱位相は直積位相空間
CX の部分空間としての位相に一致することに注意する．包含関係

ι(B) ⊂ I := {(zx) ∈ CX; |zx| ≤ ‖x‖}
とIのコンパクト性（Tychonoffの定理）より，あとはι(B)がIの閉部分集
合であることを示せばよい．
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f = (f(x))x∈X ∈ ι(B) ⊂ Iとする．まずfの線形性を確かめる．任意の
x, y ∈ Xをとる．直積位相と閉包の定義より，任意の ε > 0に対し，ある
g ∈ ι(B)が存在して

|f(x) − g(x)| < ε, |f(y) − g(y)| < ε, |f(x+ y) − g(x+ y)| < ε

とできる．すると

|f(x) + f(y) − f(x+ y)| = |f(x) − g(x)| + |f(y) − g(y)|
+ |f(x+ y) − g(x+ y)|

< 3ε

なので，結局f(x + y) = f(x) + f(y)が分かる．同様に任意のα ∈ Cと
x ∈ Xに対しf(αx) = αf(x)となることも分かり，fの線形性が示された．

またf ∈ Iから‖f‖ ≤ 1も明らかであり，よってf ∈ ι(B)である．

以上により ι(B) ⊂ Iは閉集合であることが分かった．
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定義. XをBanach空間とする．点列{xj} ⊂ Xがx ∈ Xに弱収束すると
は，任意のf ∈ X∗に対して

lim
j→∞ f(xj) = f(x)

が成り立つことである．このとき，xを{xj}の弱極限と呼び，

xj
w→ x, xj ⇀ x, w-lim

j→∞ xj = x

などで表す．弱収束との対比のために，通常の収束を強収束と呼び，

xj
s→ x, s-lim

j→∞ xj = x

などで表すことがある．

問. xj
s→ xならば，xj

w→ xであることを示せ．
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命題 5.17. {xj} ⊂ Xが弱収束していれば，弱極限は一意的である．

証明. いま，

xj
w→ x, xj

w→ x′

と仮定する．もしx �= x′なら，Hahn–Banachの定理（の系）より，ある
f ∈ X∗が存在して

f(x − x′) = ‖x − x′‖ �= 0, ‖f‖ = 1

である．しかし

f(x − x′) = f(x) − f(x′) = lim
j→∞ f(xj) − lim

j→∞ f(xj) = 0

なので，これは矛盾である．
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例.点列{xj} ⊂ �2を

xj = (δjk)k

により定めると，{xj}は0 ∈ �2に弱収束するが，強収束はしない．

証明. 任意のf ∈ (�2)∗をとる．Rieszの表現定理より，あるy ∈ �2が存在
してf = ( · , y)と書けるので，j → ∞のとき

f(xj) = (xj, y) = yj → 0 = f(0) ∴ xj
w→ 0

である．しかし，任意のj �= lに対し

‖xj − xl‖ =
√
2

なので，{xj}はCauchy列にはなり得ず，強収束しない．
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定理 5.18.任意の弱収束列は有界列である．さらに，{xj} ⊂ Xがx ∈ X
に弱収束するなら，

‖x‖ ≤ lim inf
j→∞ ‖xj‖

が成り立つ．

証明. φj, φ ∈ X∗∗を各f ∈ X∗に対し

φj(f) = f(xj), φ(f) = f(x)

として定義する．任意のf ∈ X∗に対しφj(f) → φ(f)なので，定理 5.12
と一様有界性原理（とBanach–Steinhausの定理）により，

sup ‖xj‖ = sup ‖φj‖ < ∞
および

‖x‖ = ‖φ‖ ≤ lim inf
j→∞ ‖φj‖ = lim inf

j→∞ ‖xj‖

を得る．
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定理 5.19. XをHilbert空間とし，{xj} ⊂ X, x ∈ Xとする．xj
w→ xか

つ‖xj‖ → ‖x‖なら，xj
s→ xである．

証明. j → ∞のとき，
‖x − xj‖2 = ‖x‖2 + ‖xj‖2 − 2Re(x, xj) → 0

なので，確かにxj
s→ xである．
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定理 5.20. Xを反射的Banach空間とし，{xj} ⊂ Xとする．任意のf ∈
X∗に対しf(xj)が収束するなら，{xj}は弱収束する．

証明. 埋め込みX ⊂ X∗∗によるxj ∈ Xの像をφj ∈ X∗∗とし，

φ(f) = lim
j→∞φj(f) = lim

j→∞ f(xj) for f ∈ X∗

と定義すると，Banach–Steinhausの定理よりφ ∈ X∗∗である．仮定より
X = X∗∗なので，あるx ∈ Xが存在して，任意のf ∈ X∗に対し

f(x) = φ(f) = lim
j→∞ f(xj)

である．これはxj
w→ xを意味する．

注意.これは反射的Banach空間の弱位相に関する完備性を意味する．
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定理 5.21.反射的Banach空間の任意の有界列はある弱収束部分列を含む．

補題 5.22.Xを反射的Banach空間，L ⊂ Xを閉部分空間とする．LはX

のノルムに関して反射的Banach空間となる．

証明. LがBanach空間となることは自明である．φ ∈ L∗∗とする．任意の
f ∈ X∗に対し，f |L ∈ L∗, ‖f |L‖L∗ ≤ ‖f‖X∗であることに注意して，

ψ(f) = φ(f |L)
と定めると，ψ ∈ X∗∗となる．するとXは反射的なので，あるxが存在して

φ(f |L) = ψ(f) = f(x) for all f ∈ X∗ (♥)

と書ける．
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ここで仮にx /∈ Lとすると，Hahn–Banachの定理（の系）により

∃f ∈ X∗ s.t. f |L = 0, f(x) �= 0

となるが，これは(♥)に矛盾する．よってx ∈ Lである．すると(♥)より

φ(f |L) = f |L(x) for all f ∈ X∗

である．再びHahn–Banachの定理（の系）により，任意のg ∈ L∗はある
f ∈ X∗を用いてg = f |Lの形に書けることに注意すると，

φ(g) = g(x) for all g ∈ L∗

が得られる．
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補題 5.23. XをBanach空間とする．X∗が可分ならXも可分である．

証明. {fj} ⊂ X∗を稠密な可算部分集合とする．{xj} ⊂ Xを

|fj(xj)| ≥ ‖fj‖/2, ‖xj‖ = 1

を満たすように選び，L = span{xj}とおく．明らかにL ⊂ Xは可分な閉
部分空間である．いま，仮にL �= Xと仮定すると，Hahn–Banachの定理
（の系）より，あるf ∈ X∗が存在して

f |L = 0, f �= 0

である．しかしfjnを‖f − fjn‖ < 1/nのようにとると

‖fjn‖/2 ≤ |f(xjn) − fjn(xjn)| ≤ 1/n

なので，fjn → 0となり，これは矛盾である．よってL = Xである．
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定理 5.21の証明. Xを反射的Banach空間，{xj} ⊂ Xを有界列とし，

L = span{xj}
とおく．補題 5.22よりLは反射的であり，よってL∗∗ = Lは可分である．
すると補題 5.23よりL∗は可分なので，定理 5.15より{xj} ⊂ L∗∗は汎弱
収束部分列を持つ．汎弱収束と弱収束の定義より，これは{xj} ⊂ Lが弱収
束部分列を持つことに他ならない．

問.Banach空間Xの任意の有界列が強収束部分列を持つなら，Xは有限次
元であることを示せ．
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§ 5.6 共役作用素

定義. X,Y をBanach空間，TをXからY への作用素とし，D(T ) ⊂ Xは
稠密とする．Y ∗からX∗への作用素T ∗を以下のように定義する：条件

∃f ∈ X∗ s.t. ∀x ∈ D(T ) g(Tx) = f(x) (♦)

を満たすようなg ∈ Y ∗の集合をD(T ∗)とし，また任意のg ∈ D(T ∗)に対
し(♦)を満たすf ∈ X∗をとって

T ∗g = f

と定める．T ∗をTの共役作用素（双対作用素）と呼ぶ．

注意. g ∈ D(T ∗)とし，f, f ′ ∈ X∗が (♦)を満たしているとする．任意の
x ∈ Xに対し，xに収束する列{xj} ⊂ D(T )をとると，

f(x) = lim
j→∞ f(xj) = lim

j→∞ g(Txj) = lim
j→∞ f ′(xj) = f ′(x)

である．よって，f = f ′であり，T ∗はwell-definedである．
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定義. TはHilbert空間XからY への作用素で，D(T ) ⊂ Xは稠密とする．
このとき，y ∈ Y で

∃ξ ∈ X s.t. ∀x ∈ D(T ) (Tx, y)Y = (x, ξ)X (♣)

を満たすものの集合をD(T ∗)とし，また任意のy ∈ D(T ∗)に対し(♣)を満
たすξ ∈ X∗をとって

T ∗y = ξ

と定義する．T ∗をTの共役作用素と呼ぶ．

注意.Banach空間では(αT )∗ = αT ∗，Hilbert空間では(αT )∗ = αT ∗で
あることに注意する．
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例. TをCnからCmへの有界作用素とする．Cn, Cmの標準基底をそれぞれ
e1, . . . , en, f1, . . . , fmとし，

tij = (Tej, fi)

とおくと，Tは行列(tij)i,j，T ∗は随伴行列(tji)i,jで行列表示される．

証明. y = Tx, x =
n∑

j=1

xjej, y =
m∑

i=1

yifi とすると，

yi = (y, fi) =
n∑

j=1

xj(Tej, fi) =
n∑

j=1

tijxj

なので，Tは確かに(tij)i,jにより行列表示される．同様に，

sij = (T ∗fj, ei) = (Tei, fj) = tji

とおくと，T ∗は(sij)i,j = (tji)i,jにより行列表示される．
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命題 5.24. TはXからY への作用素でD(T ) ⊂ Xは稠密とする．このと
き，T ∗はY ∗からX∗への閉作用素である．

証明. gj ∈ D(T ∗), g ∈ Y ∗, f ∈ X∗で，j → ∞のとき
gj → g, T ∗gj → f

と仮定する．このとき，任意のx ∈ Xに対し

gj(Tx) = (T ∗gj)(x)

であり，ここでj → ∞とすると
g(Tx) = f(x)

を得る．これはg ∈ D(T ∗), T ∗g = fを意味し，したがってT ∗は閉作用素
である．
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命題 5.25. TはXからY への閉作用素でD(T ) ⊂ Xは稠密とする．すると

T ∈ B(X,Y ) ⇐⇒ T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗)
が成り立つ．さらに，このとき‖T‖ = ‖T ∗‖が成り立つ．

証明. まずT ∈ B(X,Y )と仮定する．任意のg ∈ Y ∗に対し，f := g(T · )
はX上の線形汎関数であり，

∀x ∈ X |f(x)| = |g(Tx)| ≤ ‖g‖‖T‖‖x‖ ∴ f ∈ X∗

である．さらに定義から明らかに

∀x ∈ X g(Tx) = f(x)

なので，g ∈ D(T ∗)かつT ∗g = f = g(T · )がわかる．上の不等式より
∀x ∈ X |(T ∗g)(x)| = |g(Tx)| ≤ ‖g‖‖T‖‖x‖ ∴ ‖T ∗g‖ ≤ ‖T‖‖g‖
なので，T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗)かつ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖が得られる．
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逆にT ∗ ∈ B(Y ∗, X∗)とする．任意のx ∈ D(T )に対し，Hahn–Banach

の定理によりg(Tx) = ‖Tx‖, ‖g‖ = 1を満たすg ∈ Y ∗をとることで，

‖Tx‖ = |g(Tx)| = |(T ∗g)(x)| ≤ ‖T ∗g‖‖x‖ ≤ ‖T ∗‖‖x‖
が得られる．この不等式と，T が閉作用素であることおよびD(T ) ⊂ Xが
稠密であることを合わせると，T ∈ B(X,Y )でなければならないことがわか
る．すると，上の不等式から，さらに‖T‖ ≤ ‖T ∗‖もわかる．
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命題 5.26.以下が成り立つ：

1. T, S ∈ B(X,Y )に対し，(T + S)∗ = T ∗ + S∗;

2. T ∈ B(X,Y ), λ ∈ Cに対し，(λT )∗ = λT ∗ （※ Hilbert空間では
(λT )∗ = λT ∗）;

3. S ∈ B(X,Y ), T ∈ B(Y, Z)に対し，(TS)∗ = S∗T ∗.

証明. ほぼ明らかなので証明は省略する．
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命題 5.27. TはXからY への作用素で，D(T ) ⊂ XおよびD(T ∗) ⊂ Y ∗は
それぞれ稠密であるとする．このとき，埋め込みX ⊂ X∗∗およびY ⊂ Y ∗∗
の下でTをX∗∗からY ∗∗への作用素とみなすと

T ⊂ T ∗∗

が成り立つ．

証明. x = φx ∈ D(T ) ⊂ X∗∗とする．このとき，任意の g ∈ D(T ∗)に
対し

φx(T
∗g) = (T ∗g)(x) = g(Tx) = φTx(g)

が成り立つので，

x = φx ∈ D(T ∗∗), T ∗∗x = T ∗∗φx = φTx = Tx

が従う．

注意.第2共役空間への埋め込みに関しては，定理 5.12を参照せよ．
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定義. TはHilbert空間XからXへの作用素で，D(T ) ⊂ Xは稠密とする．
Tが対称作用素であるとは

T ⊂ T ∗ (すなわちD(T ) ⊂ D(T ∗)かつT ∗|D(T ) = T )

が成り立つことである．また，Tが自己共役作用素であるとは

T = T ∗

が成り立つことである．

命題 5.28. TはHilbert空間X上の作用素で，D(T ) ⊂ Xは稠密とする．
Tが対称であるためには，

∀x, y ∈ D(T ) (Tx, y) = (x, Ty)

が成り立つことが必要十分である．

証明. 省略する（問とする）．
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§ 5.7 閉値域定理

定義. XをBanach空間とする．部分集合L ⊂ X, M ⊂ X∗に対して

L⊥ = {f ∈ X∗; ∀x ∈ L f(x) = 0},
⊥M = {x ∈ X; ∀f ∈ M f(x) = 0}

とおく．

命題 5.29. TはBanach空間XからY への閉作用素でD(T ) ⊂ Xは稠密
とする．このとき

R(T ) = ⊥N(T ∗), R(T ∗) = N(T )⊥

が成り立つ．
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証明. y = Tx ∈ R(T )とすると，任意のg ∈ N(T ∗)に対し

g(y) = g(Tx) = (T ∗g)(x) = 0

なので，y ∈ ⊥N(T ∗)である．したがって，R(T ) ⊂ ⊥N(T ∗)であり，結局
R(T ) ⊂ ⊥N(T ∗)を得る．

逆の包含関係を示そう．あるy0 ∈ ⊥N(T ∗) \R(T )が存在したとすると，あ
るg ∈ Y ∗で

g(y0) �= 0, ∀y ∈ R(T ) g(y) = 0

を満たすものが存在する．後者は

∀x ∈ D(T ) g(Tx) = 0

を意味し，したがってT ∗g = 0，つまりg ∈ N(T ∗)である．するとy0 ∈
⊥N(T ∗)よりg(y0) = 0であるが，これは仮定に矛盾する．

問. R(T ∗) = N(T )⊥を示せ．
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定理 5.30 (閉値域定理).X,Y をBanach空間とし，TはXからY への閉
作用素で，D(T ) ⊂ Xは稠密とする．以下の条件は互いに同値である：

1. R(T ) ⊂ Y は閉部分空間である；

2. R(T ∗) ⊂ X∗は閉部分空間である；

3. R(T ) = ⊥N(T ∗)が成り立つ；

4. R(T ∗) = N(T )⊥が成り立つ．

証明. 省略する．K. Yosida, “Functional Analysis”を参照せよ．
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第6章 レゾルベントとスペクトル

§ 6.1 レゾルベント

◦ 定義と基本的性質

本章では常に，XをC上のBanach空間とする．一般にX上の閉作用素Tと
z ∈ Cに対し次の3つの場合がある：

1. (z − T )−1は存在しない．（すなわちN(z − T ) �= {0}である．）
2. (z − T )−1は存在するが，B(X)には属さない．

3. (z − T )−1が存在し，B(X)に属する．

注意. Xには線形構造の他に位相構造が入っているため，集合論的な逆写像
の存在と同時に，その位相との関係（連続性）にも興味がある．
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定義. Banach空間X上の閉作用素Tに対し，

ρ(T ) =
{
z ∈ C; ∃(z − T )−1 ∈ B(X)

}
, σ(T ) = C \ ρ(T )

をそれぞれTのレゾルベント集合，スペクトルと呼ぶ．z ∈ ρ(T )に対し，

R(z) = R(z;T ) = (z − T )−1

をTのレゾルベントと呼ぶ．また，

σp(T ) =
{
z ∈ C; ∃x ∈ X s.t. Tx = zx

}
⊂ σ(T ),

をTの点スペクトル，σp(T )の元をTの固有値と呼ぶ．さらに，z ∈ σp(T )
のとき，N(z−T )の元をTの固有ベクトル，N(z−T )をzに付随するTの
固有空間，dimN(z − T )をzの重複度と呼ぶ．

定理 6.1 (レゾルベント方程式). TをBanach空間X上の閉作用素とする．
任意のz, w ∈ ρ(T )に対し，次の等式が成り立つ：

R(z) − R(w) = (w − z)R(z)R(w) = (w − z)R(w)R(z).
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証明. R(R(w)) ⊂ D(T )に注意して，

R(z) − R(w) = R(z)(w − T )R(w) − R(z)(z − T )R(w)

= (w − z)R(z)R(w).

同様に，R(R(z)) ⊂ D(T )に注意して，

R(z) − R(w) = R(w)(w − T )R(z) − R(w)(z − T )R(z)

= (w − z)R(z)R(w).

よって主張は示された．

注意.レゾルベント方程式は，形式的には，
1

z − T
− 1

w − T
=

w − z

(z − T )(w − T )
=

w − z

(w − T )(z − T )

とも書ける．
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定理 6.2. ρ(T ) ⊂ Cは開部分集合である．またR(z)はρ(T )上で正則であ
り，R′(z) = −R(z)2が成り立つ．

証明. z ∈ ρ(T )とする．|ζ − z| < ‖R(z)‖−1を満たす任意のζ ∈ Cに対し

S =
∞∑

n=0

(−1)n(ζ − z)nR(z)n+1はB(X)でノルム収束しており，

S(ζ − T )

=
∞∑

n=0

(−1)n(ζ − z)nR(z)n +
∞∑

n=0

(−1)n(ζ − z)n+1R(z)n+1 = 1,

(ζ − T )S

=
∞∑

n=0

(−1)n(ζ − z)nR(z)n +
∞∑

n=0

(−1)n(ζ − z)n+1R(z)n+1 = 1

より，ζ ∈ ρ(T )，よってρ(T )は開である．さらにS = R(ζ)はR(z)の
Taylor展開を与えるので，正則性およびR′(z) = −R(z)2も示される．
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◦ 共役作用素のレゾルベント

定理 6.3. TをBanach空間X上の閉作用素とし，D(T )はXで稠密である
とする．このとき

ρ(T ∗) = ρ(T ), R(z;T ∗) = R(z;T )∗

が成り立つ．

注意. Hilbert空間であれば，

ρ(T ∗) = ρ(T ), R(z;T ∗) = R(z;T )∗

が成り立つ．
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証明. Step 1. z ∈ ρ(T )とする．(z − T )−1 ∈ B(X)が存在するので，
((z − T )−1)∗ ∈ B(X∗)が存在する．また(z − T ∗)−1も存在する．実際，
g ∈ N(z − T ∗)とすると，任意のx ∈ Xに対して

g((z − T )x) = ((z − T ∗)g)(x) = 0

だが，R(z − T ) = Y なので，g = 0でなければならない．

いまf ∈ X∗ = D(((z − T )−1)∗)とすると，任意のx ∈ D(T )に対し

f(x) = f((z − T )−1(z − T )x) = [((z − T )−1)∗f ]((z − T )x)

なので，((z − T )−1)∗f ∈ D(z − T ∗)かつ

(z − T ∗)((z − T )−1)∗f = f (♠)

がわかる．これはR(z − T ∗) = X∗を意味し，したがって閉グラフ定理よ
り，(z − T ∗)−1 ∈ B(X∗)である．特にz ∈ ρ(T ∗)を得る．さらに(♠)の両
辺に(z − T ∗)−1をかけて，((z − T )−1)∗ = (z − T ∗)−1もわかる．
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Step 2. z ∈ ρ(T ∗)とする．定義より (z − T ∗)−1 ∈ B(X∗)が存在す
る．また (z − T )−1も存在する．実際，x ∈ N(z − T )とすると，任意の
g ∈ D(T ∗)に対して，

((z − T ∗)g)(x) = g((z − T )x) = 0

であるが，いまR(z − T ∗) = X∗なので，これはx = 0を意味する．

D((z − T )−1) ⊂ Y は稠密であることに注意する．実際，R(z − T ) �= Y

と仮定すると，Hahn–Banachの定理より，あるg ∈ Y ∗ \ {0}が存在して
∀x ∈ D(T ) g((z − T )x) = 0

である．しかし，これは(z − T ∗)g = 0を意味し，g = 0となって矛盾であ
る．よって((z − T )−1)∗が定義される．
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いまg ∈ D((z − T ∗))とすると，任意のy ∈ R(z − T )に対して，

g(y) = g((z − T )(z − T )−1y) = [(z − T ∗)g]((z − T )−1y)

なので，(z − T ∗)g ∈ D(((z − T )−1)∗)かつ

((z − T )−1)∗(z − T ∗)g = g (♥)

を得る．これから

X∗ = R(z − T ∗) ⊂ D(((z − T )−1)∗)

がわかり，閉グラフ定理より ((z − T )−1)∗ ∈ B(X∗)となる．命題 5.25

より (z − T )−1 ∈ B(X)であり，特にz ∈ ρ(T )である．さらに (♥)から
((z − T )−1)∗ = (z − T ∗)−1もわかる．
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◦ スペクトル半径

命題 6.4. T ∈ B(X)とし，

r(T ) = lim sup
j→∞

‖T j‖1/j ≥ 0

とおく．（これをTのスペクトル半径と呼ぶ．）

1. {z ∈ C; |z| > r(T )} ⊂ ρ(T )であり，|z| > r(T )に対し

R(z) =
∞∑

j=0

z−j−1T j (♠)

が成り立つ．

2. σ(T ) ∩ {z ∈ C; |z| = r(T )} �= ∅である．

注意.特にσ(T ) ⊂ {z ∈ C; |z| ≤ ‖T‖}である．
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証明. |z| > r(T )とし，ε > 0を |z| − ε > r(T )ととる．このときNを十分
大きくとると，任意のj ≥ Nに対して |z| − ε > ‖T j‖1/jなので，

∞∑
j=N

|z|−j−1‖T j‖ ≤ |z|−1
∞∑

j=N

[
(z − ε)/|z|

]j
< ∞

である．よってS =
∞∑

j=0

z−j−1T jはB(X)の位相で絶対収束する．定理 6.2

の証明と同様にしてz ∈ ρ(T )およびS = R(z)が示される．

次にσ(T ) ∩ {z ∈ C; |z| = r(T )} = ∅と仮定する．σ(T )は閉集合である
から，あるε > 0が存在して

D = {z ∈ C; |z| > r(T ) − ε} ⊂ ρ(T )

となる．特にR(z)はDにおいてLaurent級数で表され，それは(♠)で与え
られる．しかし複素関数論の議論と同様にして，(♠)は{z ∈ C; |z| < r(T )}
では収束しないので，これは矛盾である．
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§ 6.2 自己共役作用素のスペクトル

TをHilbert空間X上の対称作用素とする．このとき，任意のx ∈ Xに対し
(Tx, x) ∈ Rであることに注意する．実際，これは

(Tx, x) = (x, Tx) = (Tx, x)

であることからわかる．あるγ ∈ Rが存在して，任意のx ∈ D(T )に対し

(Tx, x) ≥ γ‖x‖2

が成り立つとき，Tは下に半有界であるといい，これをT ≥ γのように書く．
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定理 6.5. TをHilbert空間X上の自己共役作用素とする．このとき，

σ(T ) ⊂ R

が成り立つ．また，さらにT ≥ γであれば，

σ(T ) ⊂ [γ,∞)

が成り立つ．

証明. z ∈ C \ Rとする．任意のx ∈ D(T )に対し，

‖(z − T )x‖2 = | Im z|2‖x‖2 + ‖(Re z − T )x‖2 ≥ | Im z|2‖x‖2

であることから，

‖(z − T )x‖ ≥ | Im z|‖x‖ (♣)

が成り立つことに注意する．これよりz − Tは単射であり，(z − T )−1が存
在することがわかる．
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あとはR(z−T ) = Xを示せれば，閉グラフ定理よりz ∈ ρ(T )が従う．(♣)

とTが閉作用素であることから，まずR(z − T ) ⊂ Xは閉部分空間である．
x ∈ R(z − T )⊥とすると

∀y ∈ D(T ) ((z − T )y, x) = 0 = (y,0)

であり，これは

x ∈ D(T ∗) = D(T ), (z − T ∗)x = (z − T )x = 0

を意味する．z − Tは単射なのでx = 0となり，R(z − T ) = Xを得る．

T ≥ γの場合についても同様に証明できる．

問. T ≥ γの場合に対する主張の証明を与えよ．（上の議論では省略されてい
る証明の細部も埋めよ）．
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命題 6.6. TをHilbert空間X上の自己共役作用素とする．任意の相異なる
固有値λ, μ ∈ σp(T )に対し

N(λ − T ) ⊥ N(μ − T )

が成り立つ．

証明. 任意のx ∈ N(λ−T ), y ∈ N(μ−T )に対し，λ, μ ∈ Rに注意すると

λ(x, y) = (Tx, y) = (x, Ty) = μ(x, y) = μ(x, y)

なので，

(λ − μ)(x, y) = 0

である．λ �= μなので，(x, y) = 0を得る．

注意.対称作用素でも成立する．
203



第7章 コンパクト作用素

§ 7.1 定義と基本的性質

定義.X,Y をBanach空間とし，TをXからY への線形作用素とする．Tが
コンパクト（または完全連続）であるとは，D(T ) = Xかつ任意の有界列
{xj} ⊂ Xに対し{Txj} ⊂ Y が収束部分列を持つことである．XからY へ
のコンパクト作用素全体の集合をBc(X,Y )で表す．

命題 7.1. Bc(X,Y ) ⊂ B(X,Y )である．

証明. T ∈ Bc(X,Y )とする．Tが有界でないとすると，点列{xj} ⊂ Xで

‖xj‖ = 1, ‖Txj‖ → ∞ (j → ∞)

を満たすものが存在する．しかし，このとき明らかに{Txj} ⊂ Y からは収
束部分列をとれず，これは矛盾である．
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定理 7.2.コンパクト作用素は弱収束列を強収束列にうつす．

証明. xj
w→ xとする．まずTxj

w→ Txであることに注意しておく．実際，任
意のf ∈ Y ∗に対して，

f(Txj) = (T ∗f)(xj) → (T ∗f)(x) = f(Tx)

である．

いま，もしTxj �→ Txであるなら，あるε > 0と部分列{xj′} ⊂ {xj}で
‖Tx − Txj′‖ > ε (♣)

を満たすものがとれる．{xj′}は弱収束することから特に有界列であり，仮定
により，部分列{xj′′} ⊂ {xj′}で{Txj′′}が強収束するものがとれる．しかし，

lim
j′′→∞

Txj′′ = w-lim
j′′→∞

Txj′′ = Tx

なので，これは(♣)に矛盾する．
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定理 7.3. Bc(X,Y ) ⊂ B(X,Y )は閉部分空間である．

証明. T, S ∈ Bc(X,Y ), λ, μ ∈ Cとし，{xj} ⊂ Xを任意の有界列とする．
このとき定義より，{xj}のある部分列{x1,j}が存在して{Tx1,j}は収束する．
さらに再び定義より，{x1,j}のある部分列{x2,j}が存在して{Sx2,j}は収束
する．明らかに{(λT + μS)x2,j}は収束するので，λT + μS ∈ Bc(X,Y )

を得る．
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次に{Tj} ⊂ Bc(X,Y )をB(X,Y )の収束列とし，その収束先をT とする．
{xj} ⊂ Xを有界列とする．{xj}のある部分列{x1,j}が存在して{T1x1,j}
は収束する．さらに{x1,j}のある部分列{x2,j}が存在して{T2x2,j}は収束
する．以下，これを繰り返して{xk,j}を構成し，yj = xj,jとおく．すると
このとき{Tyj}は収束する．実際

‖Tyj − Tyk‖ ≤ ‖Tyj − Tlyj‖ + ‖Tlyj − Tlyk‖ + ‖Tlyk − Tyk‖
≤ 2‖T − Tl‖ sup

j
‖yj‖ + ‖Tlyj − Tlyk‖

が成り立つので，任意のε > 0に対し，まず lを大きくとって固定し，続いて
j, kを大きくとると

‖Tyj − Tyk‖ < ε

とできる．ゆえにT ∈ Bc(X,Y )である．
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定理 7.4. T ∈ Bc(X,Y ), S ∈ B(Y, Z)なら，ST ∈ Bc(X,Z)である．ま
た，T ∈ B(X,Y ), S ∈ Bc(Y, Z)なら，ST ∈ Bc(X,Z)である．

証明. まずT ∈ Bc(X,Y ), S ∈ B(Y, Z)とし，{xj} ⊂ Xを有界列とする．
このとき，{Txj}は収束部分列を持ち，Sは連続なので，{STxj}も収束部
分列を持つ．よってST ∈ Bc(X,Z)である．

次にT ∈ B(X,Y ), S ∈ Bc(Y, Z)とし，再び{xj} ⊂ Xを有界列とする．こ
のとき，{Txj}は有界列なので，Sのコンパクト性から{STxj}は収束部分
列を持つ．よってST ∈ Bc(X,Z)である．

注意.定理 7.3, 7.4より特にBc(X) ⊂ B(X)は閉両側イデアルである．
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定理 7.5 (Schauder). T ∈ B(X,Y )とする．このとき，T ∈ Bc(X,Y )

であるための必要十分条件はT ∗ ∈ Bc(Y ∗, X∗)である．

補題 7.6. T ∈ Bc(X,Y )ならば，TX ⊂ Y は可分部分空間である．

証明. B = {x ∈ X; ‖x‖ ≤ 1}として，TB ⊂ Y が可分なことを示せば
よい．

いま，

∀ε > 0 ∃有限集合Fε ⊂ TB s.t. ∀y ∈ TB dist(y, Fε) < ε

が成り立つこと注意する．実際，そうでないとすると，

∃ε > 0 ∀有限集合F ⊂ TB ∃y ∈ TB dist(y, F ) ≥ ε
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である．このとき，y1 ∈ TBを任意に固定し，以下，yj ∈ TBを順次

∃y2 ∈ TB s.t. dist(y2, y1) ≥ ε,

∃y3 ∈ TB s.t. dist(y3, {y1, y2}) ≥ ε,

. . .

のように選ぶことができる．すると，その選び方から{yj}は収束部分列を持
たないが，これはTのコンパクト性に矛盾する．

上の主張を用いて，

G =
∞⋃

n=1

F1/n

ととれば，G ⊂ TBは可算かつ稠密である．
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定理 7.5の証明. （必要性） T ∈ Bc(X,Y )とし，{gj} ⊂ Y ∗を任意の
有界列とする．まずT ∗gjは汎弱収束部分列を持つことを示す．補題 7.6よ
りZ := TX ⊂ Y は可分閉部分空間であり，{gj|Z} ⊂ Z∗は有界列なの
で，定理 5.15よりある部分列{gj′|Z}はZ∗内で汎弱極限hを持つ．このh

をHahn–Banachの定理によりY 上全体に拡張したものをgとすれば，

∀x ∈ X gj′(Tx) = gj′|Z(Tx) → h(Tx) = g(Tx) as j′ → ∞
なので，

T ∗gj′
w→ T ∗g (♦)

である．
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さて(♦)が強収束であることを示そう．もし(♦)が強収束ではないとすると，
さらに部分列をとりなおすことであるε > 0に対して

‖T ∗gj′ − T ∗g‖ > ε

としてよい．すると，ある{xj′} ∈ Xが存在して

‖xj′‖ = 1, |T ∗gj′(xj′) − T ∗g(xj′)| >
ε

2

とできる．一方，部分列をとりなおすことで，{Txj′}は収束するとしてよく，
このとき

|T ∗gj′(xj′) − T ∗g(xj′)|
≤ |T ∗gj′(xj′ − xk′)| + |T ∗gj′(xk′) − T ∗g(xk′)| + |T ∗g(xk′ − xj′)|
≤ ‖gj′‖‖Txj′ − Txk′‖ + |(T ∗gj′ − T ∗g)(xk′)| + ‖g‖‖Txk′ − Txj′‖

なので，まずk′を大きくとって固定し，次にj′を大きくとると，右辺はいく
らでも小さくできる．これは矛盾であり，よってT ∗ ∈ Bc(Y ∗, X∗)である．
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（十分性） T ∗ ∈ Bc(Y ∗, X∗)とする．命題 5.27により，

X ⊂ X∗∗, Y ⊂ Y ∗∗, T ⊂ T ∗∗

とみなせることに注意する．さて，いま{xj} ⊂ X ⊂ X∗∗を有界列とする
と，前半の議論から部分列{xj′}が存在して，{T ∗∗xj′} ⊂ Y ∗∗は収束列とな
る．しかし，T ∗∗xj′ = Txj′ ∈ Y なので，{Txj′}は結局Y の収束列である．
よってT ∈ Bc(X,Y )である．

214

§ 7.2 コンパクト作用素の例

◦ Hilbert–Schmidt型積分作用素

命題 7.7.Ω ⊂ Rdを開集合とし，k ∈ L2(Ω×Ω)とする．このとき，任意
のu ∈ L2(Ω)に対し

(Ku)(x) =
∫
Ω
k(x, y)u(y) dy

と定めると，K ∈ Bc(L2(Ω))であり，

‖K‖ ≤ ‖K‖HS := ‖k‖L2 =
(∫

Ω×Ω
|k(x, y)|2 dxdy

)1/2

が成り立つ．

注意.上のようなKをHilbert–Schmidt型積分作用素と呼び，‖ · ‖HSを
KのHilbert–Schmidtノルムと呼ぶ．
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証明. Kの有界性およびノルム不等式は定理 3.3の後の例で既に示したので，
コンパクト性を示す．{uj} ⊂ L2(Ω)を有界列とする．定理 5.21より{uj}
はあるu ∈ L2(Ω)に弱収束するとしてよい．vj = Kuj, v = Kuとおいて，

vj → v ∈ L2(Ω)

を示せばよい．仮定より

(vj − v)(x) → 0 for a.e. x ∈ Ω

である．一方，Cauchy–Schwarzの不等式より

|(vj − v)(x)|2 ≤
(
sup
j

‖uj − u‖L2

) ∫
Ω

|k(x, y)|2 dy

が分かるので，|vj − v|2はjに依らない可積分関数で上から評価されている．
よってLebesgue収束定理により

lim
j→∞‖vj − v‖2

L2 = lim
j→∞

∫
Ω

|vj(x) − v(x)|2 dx = 0

であり，K ∈ Bc(L2(Ω))がわかる．
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◦ 位数有限の作用素

定義.値域が有限次元の作用素を位数有限の作用素と呼ぶ．

命題 7.8. T ∈ B(X,Y )が位数有限ならば，Tはコンパクトである．

証明. {xj} ⊂ Xを有界列とする．このとき{Txj} ⊂ R(T )は有限次元空
間の有界列であり，有限次元空間は局所（点列）コンパクトであることから，
{Txj}は収束部分列を含む．

系 7.9. T ∈ B(X,Y )が位数有限の作用素列{Tj} ⊂ B(X,Y )の極限であ
るなら，Tはコンパクトである．

証明. 定理 7.3と命題 7.8より明らかである．
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◦ 格子上の重み付き関数空間
任意のs ∈ Rに対し

�2,s(Zd) = {u : Zd → C; ‖u‖s < ∞}
と定める．ここで

‖u‖s =
( ∑
n∈Zd

〈n〉2s|un|2
)1/2

, 〈n〉 =
(
1+ n21 + · · · + n2d

)1/2
とする．�2,s(Zd)はBanach空間（実はHilbert空間）である．明らかに

s < t ⇒ �2,t(Zd) ⊂ �2,s(Zd)

が成り立つことに注意する．

定理 7.10.任意のs < tに対し，埋め込み写像

J : �2,t(Zd) ↪→ �2,s(Zd)

はコンパクトである．
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証明. N = 1,2, . . . に対し，作用素JN : �2,t(Zd) → �2,s(Zd)を

(JNu)n =

{
un for |n| ≤ N,
0 for |n| > N,

で定めると，JNは明らかに有界かつ位数有限なのでコンパクトである．ここ
で，任意のu ∈ �2,t(Zd)に対し

‖(JN − J)u‖2s =
∑

|n|>N

〈n〉2s|un|2

=
∑

|n|>N

〈n〉−2(t−s)〈n〉2t|un|2

≤ (1 +N)−(t−s)‖u‖2t
であることから，

JN → J in B(�2,t(Zd), �2,s(Zd))

である．よってJもコンパクトであることが従う．
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◦ Rellichのコンパクト埋め込み定理

任意のs ∈ Rに対し

Hs(Td) =
{
u ∈ D′(Td); û ∈ �2,s(Zd)

}
, ‖u‖s = ‖û‖�2,s

と定める．ここで ûはFourier係数

ûn = F[u]n = (2π)−d/2
∫
Td

e−inxu(x) dx

から定まるZd上の関数とする．明らかに，

F : Hs(Td) → �2,s(Zd) (♠)

はHilbert空間としての同型を与える．特に

s < t ⇒ Ht(Td) ⊂ Hs(Td)

が成り立つ．
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定理 7.11 (Rellich).任意のs < tに対し，埋め込み写像

J : Ht(Td) ↪→ Hs(Td)

はコンパクトである．

証明. 定理 7.10と同型(♠)から明らかである．

命題 7.12.任意のs ∈ Rに対しC∞(Td)はHs(Td)の稠密な部分集合であ
る．また，任意の非負整数k ≥ 0に対し，あるc, C > 0が存在して，

∀u ∈ C∞(Td) c‖u‖k ≤
( ∑
|α|≤k

‖∂αu‖2
L2

)1/2
≤ C‖u‖k

が成り立つ．

証明. 省略する．
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開集合Ω ⊂ Rdとk ∈ Z+に対して

Ck
0(Ω) =

{
u ∈ Ck(Ω); suppu ⊂ Ωはコンパクト

}
,

(u, v)k =
∑

|α|≤k

∫
Ω
∂αu(x)∂αv(x) dx for u, v ∈ Ck

0(Ω),

と定めると，(Ck
0(Ω), ( · , · )k)は内積空間となる．これを完備化して得られ

るHilbert空間をHk
0(Ω)で表す．明らかに

L2(Ω) = H0
0(Ω) ⊃ H1

0(Ω) ⊃ H2
0(Ω) ⊃ · · ·

が成り立つ．

注意. Hk
0(Ω)は境界で値0をとる関数の空間とみなされる．
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定理 7.13 (Rellich). Ωが有界集合のとき，埋め込み写像

J : H1
0(Ω) ↪→ L2(Ω)

はコンパクトである．

証明. N > 0に対しTN = R/(2πNZ)とおく．N > 0を十分大きくとる
と，Ωは大きなトーラスTd

Nの部分集合とみなせる：Ω ⊂ Td
N．この同一視

によりH1
0(Ω) ⊂ H1(Td

N)とみなせ，このとき定理 7.11により包含写像の
合成

H1
0(Ω) ↪→ H1(Td

N) ↪→ L2(Td
N)

はコンパクトとなる．この合成写像の像は明らかにL2(Ω)に含まれているた
め，結局H1

0(Ω) ↪→ L2(Ω)はコンパクトであることが従う．
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§ 7.3 コンパクト作用素のスペクトル

◦ 主定理とその系

定理 7.14.Xを無限次元複素Banach空間とし，T ∈ Bc(X)とする．この
とき，0にのみ集積し得る，有界かつ高々可算な{zj} ⊂ C \ {0}が存在して，

{zj} ⊂ σp(T ) ⊂ σ(T ) = {zj} ∪ {0},
および，

{zj} ⊂ σp(T
∗) ⊂ σ(T ∗) = {zj} ∪ {0}

が成り立つ．さらに各zjに対し

dimN(zj − T ) = dimN(zj − T ∗) < ∞
が成り立つ．
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命題 7.15. TをBanach空間X上の閉作用素とする．このとき以下の条件
は互いに同値である:

1. ∃z ∈ ρ(T ) R(z) ∈ Bc(X);

2. ∀z ∈ ρ(T ) R(z) ∈ Bc(X).

証明. レゾルベント方程式と定理 7.4から明らかである（問とする）．

注意.命題 7.15の条件が成立するとき，Tはコンパクトレゾルベントを持つ
ということにする．
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系 7.16.Xを無限次元複素Banach空間とし，TはX上の閉作用素でコン
パクトレゾルベントを持つとする．このとき，離散的（集積点を持たない）か
つ高々可算な{zj} ⊂ Cが存在して，

σ(T ) = σp(T ) = {zj}, dimN(zj − T ) < ∞
が成り立つ．さらにD(T ) ⊂ Xが稠密なら，同じ{zj}に対して

σ(T ∗) = σp(T
∗) = {zj}, dimN(zj − T ∗) < ∞,

および，

dimN(zj − T ) = dimN(zj − T ∗)

が成り立つ．
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証明. z ∈ ρ(T )を一つ固定する．0 /∈ σp(R(z))に注意すると，定理 7.14

より0にのみ集積し得る有界かつ高々可算な{wj} ⊂ C \ {0} が存在して，
σ(R(z)) = {wj} ∪ {0}, σp(R(z)) = {wj} (♥)

が成り立つ．一方，

σ(R(z)) =
{
(z − ζ)−1 ∈ C; ζ ∈ σ(T )

}
∪ {0} (♦)

も成り立つことに注意する．実際，任意のζ ∈ C \ {z}に対して
R(z) − (z − ζ)−1 = −(z − ζ)−1(ζ − T )R(z)

となることに注意すると，

(z − ζ)−1 ∈ ρ(R(z)) ⇐⇒ ζ ∈ ρ(T )

となり（問とする），(♦)が従う．
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さて，いまzj = z − w−1
j とおこう．すると(♥)と(♦)より，

σ(T ) = {zj}
が従う．また

N(zj − T ) = N(wj − R(z))

である．実際，これは

x ∈ N(zj − T ) ⇐⇒ Tx = zjx

⇐⇒ (z − T )x = (z − zj)x = w−1
j x

⇐⇒ R(z)x = wjx

⇐⇒ x ∈ N(wj − R(z))

からわかる．すると

σp(T ) = {zj}
が従う．共役作用素に関する主張は定理 6.3と定理 7.14から得られる．
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◦ 定理 7.14の証明

以下，この節ではXを無限次元複素Banach空間とし，T ∈ Bc(X)とする．

命題 7.17.任意のz ∈ C \ {0}に対しR(z − T ) ⊂ Xは閉部分空間である．

証明. {xj} ⊂ Xに対し{(z − T )xj} ⊂ R(z − T )が収束したとする．この
とき，{ξj} ⊂ Xを

xj − ξj ∈ N(z − T ), ‖ξj‖ ≤ 2dist(xj,N(z − T ))

ととる．もし{ξj}が有界なら，Tのコンパクト性から，ある部分列{ξj′} ⊂ X

に対し{Tξj′} ⊂ Xは収束する．すると

ξj′ = z−1(z − T )xj′ + z−1Tξj′
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なので{ξj′} ⊂ Xも収束し，したがって

lim
j→∞(z − T )xj = lim

j′→∞
(z − T )ξj′ = (z − T ) lim

j′→∞
ξj′ ∈ R(z − T )

である．よって{ξj}は非有界としてよい．部分列{ξj′}でξj′ → ∞となるも
のをとって，ηj′ = ‖ξj′‖−1ξj′とおくと

‖ηj′‖ = 1, (z − T )ηj′ = ‖ξj′‖−1(z − T )xj′ → 0

である．すると，上と同様にして，収束部分列{ηj′′}の存在が示せる．その
極限をηとすると，η ∈ N(z − T )なので，

dist(xj′′, N(z − T )) ≤
∥∥∥ξj′′ − ‖ξj′′‖η

∥∥∥
= ‖ξj′′‖‖ηj′′ − η‖
≤ 2‖ηj′′ − η‖dist(xj′′, N(z − T ))

が成り立つ．これは大きい j′′に対しxj′′ ∈ N(z − T )であることを意味し，
よって(z − T )xj → 0 ∈ R(z − T )を得る．

230

補題 7.18. L � Xを閉部分空間とする．このとき，任意の ε > 0に対し，
あるe ∈ Xが存在して

‖e‖ = 1, dist(e, L) ≥ 1 − ε

が成り立つ．

証明. 任意のz ∈ X \Lをとって固定する．L ⊂ Xは閉部分集合であるから，

δ := dist(z, L) > 0

が成り立つ．yj ∈ Lを

δj := ‖z − yj‖ → δ as j → ∞
を満たすようにとり，ej = δ−1

j (z − yj)とおく．すると，‖ej‖ = 1であり，
また任意のy ∈ Lに対して

‖ej − y‖ = δ−1
j ‖z − yj − δjy‖ ≥ δ−1

j δ → 1 as j → ∞
が成り立つ．よって十分大きなjに対してe = ejとおけばよい．
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補題 7.19. σp(T ) ⊂ σ(T ) ⊂ σp(T ) ∪ {0}が成り立つ．

証明. z ∈ C \ (σp(T ) ∪ {0})とする．(z − T )−1の存在は明らかなので，
R(z − T ) = Xを示せば，閉グラフ定理により(z − T )−1 ∈ B(X)，すな
わちz ∈ ρ(T )となって結論が従う．

いまR(z − T ) � Xと仮定して，

Xj = (z − T )jX for j = 0,1,2, . . .

とおく．このとき，仮定と命題 7.17により

X1 = R(z − T ) � X = X0, X1はX0の閉部分空間

である．続けて，(z−T )|X1
∈ Bc(X1)に注意すると，X2はX1の真閉部分

空間であることが同様に示される．以下，帰納的に，すべてのj = 0,1,2, . . .

に対してXj+1はXjの真閉部分空間である．
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さて補題 7.18により，列{xj} ⊂ Xを

xj ∈ Xj, ‖xj‖ = 1, dist(xj,Xj+1) ≥ 1

2

のようにとろう．このとき，任意のj < kに対して∥∥∥∥1z (Txj − Txk)
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥xj −
[
1

z
(z − T )xj + xk − 1

z
(z − T )xk

]∥∥∥∥
≥ dist(xj,Xj+1)

なので，

‖Txj − Txk‖ ≥ |z|
2

となり，{Txj}は収束部分列を含み得ない．しかし，これはTのコンパクト
性に矛盾する．よってR(z − T ) = Xとなり，補題の主張が示された．
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補題 7.20. σp(T ) ⊂ Cは（集合として）0にのみ集積し得る．

証明. σp(T )がz ∈ C \ {0}に集積するなら{zj} ⊂ C \ {0}と{xj} ⊂ Xで

‖xj‖ = 1, Txj = zjxj, zj �= zk for j �= k, lim
j→∞ zj = z

を満たすものが存在する．

{xj}は線形独立であることを示そう．単独の{x1}が線形独立なことは明ら
かである．N ≥ 2に対し，{x1, . . . , xN−1}が線形独立であると仮定して，

λ1x1 + · · · + λNxN = 0

とする．z−1
N Tを作用さたものと差をとると(
1 − z1

zN

)
λ1x1 + · · · +

(
1 − zN−1

zN

)
λN−1xN−1 = 0

となるので，仮定によりλ1 = · · · = λN−1 = 0である．これを上式に代入
するとλN = 0もわかる．
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いま，Xj = span{x1, . . . , xj}とおくとXj � Xj+1であり，補題 7.18に
より，列{ej} ⊂ Xを

ej ∈ Xj, ‖ej‖ = 1, dist(ej,Xj−1) ≥ 1

2

ととれる．任意のj > kに対して，ej = cjxj + yj, yj ∈ Xj−1, と書けば，

‖Tej − Tek‖ = ‖zjcjxj + Tyj − Tek‖
= ‖zjej − zjyj + Tyj − Tek‖
≥ |zj|dist(ej,Xj−1)

なので，

‖Tej − Tek‖ ≥ 1

2
inf
l≥1

|zl| > 0

となって，{Tej}は収束部分列を含み得ない．しかし，これはTのコンパク
ト性に矛盾する．よって補題が示された．
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補題 7.21. z ∈ σp(T ) \ {0}に対しdimN(z − T ) < ∞である．

証明. dimN(z − T ) = ∞であれば，線形独立な{xj} ⊂ Xで

‖xj‖ = 1, Txj = zxj

を満たすものが存在する．いま，Xj = span{x1, . . . , xj}とおくとXj �

Xj+1であり，補題 7.18により，列{ej} ⊂ Xを

ej ∈ Xj, ‖ej‖ = 1, dist(ej,Xj−1) ≥ 1

2

ととれる．このとき，任意のj > kに対して，

‖Tej − Tek‖ = |z|‖ej − ek‖ ≥ |z|dist(ej,Xj−1) ≥ |z|
2

となって，{Tej}は収束部分列を含み得ない．しかしこれはTのコンパクト
性に矛盾する．よって補題が示された．
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補題 7.22.任意のz ∈ C \ {0}に対し
dimN(z − T ) = dimN(z − T ∗)

が成り立つ．

証明. 任意のz ∈ C \ {0}に対し
n = dimN(z − T ), m = N(z − T ∗)

とおく．σ(T ) = σ(T ∗)と補題 7.19によりm = 0とn = 0は同値なので，
m �= 0およびn �= 0の下でm = nを示せば十分である．
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まずn ≥ mを示す．m > n > 0と仮定し，

{x1, . . . , xn} ⊂ N(z − T ), {g1, . . . , gm} ⊂ N(z − T ∗)

をそれぞれの空間の基底とする．fj ∈ X∗およびyj ∈ Xを

fj(xk) = δjk for j, k = 1, . . . , n,

gj(yk) = δjk for j, k = 1, . . . ,m,

を満たすようにとり（※ 要確認だが一時的に省略する），

S = T +
n∑

j=1

fj( · )yj ∈ Bc(X)

と定義する．
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z − Sが単射である．実際，x ∈ Xが(z − S)x = 0を満たすなら，
n∑

j=1

fj(x)yj = (z − T )x (♠)

の両辺にgkを作用させることで，

fk(x) = g((z − T )x) = ((z − T ∗)g)(x) = 0 (♥)

となる．(♠)，(♥)よりx ∈ N(z − T )なので，

x =
n∑

j=1

λjxj

と書けるが，再び(♥)よりλj = 0がわかり，x = 0が得られる．
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Sはコンパクトであり，z−Sは単射なので，補題 7.19よりR(z−S) = X

である．よって任意のy ∈ Xに対し，あるx ∈ Xが存在して

y = (z − S)x

と書ける．これにgn+1を作用させると，

gn+1(y) = gn+1((z − S)x) = ((z − S∗)gn+1)(x) = 0

となり，gn+1 �= 0に矛盾する．以上により，n ≥ mを得る．

次にm ≥ nを示そう．T ∗に前半の議論を適用すると

dimN(z − T ∗) ≥ dimN(z − T ∗∗)
となる．一方，T ⊂ T ∗∗なので，

dimN(z − T ∗∗) ≥ dimN(z − T )

でなければならない．したがってm ≥ nを得る．
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定理 7.14の証明. 命題 6.4および補題 7.19–7.22より，あとは0 ∈ σ(T )

を示せばよい．もし0 ∈ ρ(T )と仮定すると，定義よりT−1 ∈ B(X)が存在
する．すると，単位球B ⊂ Xに対しT−1B ⊂ Xは有界集合であり，Tのコ
ンパクト性から

B = TT−1B ⊂ X

は相対点列コンパクトである．しかし，これはdimX < ∞を意味し，仮定
に矛盾する．
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§ 7.4 コンパクトな自己共役作用素

定理 7.23.Xを無限次元複素Hilbert空間，T ∈ Bc(X)を自己共役作用素
とする．このとき，0以外には集積し得ない，有界かつ高々可算な{λj} ⊂ R

が存在して，

σp(T ) = {λj}, dimN(λj − T ) < ∞ for λj �= 0

が成り立つ．Pj ∈ B(X)をN(λj − T )への正射影作用素とすると，任意の
j �= kに対し

PjPk = 0 （すなわち，N(λj − T ) ⊥ N(λk − T )）

であり，さらに任意のx ∈ Xに対して強収束の意味で

x =
∑
j

Pjx, Tx =
∑
j

λjPjx

が成り立つ．特に0 /∈ σp(T )なら0はσp(T )の集積点である．
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系 7.24. Xを無限次元複素Hilbert空間とし，TはX上の自己共役作用素
でコンパクトレゾルベントを持つとする．このとき，点列{λj} ⊂ Rが存在
して，

σp(T ) = {λj}, dimN(λj − T ) < ∞, lim
j→∞ |λj| = ∞

が成り立つ．Pj ∈ B(X)をN(λj − T )への正射影作用素とすると，任意の
j �= kに対し

PjPk = 0 （すなわち，N(λj − T ) ⊥ N(λk − T )）

であり，さらに強収束の意味で

x =
∑
j

Pjx for x ∈ X, Tx =
∑
j

λjPjx for x ∈ D(T )

が成り立つ．

243



証明. 系 7.16よりσ(T ) ⊂ Cは離散的なので，あるλ ∈ ρ(T ) ∩ Rがとれ
る．R(λ) ∈ Bc(X)は自己共役であることと，0 /∈ σp(R(λ))に注意すると，
定理 7.23より0に集積する有界かつ可算な{μj} ⊂ R \ {0} が存在して，

σ(R(λ)) = {μj} ∪ {0}, σp(R(λ)) = {μj}
と書ける．系 7.16の証明の議論を繰り返すと，λj = λ − μ−1

j とおいて，

σp(T ) = {λj}, N(λj − T ) = N(μj − R(λ))

が成り立つことが示される．N(λj − T ) = N(μj − R(λ))への正射影作用
素をPjとすると，定理 7.23より，任意のj �= kに対して

PjPk = 0
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が成り立ち，さらに，任意のx ∈ Xに対して強収束の意味で

x =
∑
j

Pjx, R(λ)x =
∑
j

μjPjx (♦)

が成り立つ．いま，任意のy ∈ D(T )に対して，x ∈ Xをy = R(λ)xとな
るように選ぶと，

Ty = TR(λ)x = x − λR(λ)x

であり，(♦)を用いると

Ty =
∑
j

Pjx − λ
∑
j

μjPjx =
∑
j

(1 − λμj)Pjx =
∑
j

λjμjPjx

となる．(♦)の第2式にPkをかけるとPkR(λ)x = μkPkxとなることから，

Ty =
∑
j

λjPjR(T )x =
∑
j

λjPjy

を得る．
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◦ 定理 7.23の証明の準備

以下，Xを無限次元Hilbert空間，T ∈ Bc(X)を自己共役作用素とする．

補題 7.25. L ⊂ XがTL ⊂ Lを満たすなら，T (L⊥) ⊂ L⊥である．

証明. x ∈ L⊥とする．このとき，任意のy ∈ Lに対して

(Tx, y) = (x, Ty) = 0

なので，Tx ∈ L⊥である．よって，T (L⊥) ⊂ L⊥である．
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補題 7.26. σ(T ) = {0}なら，T = 0である．

証明. 次を示せば十分である:

∀x ∈ X (Tx, x) = 0. (♣)

実際，(♣)が成り立つとすると，任意のx, y ∈ Xに対し，複素Hilbert空間
の場合は

(Tx, y) =
1

4

[
(T (x+ y), x+ y) − (T (x − y), x − y)

+ i(T (x+ iy), x+ iy) − i(T (x − iy), x − iy)
]
,

また実Hilbert空間の場合はT ∗ = Tを用いて

(Tx, y) =
1

4

[
(T (x+ y), x+ y) − (T (x − y), x − y)

]
,

がそれぞれ成り立つ（問とする）ので，T = 0が従う．
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いま，(♣)が成り立たないと仮定する．±Tの適当な方をTと選び直して，

λ = sup
‖x‖=1

(Tx, x) > 0

としてよい．点列{xj} ⊂ Xを

‖xj‖ = 1, (Txj, xj) → λ

ととる．定理 5.21より，{xj}はあるx ∈ Xに弱収束するとしてよく，する
と定理 7.2より，{Txj}はTxに強収束する．このとき

(Tx, x) = lim
j→∞(Txj, xj) = λ, ‖x‖ = 1 (♠)

が成り立つ．実際，前者は

|(Tx, x) − (Txj, xj)| ≤ |(Tx, x) − (Tx, xj)| + |(Tx, xj) − (Txj, xj)|
≤ |(Tx, x − xj)| + ‖Tx − Txj‖
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からすぐにわかる．後者については，定理 5.18からまず‖x‖ ≤ 1がわかり，
また

λ‖x‖−2 = (Tx/‖x‖, x/‖x‖) ≤ λ

から‖x‖ ≥ 1がわかる．

さて，上のx, λに対して

Tx = λx

が成り立つことを示す．これを示せば，λ ∈ σp(T ) = {0}となって矛盾が導
かれる．任意のy ∈ L := (span{x})⊥をとる．このとき，

(T (x+ ty), x+ ty) − λ‖x+ ty‖2
= 2tRe(Tx, y) + t2[(Ty, y) − λ‖y‖2]
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であるが，もし±Re(Tx, y) > 0なら，小さい±t > 0に対し，

(T (x+ ty), x+ ty) − λ‖x+ ty‖2 > 0, x+ ty �= 0

となって，これは矛盾である．よって

Re(Tx, y) = 0

である．複素Hilbert空間であれば，yを iyで置き換えて

Im(Tx, y) = 0

も得られる．よってTL ⊂ Lであり，補題 7.25からT (L⊥) ⊂ L⊥なので，

∃μ ∈ C s.t. Tx = μx

となる．ここで(♠)を用いると，μ = λでなければならないことがわかり，
示すべき結論が得られた．
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定理 7.23の証明. 定理 7.14と定理 6.5により，0以外には集積し得ない，
有界かつ高々可算な{λj} ⊂ Rが存在して

σp(T ) = {λj}, dimN(λj − T ) < ∞
であることがわかる．また命題 6.6より，

PjPk = 0 for all j �= k

もわかる．

さて

L = span
⋃
j

PjX

とおいて，L = Xを示そう．L⊥ �= {0}と仮定する．TL ⊂ Lなので，補
題 7.25よりT (L⊥) ⊂ L⊥が成り立ち，T0 := T |L⊥ ∈ Bc(L⊥)とみなせ
る．T0が自己共役であることもすぐに確かめられる．
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もしT0 �= 0なら，補題 7.26により，λ ∈ σp(T0)\{0}が存在する．すると
∃x ∈ L⊥ \ {0} T0x = λx

であるが，これはxがTの固有ベクトルであることを意味し，x ∈ Lとなっ
て矛盾である．よってT0 = 0であるが，L⊥ �= {0}より，これはσp(T0) =
{0}を意味するので，上と同様にこれも矛盾である．ゆえにL = Xを得た．

（問. 以下の議論を確かめよ：）任意のx ∈ Xに対し

x̃ :=
∑
j

Pjx

が収束することはすぐに確かめられ，任意のkに対しPk(x− x̃) = 0である
ことから，x = x̃でなければならない．すると，これから

Tx =
∑
j

λjPjx

もすぐにわかる．特に0 /∈ σp(T )かつσp(T )が0に集積しないと仮定する
と，dimX < ∞となって不合理であることもわかる．
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§ 7.5 応用：有界領域上のDirichlet Laplacian

定理 7.27. Ω ⊂ Rdを領域とし，Hilbert空間L2(Ω)上の作用素Aを

Au = −"u for u ∈ D(A) :=
{
u ∈ H1

0(Ω); "u ∈ L2(Ω)
}

で定める．このとき，Aは自己共役かつA ≥ 0である．特にΩが有界領域で
あれば，Aはコンパクトレゾルベントを持つ．

証明. u, v ∈ D(A)とし，uj, vj ∈ C∞
0 (Ω)を

uj → u in H1
0(Ω), vj → v in H1

0(Ω)

ととる．すると

(Au, v) = lim
j→∞("u, vj) = lim

j→∞(u,"vj) = lim
j→∞ lim

k→∞
(uk,"vj)

= lim
j→∞ lim

k→∞
(∇uk,∇vj) = · · · = (u,Av)

なので，Aは対称作用素である．
253

次に−1 ∈ ρ(A)であることを確かめる．まず，任意のu ∈ D(A)に対し，

‖u‖2
L2 ≤ ‖u‖2

L2 + ‖∇u‖2
L2 = (u, u) + (Au, u) ≤ ‖(1 +A)u‖L2‖u‖L2

なので，

‖u‖L2 ≤ ‖(1 +A)u‖L2

であり，1+Aは単射であることがわかる．次に任意のw ∈ L2(Ω)をとる．
(·, w)L2はH1

0(Ω)上の有界線形汎関数なので，あるu ∈ H1
0(Ω)が存在して

( · , w)L2 = ( · , u)H1

と書ける．これはu ∈ D(A)かつ(1+A)u = wを意味し，したがって1+A

は全射である．以上により−1 ∈ ρ(A)である．
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さてu ∈ D(A∗)としよう．このとき，1 + Aは全射であることから，ある
v ∈ D(A)が存在して

(1 +A)v = (1+A∗)u

と書ける．すると，任意のw ∈ D(A)に対して

((1 +A)w, u) = (w, (1 +A∗)u) = (w, (1 +A)v) = ((1 +A)w, v)

が成り立つ．これはu = v ∈ D(A)を意味し，よってAは自己共役である．

任意のu ∈ D(A)に対し，(Au, u) = ‖∇u‖L2なので，A ≥ 0である．

R(R(−1)) = D(A) ⊂ H1
0(Ω)なので，Ωが有界ならRellichのコンパク

ト埋め込み定理よりAのレゾルベントはコンパクトである．
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定理 7.28 (Poincaréの不等式).Ω ⊂ Rdはある帯状領域に含まる領域と
する．このとき，あるC = CΩ > 0が存在して，任意のu ∈ H1

0(Ω)に対し

‖u‖L2 ≤ C‖∇u‖L2

が成り立つ．特に定理 7.27のAはA ≥ C−2 > 0を満たす．

証明. 領域の回転と平行移動によりΩ ⊂ {x ∈ Rd; 0 < x1 < M}としてよ
い．任意のu ∈ C∞

0 (Ω)に対して

|u(x1, y)|2 =
∣∣∣∣∫ x1

0
∂1u(ξ, y) dξ

∣∣∣∣2 ≤ |x1|
∫ M

0
|∂1u(ξ, y)|2 dξ

が成り立つので，

‖u‖2
L2 ≤

∫
Rd−1

(∫ M

0
|x1|dx1

∫ M

0
|∂1u(ξ, y)|2 dξ

)
dy ≤ M2

2
‖∇u‖2

L2

を得る．これよりA ≥ C−2は自明である．
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定理 7.29. Ω ⊂ Rdを有界領域とする．このとき，ある

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · , lim
j→∞λj → ∞

と
uj ∈ H1

0(Ω), {uj}: L2(Ω)の完全正規直交系
が存在して，

−"uj = λjuj

が成り立つ．特にuj ∈ C∞(Ω)である．

証明. uj ∈ C∞(Ω)を示せばよいが，これは"kuj = (−λj)
kuj ∈ L2(Ω)

とSobolev埋め込み定理からわかる．

注意.この定理を用いると，有界領域上の熱方程式などをトーラス上と同様
の方法で解くことができる．変数係数にも拡張できる．
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