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第1章 Lebesgue空間

§ 1.1 Lp空間

本章では以下，(Ω,B, μ)を測度空間とする．また，
R = [−∞,∞] = R ∪ {±∞}, C = R+ iR

などと書くことにする．

定義. p ∈ [1,∞)とする．Ω上のLp空間を

Lp(Ω) = Lp(Ω,B, μ) =
{
f : Ω→ C; fは可測かつ

∫
Ω
|f |p dμ <∞

}

で定める．また，任意のf ∈ Lp(Ω)に対し，そのLpノルムを

‖f‖p = ‖f‖Lp =
(∫

Ω
|f |p dμ

)1/p
で定める．ただしLp(Ω)において，Ω上ほとんど至るところ一致する関数は
すべて同一視するものとする．
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注意.より厳密には，

Lp(Ω,B, μ) =
{
f : Ω→ C; fは可測かつ

∫
Ω
|f |p dμ <∞

}

とおき，Lp(Ω,B, μ)上の同値関係∼を，任意のf, g ∈ Lp(Ω,B, μ)に対し

f ∼ g
def⇐⇒ f = g a.e. on Ω

と定める．その上で，Ω上のLp空間を，商空間を用いて

Lp(Ω) = Lp(Ω,B, μ) = Lp(Ω,B, μ)/ ∼
と定義する．同値類 [f ] ∈ Lp(Ω,B, μ)をその代表元f ∈ Lp(Ω,B, μ)を用
いて，単に

[f ] = f

と書くことにすれば，前項の設定を集合論の枠組の中で実現できる．
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定義. 1. 可測関数f : Ω→ RがΩ上で本質的に上に有界であるとは，

∃M ∈ R s.t. f ≤M a.e. on Ω

が成り立つことである．

2. 可測関数f : Ω→ Rに対し，その本質的上限を

ess sup f = inf
{
M ∈ R; f ≤M a.e. x ∈ Ω

}
で定義する．ただし，fがΩ上で本質的に上に有界でないときには，

ess sup f =∞
と定める．

問.任意の可測関数f : Ω→ Rに対し，

f(x) ≤ ess sup f for a.e. x ∈ Ω

が成り立つことを示せ．
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定義. Ω上のL∞空間を

L∞(Ω) = L∞(Ω,B, μ) =
{
f : Ω→ C; fは可測かつ ess sup |f | <∞

}
で定める．また，任意のf ∈ L∞(Ω)に対し，そのL∞ノルムを

‖f‖∞ = ‖f‖L∞ = ess sup |f |
で定める．ただし，ほとんど至るところ一致する関数はすべて同一視するも
のとする．

注意.より厳密には，L∞空間も商空間を用いて定義されるが，p ∈ [1,∞)

のときと全く同様なので省略する．

例. d ∈ N := {1,2, . . .}とする．Lebesgue可測集合U ⊂ Rdに対しては，
Lp(U)は常にLebesgue測度に関するU上のLp空間を表すものとする．
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例.可測空間(N,P(N))上の数え上げ測度#を，任意のE ⊂ Nに対して

#(E) =
∑
j∈E

1 = (Eの元の個数)

で定義する．各p ∈ [1,∞]に対し，

�p(N) = Lp(N,P(N),#)

とおく．このとき，任意のp ∈ [1,∞)に対し

�p(N) =

{
u : N→ C;

∑
j∈N

|uj|p <∞
}
, ‖u‖p =

(∑
j∈N

|uj|p
)1/p

,

�∞(N) =

{
u : N→ C; sup

j∈N
|uj| <∞

}
, ‖u‖∞ = sup

j∈N
|uj|

が成り立つ．ただし，uj = u(j)と書いた．
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注意. 1. p ∈ [1,∞)に対し上の主張を示すには，以下の事実に注意すれば
よい．まず，任意の関数u : N → CはP(N)可測である．さらに，これ
が#可積分となるための必要十分条件は

∑
j∈N

|uj| <∞

であり，このとき， ∫
N

ud# =
∑
j∈N

uj

が成り立つ．（問. これを確かめよ．）

2. 同様に，�p(Z)なども定義される．まとめて単に�pと書くこともある．
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◦ Hölderの不等式

定理 1.1 (Hölderの不等式). p, q ∈ [1,∞]は

1 ≤ p ≤ q ≤ ∞,
1

p
+

1

q
= 1

を満たすとする．ただし，p = 1のときは，q =∞とする．このとき，任意
のf ∈ Lp(Ω)とg ∈ Lq(Ω)に対し，積fgはμ可積分であり，∫

Ω
|fg|dμ ≤ ‖f‖p‖g‖q

が成り立つ．

証明. p = 1, q =∞なら∫
Ω
|fg|dμ ≤ ‖g‖∞

∫
Ω
|f |dμ = ‖f‖1‖g‖∞

なので，主張が成り立つ．
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次に1 < p ≤ q <∞とする．このとき，まず任意のa, b ≥ 0に対し

ab ≤ ap

p
+

bq

q
(♣)

が成り立つことに注意する．実際，φ(a) = ap/p + bq/q − abとおくと，
φ′(a) = ap−1 − bより，φ(a) ≥ φ(b1/(p−1)) = 0となって確かに(♣)が
従う．さて，‖f‖p‖g‖q = 0なら主張は明らかなので，‖f‖p‖g‖q �= 0とし
てよい．このとき，(♣)より

1

‖f‖p‖g‖q
∫
Ω
|fg|dμ =

∫
Ω

|f |
‖f‖p

|g|
‖g‖q

dμ

≤ 1

p
‖f‖−pp

∫
Ω
|f |p dμ+

1

q
‖g‖−qq

∫
Ω
|g|q dμ

=
1

p
+

1

q
= 1

である．したがって主張が示された．
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◦ Lebesgue空間の包含関係

一般に，p < qであっても，Lp(Ω)とLq(Ω)の間に包含関係はない．しか
し，特定の条件下では包含関係が成立することがある．

命題 1.2. μ(Ω) <∞ならば，任意の1 ≤ p ≤ q ≤ ∞に対して
Lp(Ω) ⊃ Lq(Ω)

が成り立つ．さらに，任意のf ∈ Lq(Ω)に対して

‖f‖p ≤ μ(Ω)1/p−1/q‖f‖q
が成り立つ．

11



証明. p = q =∞のときは自明である．

1 ≤ p < q =∞のとき，任意のf ∈ L∞(Ω)に対し∫
Ω
|f |p dμ ≤

∫
Ω
‖f‖p∞ dμ = μ(Ω)‖f‖p∞

なので，f ∈ Lp(Ω)であり，主張の不等式も上から従う．

1 ≤ p ≤ q <∞のとき，任意のf ∈ Lq(Ω)に対しHölderの不等式より
∫
Ω
|f |p dμ ≤

(∫
Ω
1dμ

)(q−p)/q (∫
Ω
|f |q dμ

)p/q
= μ(Ω)(q−p)/q‖f‖pq

が成り立つ．よって，f ∈ Lp(Ω)であり，主張の不等式も上から従う．
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命題 1.3.任意の1 ≤ p ≤ q ≤ ∞に対して，
�p(N) ⊂ �q(N)

が成り立つ．さらに，任意のu ∈ �p(N)に対して

‖u‖q ≤ ‖u‖p
が成り立つ．

証明. Step 1.まず，任意のα ≥ 1を固定して，任意のn ∈ Nとa1, . . . , an ≥
0に対し

aα1 + · · ·+ aαn ≤ (a1 + · · ·+ an)
α (♠)

が成り立つことを示そう．帰納法を用いる．n = 2のとき，a1 + a2 > 0と
してよく，このとき，(

a1
a1 + a2

)α

+

(
a2

a1 + a2

)α

≤ a1
a1 + a2

+
a2

a1 + a2
= 1
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が成り立つ．また，あるnに対し(♠)を仮定する．任意のa1, . . . , an+1 ≥ 0

をとる．このとき，a1 + · · ·+ an+1 > 0としてよく，さらに適当に並べ替
えてa1 + · · ·+ an > 0としておけば，(

a1
a1 + · · ·+ an+1

)α

+ · · ·+
(

an+1

a1 + · · ·+ an+1

)α

=

(
a1 + · · ·+ an

a1 + · · ·+ an+1

)α [(
a1

a1 + · · ·+ an

)α

+

(
an

a1 + · · ·+ an

)α]

+

(
an+1

a1 + · · ·+ an+1

)α

≤
(

a1 + · · ·+ an

a1 + · · ·+ an+1

)α

+

(
an+1

a1 + · · ·+ an+1

)α

≤ a1 + · · ·+ an

a1 + · · ·+ an+1
+

an+1

a1 + · · ·+ an+1
= 1
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を得る．

Step 2. さて，主張を示そう．q =∞なら主張は明らかなので，q <∞の
場合を考える．任意のu ∈ �p(N)に対し，α = q/pかつaj = |uj|pとして
(♠)を適用すると

(
|u1|q + · · ·+ |un|q

)1/q ≤ (
|u1|p + · · ·+ |un|p

)1/p
となる．ここでn→∞とすれば，

‖u‖q ≤ ‖u‖p <∞
となり，確かに主張が従う．
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注意.粗く言えば，積分が発散する要因は二つあり，それらは

1. 関数の局所的な特異性（発散）の強さ

2. 関数の空間遠方での増大の強さ（減衰の不十分さ）

である．|f |pにおいて，p ∈ [1,∞]が大きいほど，前者は強くなり，後者は
弱くなることに注意しよう．命題 1.2は，仮定μ(Ω) < ∞により空間遠方
に相当する部分が存在せず，前者のみで積分の収束を判定できるために包含
関係が成立する，と解釈できる．逆に命題 1.3は，�p(N)が関数に局所的な
特異性を許さない関数空間であることから，後者のみを考慮すればよく，そ
れゆえ逆の包含関係が成立する，と解釈できる．

問.上の説明に注意して，任意の1 ≤ p < q ≤ ∞に対し，Lp(R)とLq(R)

の間には包含関係がないことを例を挙げて確かめよ．
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◦ Minkowskiの不等式（三角不等式）

定理 1.4 (Minkowskiの不等式). p ∈ [1,∞]とする．このとき, 任意の
f, g ∈ Lp(Ω)に対して，f + g ∈ Lp(Ω)であり，さらに

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p
が成り立つ．特に，Lp(Ω)は自然な和とスカラー倍に関して線形空間となる．

証明. p = 1,∞なら主張は易しいので，1 < p <∞とする．このとき，任
意のf, g ∈ Lp(Ω)とほとんどすべてのx ∈ Ωに対し

|f(x) + g(x)|p ≤
(
|f(x)|+ |g(x)|

)p
≤
(
2max

{
|f(x)|, |g(x)|

})p
≤ 2pmax

{
|f(x)|p, |g(x)|p

}
≤ 2p

(
|f(x)|p + |g(x)|p

)
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が成り立つ．したがって，f + g ∈ Lp(Ω)である．さらに，Hölderの不等
式より，q = p/(p− 1)に対し

‖f + g‖pp =
∫
Ω
|f(x) + g(x)|p dμ

≤
∫
Ω
|f(x) + g(x)|p−1|f(x)|dμ

+
∫
Ω
|f(x) + g(x)|p−1|g(x)|dμ

≤
(∫

Ω
|f(x) + g(x)|(p−1)q dμ

)1/q(
‖f‖p + ‖g‖p

)
= ‖f + g‖p/qp

(
‖f‖p + ‖g‖p

)

である．もし‖f + g‖p �= 0なら，上式の両辺を‖f + g‖p/qp で割ることで主
張の不等式が従う．一方，‖f + g‖p = 0の場合には，主張の不等式は明ら
かである．よって主張が示された．
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§ 1.2 ノルム空間

定義. XをC線形空間とする．写像‖ · ‖ : X → RがX上のノルムであると
は，以下を満たすことである．

1. 任意のu ∈ Xに対し‖u‖ ≥ 0が成り立つ；

2. ‖u‖ = 0となるための必要十分条件はu = 0である；

3. 任意のc ∈ Cとu ∈ Xに対し‖cu‖ = |c|‖u‖が成り立つ；
4. 任意のu, v ∈ Xに対し‖u+v‖ ≤ ‖u‖+‖v‖（三角不等式）が成り立つ．
このとき，(X, ‖ · ‖)または単にXをノルム空間と呼ぶ．

問. (X, ‖ · ‖)をノルム空間とする．任意のu, v ∈ Xに対し∣∣∣‖u‖ − ‖v‖∣∣∣ ≤ ‖u− v‖
が成り立つ事を示せ．
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例. p ∈ [1,∞]とする．Lp(Ω)はLpノルム‖ · ‖pに関してノルム空間となる．
特に，三角不等式はMinkowskiの不等式に他ならないことに注意せよ．

例.K ⊂ Rdを有界閉集合とし，C(K)をK上の連続関数全体の集合とする．
また，任意のf ∈ C(K)に対し，その一様ノルムを

‖f‖ = sup
x∈K

|f(x)| = max
x∈K |f(x)|

で定義する．このとき，C(K)は一様ノルムに関してノルム空間となる．

問. C(K)が一様ノルムに関してノルム空間となることを確かめよ．
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◦ 自然な距離

命題 1.5. Xをノルム空間とする．任意のu, v ∈ Xに対し

dist(u, v) = ‖u− v‖
と定めると，distはX上の距離である（自然な距離と呼ぶ）．すなわち，

1. 任意のu, v ∈ Xに対しdist(u, v) ≥ 0が成り立つ；

2. dist(u, v) = 0となるための必要十分条件はu = vである；

3. 任意のu, v ∈ Xに対しdist(u, v) = dist(v, u)が成り立つ；

4. 任意のu, v, w ∈ Xに対しdist(u,w) ≤ dist(u, v)+dist(v, w)が成り
立つ．

証明. ほぼ明らかなので，証明は省略する．
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◦ 自然な位相

定義. Xをノルム空間とする．X上の自然な位相とは，自然な距離から定ま
る位相のことである．

注意.以降，ノルム空間は，常にその自然な位相に関して位相空間とみなす．
特に，定義によれば，X上の点列(uj)j∈Nがu ∈ Xに収束するとは

lim
j→∞‖u− uj‖ = 0

が成り立つことである．このとき，これを

u = lim
j→∞uj あるいは uj → u (j →∞)

などで表す．

問. K ⊂ Rdを有界閉集合とする．C(K)の任意の関数列に対し，一様ノル
ムに関する収束と一様収束は同等であることを示せ．
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◦ 構造の連続性

命題 1.6. Xをノルム空間とする．このとき，以下が成り立つ．

1. 加法X × X → Xは連続である．すなわち，uj → uかつvj → vなら
ば，uj + vj → u+ vが成り立つ．

2. スカラー倍C×X → Xは連続である．すなわち，cj → cかつuj → u

ならば，cjuj → cuが成り立つ．

3. ノルム‖ · ‖ : X → Rは連続である．すなわち，uj → uならば，‖uj‖ →
‖u‖が成り立つ．

証明. 問として省略する．
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§ 1.3 Banach空間

定義.ノルム空間X上の点列(uj)j∈NがCauchy列であるとは，

∀ε > 0 ∃N ≥ 0 s.t. ∀j, k ≥ N ‖uj − uk‖ < ε

が成り立つことである．

注意.X上の任意の収束列はCauchy列である．実際，もしuj → uならば，

‖uj − uk‖ ≤ ‖uj − u‖+ ‖u− uk‖ → 0 (j, k →∞)

が成り立つ．

定義.ノルム空間Xが完備であるとは，X上の任意のCauchy列がXのある
点に収束することである．完備なノルム空間をBanach空間と呼ぶ．
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定理 1.7.任意のp ∈ [1,∞]に対し，Lp(Ω)はBanach空間である．

証明. 完備性を確かめればよい．ここではp < ∞の場合のみ示し，p = ∞
の場合は問として省略する．(fj)j∈NをLp(Ω)の任意のCauchy列とする．

Step 1. まず，ある部分列(fjk)k∈Nが存在して，

‖fjk+1
− fjk‖p < 2−k

が成り立つ．実際，仮定よりあるj1 ≥ 1が存在して，任意のj ≥ j1に対し

‖fj − fj1‖p < 2−1

が成り立つ．次に，j2 > j1を十分大きく選べば，任意のj ≥ j2に対し

‖fj − fj2‖p < 2−2

が成り立つ．これを繰り返せばよい．
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Step 2. φk = fjkとおく．g2, g3, . . . ∈ Lp(Ω)を，各x ∈ Ωに対し

gl(x) = |φ1(x)|+
l−1∑
k=1

|φk+1(x)− φk(x)|

で定める．任意のx ∈ Ωに対し，実数列(gl(x))l≥2は単調非減少なので，

g(x) = lim
l→∞

gl(x) ≤ ∞
が存在するが，このとき，さらにg ∈ Lp(Ω)である．実際，単調収束定理と
Minkowskiの不等式により∫

Ω
|g|p dμ = lim

l→∞

∫
Ω
|gl|p dμ

≤ lim
l→∞

(
‖φ1‖p +

l−1∑
k=1

‖φk+1 − φk‖p
)p

≤
(
‖φ1‖p +1

)p
<∞

である．特に，gはΩ上ほとんど至るところ有限であることに注意する．
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Step 3. ほとんどすべてのx ∈ Ωに対し

f(x) := lim
k→∞

φk(x) (♣)

が存在し，さらにf ∈ Lp(Ω)である．実際，任意のx ∈ Ωとm > lに対し

|φm(x)− φl(x)| ≤
m−1∑
k=l

|φk+1(x)− φk(x)| ≤ gm(x)− gl(x) (♠)

であり，ほとんどすべてのx ∈ Ωに対し(gl(x))l≥2がCauchy列であった
ことから，同じx ∈ Ωに対して(♣)は収束する．さらに，三角不等式より

|f(x)| = lim
k→∞

|φk(x)| ≤ lim
k→∞

gk(x) = g(x)

なので，g ∈ Lp(Ω)からf ∈ Lp(Ω)が従う．
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Step 4. Lp(Ω)の位相において，(φk)k∈Nがfに収束することを示す．ま
ず，(♣)が成立することに注意する．また，(♠)においてm→∞とすると∣∣∣f(x)− φl(x)

∣∣∣ ≤ g(x)− gl(x) ≤ g(x)

である．g ∈ Lp(Ω)より，Lebesgue収束定理を適用して，

lim
l→∞

‖f − φl‖p = 0

を得る．
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Step 5. 最後に(fj)j∈Nがfに収束することを示す．任意のε > 0に対しあ
るN ∈ Nが存在して，任意のj, l > Nに対し

‖fj − fl‖p < ε

が成り立つ．ここで l = jkととってk →∞とすると，任意のj > Nに対し

‖fj − f‖p ≤ ε

が成り立つ．これより主張が従う．

問. p =∞の場合に対し，定理 1.7の証明を与えよ．

問. K ⊂ Rdを有界閉集合とする．C(K)は一様ノルムに関してBanach空
間であることを示せ．
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例.任意のp ∈ [1,∞]とs ∈ Rに対し，s次重み付きLp空間およびs次重み
付きLpノルムをそれぞれ

Lp
s(R

d) =
{
u : Rd → C; 〈x〉su ∈ Lp(Rd)

}
, ‖u‖Lp

s
= ‖〈x〉su‖Lp

で定める．ただし，任意のx ∈ Rdに対し

x2 = x · x = x21 + · · ·+ x2d, 〈x〉 = (1+ x2)1/2

とおいた．このとき，L
p
s(Rd)はBanach空間となる．実際，Lebesgue可

測空間(Rd,L(Rd))上の測度νを

ν(E) =
∫
E
〈x〉ps dx for E ∈ L(Rd)

で定めると，測度論の一般論より

Lp
s(R

d) = Lp(Rd,L(Rd), ν)

が成り立つ．したがって定理 1.7から，L
p
s(Rd)はBanach空間である．
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§ 1.4 Hilbert空間

定義.XをC線形空間とする．写像(·, ·): X ×X → CがX上の内積である
とは，以下を満たすことである．

1. 任意のu ∈ Xに対し(u, u) ≥ 0が成り立つ；

2. (u, u) = 0なるための必要十分条件はu = 0である；

3. 任意のu, v ∈ Xに対し(u, v) = (v, u)が成り立つ；

4. 任意のa, b ∈ Cとu, v, w ∈ Xに対し(au+bv, w) = a(u,w)+b(v, w)

が成り立つ．

このとき，(X, (·, ·))または単にXを内積空間（前Hilbert空間）と呼ぶ．

31



例. L2(Ω)は内積

(f, g) =
∫
Ω
fḡ dμ, f, g ∈ L2(Ω),

に関して内積空間となる．なお任意のf, g ∈ L2(Ω)に対しfgが可積分であ
ることは，例えばHölderの不様式から分かる．特に，�2(N)の内積は

(u, v) =
∑
j∈N

ujv̄j, u, v ∈ �2(N),

で与えられる．

問.このことを確かめよ．
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◦ 自然なノルム

定理 1.8. Xを内積空間とし，任意のu ∈ Xに対し

‖u‖ =
√
(u, u)

と定める．このとき，以下が成り立つ．

1. (Cauchy–Schwarzの不等式) 任意のu, v ∈ Xに対して

|(u, v)| ≤ ‖u‖‖v‖
が成り立つ．

2. ‖ · ‖はX上のノルムである．

注意.上の‖ · ‖をX上の自然なノルムと呼ぶ．以降，内積空間は自然なノル
ムに関してノルム空間とみなし，特に位相空間とみなす．
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証明. 1. v �= 0としてよい．このとき，α = −(u, v)/‖v‖2とおくと
0 ≤ (u+ αv, u+ αv)

= ‖u‖2 + α(u, v) + α(v, u) + |α|2‖v‖2
= ‖u‖2 − |(u, v)|2/‖v‖2

なので，求める結論が従う．

2. 三角不等式のみを示す．Cauchy–Schwarzの不等式より

‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + (u, v) + (u, v) + ‖v‖2
≤ ‖u‖2 + 2‖u‖‖v‖+ ‖v‖2
= (‖u‖+ ‖v‖)2

なので，求める結論が従う．

問. Xを内積空間とする．内積(·, ·): X ×X → Cは自然な位相に関して連
続であることを示せ．
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◦ 内積空間の特徴付け

定理 1.9. 1. (中線定理) Xを内積空間とする．任意のu, v ∈ Xに対し

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2
(
‖u‖2 + ‖v‖2

)
(♥)

が成り立つ．

2. Xをノルム空間とする．もし任意のu, v ∈ Xに対し(♥)が成り立つなら，

(u, v) =
1

4

(
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2 + i‖u+ iv‖2 − i‖u− iv‖2

)
はX上の内積を定める．さらにこの内積はX上の元々のノルムと両立す
る，すなわち，(·, ·)が定める自然なノルムは‖ · ‖に一致する．

注意.主張2に現れる内積のノルムによる表示公式を，極化恒等式と呼ぶ．
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証明. 1. 任意のu, v ∈ Xに対し，直接計算により

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = ‖u‖2 + (u, v) + (u, v) + ‖v‖2
+ ‖u‖2 − (u, v)− (u, v) + ‖v‖2

= 2
(
‖u‖2 + ‖v‖2

)
が成り立つ．

2. (·, ·)が内積の公理を満たすことの証明は省略する．またこのとき，任意
のu ∈ Xに対して

(u, u) =
1

4

(
‖2u‖2 + i‖(1 + i)u‖2 − i‖(1− i)u‖2

)
= ‖u‖2

なので，(·, ·)から定まる自然なノルムはX上の元々のノルムに一致する．

問.上の(·, ·)が内積の公理を満たすことを示せ（やや長い議論が必要である）．
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系 1.10. p ∈ [1,∞] \ {2}とする．もしあるE,F ∈ Bが存在して
E ∩ F = ∅, μ(E) > 0, μ(F ) > 0

が成り立てば，Lp(Ω)上の内積でLpノルムと両立するものは存在しない．

証明. p =∞の場合は省略し，p <∞の場合のみ考える．このとき
f = μ(E)−1/pχE, g = μ(F )−1/pχF

とおくと，E ∩ F = ∅に注意して，
‖f + g‖2p + ‖f − g‖2p = 21+2/p, 2

(
‖f‖2p + ‖g‖2p

)
= 4

となる．すると定理 1.9より，Lpノルムと両立する内積が存在するには

21+2/p = 4

が必要であるが，これはp �= 2に矛盾する．よって主張は示された．

問. p =∞の場合に対し，定理 1.10の2の証明を与えよ．
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◦ Hilbert空間

定義.自然なノルムに関して完備な内積空間を，Hilbert空間と呼ぶ．

定理 1.11. L2(Ω)において，L2内積はL2ノルムと両立する．このことか
ら特に，L2(Ω)はHilbert空間である．

証明. これまでの議論から明らかなので，証明を省略する．

例.定理 1.11より特に，任意のs ∈ Rに対しL2
s(R

d)は内積

(f, g)L2
s
=
∫
Ω
〈x〉2sfg dμ, f, g ∈ L2

s(R
d),

に関してHilbert空間となる．
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§ 1.5 たたみ込み

定義. 2つの関数f, g : Rd → Cに対し，積分

(f ∗ g)(x) =
∫
Rd

f(x− y)g(y) dy, x ∈ R
d,

が適当な意味を持ち，それにより新たな関数f ∗ g : Rd → Cが定まるとき，
これをfとgのたたみ込みまたは合成積と呼ぶ．

注意. Riemann和を用いて近似的に

(f ∗ g)(x) ∼∑
f(x− yj)g(yj)Δyj

と表示すれば，f ∗ gとはgの分布に沿ってfの平行移動を並べ，重ね合わせ
たものと見ることもできる．
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定理 1.12. p ∈ [1,∞]とし，f ∈ L1(Rd)かつg ∈ Lp(Rd)とする．このと
き，ほとんどすべてのx ∈ Rdに対しf(x− ·)gおよびg(x− ·)fは可積分で
あり，

(f ∗ g)(x) =
∫
Rd

f(x− y)g(y) dy,

(g ∗ f)(x) =
∫
Rd

g(x− y)f(y) dy

と定めると，

f ∗ g = g ∗ f ∈ Lp(Rd), ‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p
が成り立つ．
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注意.一般に，Banach空間(X, ‖ · ‖X)，(Y, ‖ · ‖Y )と線形写像T : X → Y

に対し，Tが有界であるとは，あるM ≥ 0が存在して任意のu ∈ Xに対し

‖Tu‖Y ≤M‖u‖X
が成り立つことである．定理 1.12は，L1関数によるたたみ込み作用素が，
任意のp ∈ [1,∞]に対し，Lp(Rd)上で有界であることを意味する．

問.XとY をBanach空間とし，T : X → Y を線形写像とする．Tが連続で
あるためには，Tが有界であることが必要十分条件であることを示せ．

問. f : R→ CがLebesgue可測ならば，φ(x, y) = f(x− y)で与えられる
関数φ : R2 → CはLebesgue可測であることを示せ．
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証明. p = ∞の場合は易しいので省略し，p ∈ [1,∞)とする．q ∈ [1,∞]
をp−1 + q−1 = 1ととると，Tonelliの定理とHölderの不等式により∫

Rd

(∫
Rd
|f(x− y)g(y)|dy

)p
dx

≤
∫
Rd

(∫
Rd
|f(x− y)|dy

)p/q (∫
Rd
|f(x− y)||g(y)|p dy

)
dx

= ‖f‖p1‖g‖pp
が成り立つ．よって ∫

Rd
|f(x− y)g(y)|dy

はほとんどすべてのx ∈ Rdに対し有限であり，したがってf(x− ·)gは可積
分である．変数変換により，g(x− ·)fも可積分であり，さらに

f ∗ g = g ∗ f
が分かる．残りの主張は上の計算から従う．
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◦ Friedrichsの軟化子

定義. U ⊂ Rdを開集合とする．任意のf ∈ C(U)に対し，その台を

supp f =
{
x ∈ U ; f(x) �= 0

}
で定義する．ただし，上の右辺ではU ⊂ Rdの相対位相に関する閉包を考え
ている．さらに，任意のk ∈ N0 ∪ {∞}に対し

Ck
0(U) =

{
f ∈ Ck(U); supp f ⊂ Uはコンパクト

}
とおく．特にk = 0のときは，単にC0(U) = C0

0(U)と書くこともある．

注意.可測関数f : U → Cに対しては，一点毎の値には意味がないので，

supp f =
(⋃{

V ⊂ U ; V は開集合, f = 0 a.e. on V
})c

のように定義する．
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問. f : R→ Rを

f =

⎧⎨
⎩0 for x ≤ 0,

e−1/x for x > 0

で定めると，f ∈ C∞(R)であることを示せ．さらに，任意の空でない開集
合U ⊂ Rdに対し，C∞0 (U) �= ∅であることを示せ．

定義.関数δ1 ∈ C∞0 (Rd)で ∫
Rd

δ1(x) dx = 1

を満たすものをとり，任意のε > 0に対し，δε ∈ C∞0 (Rd)を

δε(x) = ε−dδ1(ε−1x) for x ∈ R
d

で定める．δεによるたたみ込み作用素を（Friedrichsの）軟化子と呼ぶ．
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定理 1.13. p ∈ [1,∞]，f ∈ Lp(Rd)かつφ ∈ C∞0 (Rd)とする．

1. φ ∗ f ∈ C∞(Rd)であり，任意のj = 1, . . . , dに対し

∂xj(φ ∗ f) = (∂xjφ) ∗ f
が成り立つ．

2. 包含関係

supp(φ ∗ f) ⊂
{
y + z ∈ R

d; y ∈ suppφ, z ∈ supp f
}

が成り立つ．

3. さらにp ∈ [1,∞)とする．このとき，Lp(Rd)の位相において

f = lim
ε→+0

(δε ∗ f), すなわち lim
ε→+0

‖f − δε ∗ f‖p = 0,

が成り立つ．

注意. δε ∗ fはfの分布に沿って近似デルタ関数δεを並べたものである．
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証明. 1. 等式

(φ ∗ f)(x) =
∫
Rd

φ(x− y)f(y) dy,

において，右辺が無限回微分可能であり，微分と積分の順序交換が可能であ
ることを示せばよい．しかし，φ ∈ C∞0 (Rd)であることと，fが任意のコン
パクト集合上で可積分であることに注意すると，Lebesgue収束定理より結
論が従う．詳細は省略する．

2. x ∈ Rdが右辺の集合に属さないとする．このとき，任意のy ∈ Rdに対し，

(y ∈ supp f かつ x− y /∈ suppφ) または y /∈ supp f

である．よって，任意のy ∈ Rdに対し，

φ(x− y)f(y) = 0 ∴ (φ ∗ f)(x) = 0

が従う．
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3. Step 1. まず任意の f ∈ C0(R
d) ⊂ Lp(Rd)に対し主張を示す．ある

κ > 0が存在して，任意のε > 0に対し

supp δε ⊂
{
x ∈ R

d; |x| ≤ κε
}

が成り立つことに注意する．すると，任意のx ∈ Rdとε > 0に対し

|f(x)− δε ∗ f(x)| ≤
∫
Rd
|δε(x− y)||f(x)− f(y)|dy

≤ ‖δ1‖1 sup
|x−y|≤κε

|f(x)− f(y)|

が成り立つので，ε→ +0のときRd上で一様にδε ∗ f → fである．一方，2
の結果より

supp(δε ∗ f) ⊂
{
x+ y ∈ R

d; x ∈ supp f, |y| ≤ κε
}
=: Sε

であり，特に任意のε ∈ (0,1]に対し一様に

supp f ⊂ S1, supp(δε ∗ f) ⊂ S1
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が成り立つ．以上より，ε→ +0のとき

‖f − δε ∗ f‖p ≤ μ(S1)
1/p‖f − δε ∗ f‖∞ → 0

が従う．

Step 2. 一般のf ∈ Lp(Rd)に対し主張を示す．C0(R
d) ⊂ Lp(Rd)が稠密

であることを既知とする．すなわち，任意のη > 0に対しあるφ ∈ C0(R
d)

が存在して
‖f − φ‖p < η

が成り立つ．このφに対しStep 1の結果を用いると，小さなε > 0に対し

‖φ− δε ∗ φ‖p < η

が成り立つ．すると，Minkowskiの不等式および定理 1.12より

‖f − δε ∗ f‖p ≤ ‖f − φ‖p + ‖φ− δε ∗ φ‖p + ‖δε ∗ (φ− f)‖p
< (2 + ‖δ1‖1)η

が従う．よって主張は示された．
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系 1.14.任意の開集合U ⊂ Rdとp ∈ [1,∞)に対し，C∞0 (U) ⊂ Lp(U)は
稠密である．すなわち，任意のf ∈ Lp(U)とκ > 0に対し，あるφ ∈ C∞0 (U)
が存在して

‖f − φ‖p < κ

が成り立つ．

問.任意の空ではない開集合U ⊂ Rdに対し，C0(U) ⊂ L∞(U)は稠密では
ないことを示せ．このことから特に，C∞0 (U) ⊂ L∞(U)も稠密ではない．

証明. 任意のf ∈ Lp(U)とκ > 0をとる．任意のη > 0に対し

Uη =
{
x ∈ U ; dist(x, Uc) > η, |x| < η−1

}
, fη = χUηf

とおく．ここで，

dist(x, Uc) = inf{dist(x, y); y ∈ Uc}
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とした．このとき，Lebesgue収束定理より

lim
η→+0

∫
U
|f − fη|p dx = 0

であることに注意すると，十分に小さいη > 0に対し

‖f − fη‖p < κ

が成り立つ．一方，零拡張によりfη ∈ Lp(Rd)とみなして定理 1.13を適用
すると，十分小さいε > 0に対し

δε ∗ fη ∈ C∞0 (Rd), supp(δε ∗ fη) ⊂ U, ‖fη − δε ∗ fη‖p < κ

が成り立つ．このδε ∗ fηをUに制限すれば，

δε ∗ fη ∈ C∞0 (U), ‖f − δε ∗ fη‖p < 2κ

が従う．
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◦ 変分法の基本補題

定義.任意の開集合U ⊂ Rdとp ∈ [1,∞]に対し，U上の局所Lp空間を

L
p
loc(U) =

{
f : U → C; ∀K � U f |K ∈ Lp(K)

}
で定める．ここで，K � UはKのU内での閉包がコンパクト（相対コンパ
クト）であることを意味し，f |KはfのKへの制限である．

問.包含関係Lp(U) ⊂ L
p
loc(U) ⊂ L1

loc(U)を示せ．

注意. L1
loc(U)は，局所的にはL1の特異性を許容し，かつ，Uの境界近く

（と無限遠方）での増大度に制限を課さないため，かなり「広い」関数空間で
ある．なお，L

p
loc(U)はノルム空間ではないが，あるセミノルムの族により

Fréchet空間となり，距離と位相を入れることができる．
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系 1.15 (変分法の基本補題).U ⊂ Rdを空でない開集合とし，f ∈ L1
loc(U)

とする．もし任意のφ ∈ C∞0 (U)に対し∫
U
fφdx = 0

が成り立つなら，U上ほとんど至るところf = 0である．

証明. 仮定から，任意のχ ∈ C∞0 (U)に対し零拡張によりχf ∈ L1(Rd)と
みなすことができ，さらに任意のε > 0とx ∈ Rdに対し

(δε ∗ (χf))(x) =
∫
Rd

δε(x− y)χ(y)f(y) dy = 0

が成り立つ．すると，定理 1.13の3よりL1(Rd)の位相において

χf = lim
ε→+0

δε ∗ (χf) = 0

となる．これとχ ∈ C∞0 (U)が任意であったことから，主張が従う．
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第2章 緩増加超関数とFourier変換

§ 2.1 多重指数

本講では以下常に，d ∈ N = {1,2,3, . . .}とする．

定義. 0以上の整数数全体の集合を

N0 = Z+ = {0,1,2, . . .} = {0} ∪ N

で表す．Nd
0の元を多重指数と呼び，任意のα = (α1, . . . , αd) ∈ Nd

0に対し，
その長さおよび階乗をそれぞれ

|α| = α1 + · · ·+ αd, α! = (α1!) · · · · · (αd!)

で定義する．また，任意のα, β ∈ Nd
0に対し，それぞれ

α± β = (α1 ± β1, . . . , αd ± βd) ∈ Z
d

と定義し，順序関係α ≤ βを

αj ≤ βj for all j = 1, . . . , d,

により定義する．
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定義 (続き).さらに，任意のα, β ∈ Nd
0に対し二項係数を(

α

β

)
=

α!

β!(α− β)!
if 0 ≤ β ≤ α,

(
α

β

)
= 0 otherwise

で定める．任意のx = (x1, . . . , xd) ∈ Rdとα = (α1, . . . , αd) ∈ Nd
0に

対し，

xα = x
α1
1 · · ·xαd

d , ∂α = ∂
α1
1 · · · ∂αd

d , ∂j = ∂xj =
∂

∂xj

と書き，さらに記号

Dj = −i∂j, Dα = D
α1
1 · · ·Dαd

d

を導入する．このとき特に，Dα = (−i)|α|∂αであることに注意する．
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問 (二項定理).任意のα ∈ Nd
0およびx, y ∈ Rdに対して，

(x+ y)α =
∑

β∈Nd
0

(
α

β

)
xα−βyβ

が成り立つことを示せ．

問 (Leibniz則).任意のα ∈ Nd
0およびu, v ∈ C|α|(Rd)に対して，

∂α(uv) =
∑

β∈Nd
0

(
α

β

)
(∂α−βu)(∂βv)

が成り立つことを示せ．
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問 (Taylorの公式). k ∈ Nとする．任意のu ∈ Ck(Rd)およびx, y ∈ Rdに
対して，

u(x+ y) =
∑
|α|<k

yα

α!
(∂αu)(x)

+
∑
|α|=k

kyα

α!

∫ 1

0
(1− t)k−1(∂αu)(x+ ty) dt

が成り立つことを示せ．

57

§ 2.2 緩増加超関数

定義. Rd上のSchwartz空間を

S(Rd) =

{
u ∈ C∞(Rd); ∀α, β ∈ N

d
0 sup

x∈Rd
|xα∂βu(x)| <∞

}

により定義する．S(Rd)の元を急減少関数またはSchwartz関数と呼ぶ．ま
た，任意のu ∈ S(Rd)とk ∈ N0に対し

|u|k = |u|k,S = sup
{
〈x〉l|∂αu(x)|; l+ |α| ≤ k, x ∈ R

d
}
<∞

と定め，これをS(Rd)上のセミノルムまたは半ノルムと呼ぶ．

問. C∞0 (Rd) ⊂ S(Rd)を示せ．さらにe−x2 ∈ S(R) \ C∞0 (R)を示せ．

問. 〈x〉−s ∈ L1(Rd)となるためには，s > dが必要十分であることを示せ．
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命題 2.1.任意のp ∈ [1,∞]とs ∈ Rに対し，S(Rd) ⊂ L
p
s(Rd)が成り立

つ．さらに，あるC > 0とk ∈ N0が存在して，任意のu ∈ S(Rd)に対し

‖u‖Lp
s
≤ C|u|k

が成り立つ．

注意.主張の不等式は埋め込み写像S(Rd) ↪→ L
p
s(Rd)の連続性を意味する．

証明. 任意のu ∈ S(Rd)に対し，

‖u‖Lp
s
=
∥∥∥〈x〉−(d+1)/p · 〈x〉s+(d+1)/pu

∥∥∥
Lp

=
∥∥∥〈x〉−(d+1)/p

∥∥∥
Lp sup

x∈Rd

∣∣∣〈x〉s+(d+1)/pu(x)
∣∣∣

≤ C|u|k
が成り立つ．ただし，C = ‖〈x〉−(d+1)/p‖Lp，k ≥ s + (d + 1)/pととっ
た．よって主張は示された．
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定義. 1. S(Rd)上の線形汎関数とは，線形写像S(Rd)→ Cのことである．
任意の線形汎関数T : S(Rd)→ Cとφ ∈ S(Rd)に対し，

T (φ) = Tφ = 〈T, φ〉
などと表す．

2. Rd上の緩増加超関数とは，線形汎関数T : S(Rd)→ Cで，あるC > 0

とk ∈ N0が存在して，任意のテスト関数φ ∈ S(Rd)に対し

|〈T, φ〉| ≤ C|φ|k (♦)
を満たすもののことである．Rd上の緩増加超関数全体の集合をS′(Rd)

で表す．

注意. 1. 条件(♦)はT : S(Rd)→ Cの連続性を意味する．

2. 「緩増加」の条件を外したものは，Schwartz超関数と呼ばれる．
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命題 2.2. p ∈ [1,∞]，s ∈ Rかつu ∈ L
p
s(Rd)とする．ι(u): S(Rd) → C

を，任意のφ ∈ S(Rd)に対し

〈ι(u), φ〉 =
∫
Rd

u(x)φ(x) dx

で定めると，ι(u) ∈ S′(Rd)である．さらに，写像

ι : Lp
s(R

d)→ S′(Rd), u �→ ι(u)

は単射である．
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注意. ιが単射であることから，以降はu ∈ L
p
s(Rd)とその像 ι(u) ∈ S′(Rd)

を同一視して単に

u = ι(u)

と書き，さらにこの同一視を通じて

Lp
s(R

d) = ι(Lp
s(R

d)) ⊂ S′(Rd)

とみなす．これにより，遠方で多項式程度の増大を持つ広いクラスの関数が
S′(Rd)に含まれることになる．また，以降は一般の緩増加超関数も通常の関
数のようにu, v, . . .などの記号で表すことにする．

証明. u ∈ L
p
s(Rd)とする．任意のφ ∈ S(Rd)に対し，Hölderの不等式より，∫

Rd
|u(x)φ(x)|dx ≤ ‖u‖Lp

s
‖φ‖Lq

−s
<∞; p−1 + q−1 = 1,

である．よって 〈ι(u), φ〉は有限値であり，ι(u)は確かにS(Rd)上の線形汎
関数を定める．
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次に連続性を確かめる．上の不等式と命題 2.1により，あるC > 0とk ∈ N0

が存在して，任意のφ ∈ S(Rd)に対し

|〈ι(u), φ〉| ≤ ‖u‖Lp
s
‖φ‖Lq

−s
≤ C‖u‖Lp

s
|φ|k

が成り立つ．これは ι(u) ∈ S′(Rd)を意味する．

最後にιの単射性を示す．もしu, v ∈ L
p
s(Rd)かつι(u) = ι(v)なら，任意の

φ ∈ S(Rd)に対し ∫
Rd

(u(x)− v(x))φ(x) dx = 0

が成り立つ．すると変分法の基本補題より，Rd上ほとんど至るところu = v

である．したがって ιは単射である．
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◦ Diracのデルタ関数

命題 2.3.任意のφ ∈ S(R)に対して
〈δ, φ〉 = φ(0)

と定めると，δ ∈ S′(R)である（これをDiracのデルタ関数と呼ぶ）．

証明. 証明は易しいので省略し，以下で問とする．

問. 1. 上で定まる線形汎関数δがS′(Rd)に属することを確かめよ．

2. 任意のp ∈ [1,∞]とs ∈ Rに対し，δ /∈ L
p
s(Rd)を確かめよ．より正確

には，埋め込み
ι : Lp

s(R
d) ↪→ S′(Rd)

の像にδが属さないことを確かめよ．このことから特に，通常の関数で
は書けない緩増加超関数も存在する．
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◦ Cauchyの主値

R上の関数x−1は原点で強い特異性を持つため，L
p
s(R)に属さず，そのまま

ではS′(R)に埋め込めない．以下のように，適当な正則化が必要となる．

命題 2.4.任意のφ ∈ S(R)に対して
〈
p.v. x−1, φ

〉
= p.v.

∫
R

φ(x)

x
dx = lim

ε→+0

∫
|x|≥ε

φ(x)

x
dx

と定めると，p.v. x−1 ∈ S′(R)である．

注意.広義Riemann積分よりもさらに特殊な極限の取り方をしていること
に注意する．このような積分を一般にCauchyの主値と呼ぶ．
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証明. 任意のφ ∈ S(R)をとる．積分を
∫
|x|≥ε

φ(x)

x
dx =

∫
ε≤|x|<1

φ(x)

x
dx+

∫
|x|≥1

φ(x)

x
dx

のように分解する．上の右辺第1項について，x−1が奇関数であることと微
分積分学の基本定理より，∫

ε≤|x|<1

φ(x)

x
dx =

∫
ε≤|x|<1

φ(x)− φ(0)

x
dx

=
∫
ε≤|x|<1

(∫ 1

0
φ′(tx) dt

)
dx

=
∫
0≤t≤1, ε≤|x|<1

φ′(tx) dtdx
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と変形できる．すると，Lebesgue収束定理より
〈
p.v. x−1, φ

〉
=
∫
0≤t≤1,0≤|x|<1

φ′(tx) dtdx+
∫
|x|≥1

φ(x)

x
dx

を得る．この表示より，p.v. x−1はS(R)上の線形汎関数を定めることが分
かり，さらにあるC > 0が存在して，任意のφ ∈ S(R)に対し∣∣∣〈p.v. x−1, φ〉∣∣∣ ≤ C|φ|1
を満たすことも分かる．よって，主張は示された．
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◦ Sokhotski–Plemeljの定理

定理 2.5.任意のφ ∈ S(R)に対し，それぞれ
〈
(x± i0)−1, φ

〉
= lim

ε→+0

∫
R

φ(x)

x± iε
dx

と定めると，(x± i0)−1 ∈ S′(R)である．さらに，等式
(x± i0)−1 = p.v. x−1 ∓ iπδ

がそれぞれ成立する．

注意. 1. 上の等式はSokhotski–Plemeljの定理と呼ばれることもある．

2. (x± i0)−1も原点以外ではx−1と一致しており，x−1のS′(R)への埋め
込みとみなせるが，p.v. x−1とは正則化の仕方が異なっている．
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証明. 任意のφ ∈ S(R)をとる．直接計算により，
∫
R

φ(x)

x± iε
dx =

∫
|x|<1

xφ(x)

x2 + ε2
dx

+
∫
|x|≥1

φ(x)

x± iε
dx∓ iε

∫
|x|<1

φ(x)

x2 + ε2
dx

=
∫
0≤t≤1,0≤|x|<1

x2φ′(tx)
x2 + ε2

dtdx

+
∫
|x|≥1

φ(x)

x± iε
dx∓ i

∫
|y|<1/ε

φ(εy)

1 + y2
dy
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と変形できる．ここでε→ +0とすると，Lebesgue収束定理と命題 2.4の
証明における表示式より，〈

(x± i0)−1, φ
〉
=
∫
0≤t≤1,0≤|x|<1

φ′(tx) dtdx

+
∫
|x|≥1

φ(x)

x
dx∓ iπφ(0)

=
〈
p.v. x−1, φ

〉
∓ iπ〈δ, φ〉

を得る．したがって，

(x± i0)−1 = p.v. x−1 ∓ iπδ ∈ S′(R)
を得る．
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§ 2.3 超関数微分と掛け算作用素

命題 2.6.任意のu ∈ S′(Rd)とα ∈ Nd
0に対し，∂αu : S(Rd)→ Cを

〈∂αu, φ〉 = (−1)|α|〈u, ∂αφ〉
で定義すると，∂αu ∈ S′(Rd)である．

定義.上の∂αuをuの超関数微分あるいは弱微分などと呼ぶ．

注意.任意の緩増加超関数は，超関数の意味で何回でも微分可能である．
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証明. ∂αu : S(Rd) → Cの線形性はすぐに分かる．今，u ∈ S′(Rd)である
ことから，あるC > 0とk ∈ N0が存在して，任意のφ ∈ S(Rd)に対して

|〈u, φ〉| ≤ C|φ|k
が成り立つ．このことに注意すると，任意のφ ∈ S(Rd)に対し

|〈∂αu, φ〉| = |〈u, ∂αφ〉| ≤ C|∂αφ|k ≤ C|φ|k+|α|
となる．よって，確かに∂αu ∈ S′(Rd)である．
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定義. f ∈ C∞(Rd)が緩増加関数であるとは，任意のα ∈ Nd
0に対しある

C > 0とs ∈ Rが存在して，任意のx ∈ Rdに対し

|∂αf(x)| ≤ C〈x〉s
が成り立つことである．

命題 2.7. f ∈ C∞(Rd)を緩増加関数とし，またu ∈ S′(Rd)とする．この
とき，Mfu : S(Rd)→ Cを

〈Mfu, φ〉 = 〈u, fφ〉 for φ ∈ S(Rd) (♠)
で定義すると，Mfu ∈ S′(Rd)である．

定義. 上のMf : S′(Rd) → S′(Rd)を f による掛け算作用素と呼ぶ．単に
Mfu = fuと書くこともある．

注意.Mfuは通常の関数と関数の積の拡張となっている．なお，超関数と超
関数の積は無条件では定義できない．
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証明. Step 1. まず，任意のk ∈ N0に対しあるC1 > 0と l ∈ N0が存在し
て，任意のφ ∈ S(Rd)に対し

|fφ|k ≤ C1|φ|l (♥)
が成り立つことを示す．任意のm+ |α| ≤ kに対し，Leibniz則により

〈x〉m∂α(fφ) =
∑
β≤α

(
α

β

)
〈x〉m(∂α−βf)(∂βφ)

である．仮定より，あるC2 > 0とs ∈ Rが存在して，任意のβ ≤ αに対し

|∂α−βf | ≤ C2〈x〉s
が成り立つ．よって任意の l ≥ k + s ≥ m+ |β|+ sを固定すると

∣∣∣〈x〉m∂α(fφ)(x)
∣∣∣ ≤ C2

∑
β≤α

(
α

β

)
〈x〉m+s|∂βφ(x)|

≤ C3 sup
n+|γ|≤l,x∈Rd

〈x〉n|∂γφ(x)| = C3|φ|l
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とできる．ここでC3 > 0はφ ∈ S(Rd)によらない定数である．よって，(♥)
が示された．

Step 2. Step 1の結果により，特にfφ ∈ S(Rd)であり，(♠)の右辺は意
味を持つ．するとMfu : S(Rd)→ Cの線形性は明らかなので，あとは連続
性を示せばよい．緩増加超関数の定義より，あるC4 > 0とk ∈ N0が存在し
て，任意のφ ∈ S(Rd)に対し

|〈Mfu, φ〉| = |〈u, fφ〉| ≤ C4|fφ|k
が成り立つ．これを(♥)を合わせると，あるC5 > 0と l ∈ N0が存在して，
任意のφ ∈ S(Rd)に対し

|〈Mfu, φ〉| ≤ C5|φ|l
が成り立つことがわかる．よって定理の主張が示された．
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問. f ∈ C∞(Rd)を緩増加関数とする．また，α ∈ Nd
0とする．

1. 超関数微分∂αfが通常の微分∂αfと一致することを確かめよ．より明確
には，命題 2.2の埋め込み ιを用いて，

∂αι(f) = ι(∂αf)

が成り立つことを示せ．

2. 任意のu ∈ S′(Rd)に対し，Leibniz則

∂α(fu) =
∑

β∈Nd
0

(
α

β

)
(∂α−βf)(∂βu)

が成り立つことを示せ．
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例. Heaviside関数 Y : R→ Rを

Y (x) =

⎧⎨
⎩0 for x ≤ 0,

1 for x > 0

で定義すると，等式

Y ′ = δ

が成り立つ．実際，任意のφ ∈ S(Rd)に対して，超関数微分の定義により

〈Y ′, φ〉 = −〈Y, φ′〉 = −
∫ ∞
0

φ′(x) dx = φ(0) = 〈δ, φ〉
である．
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問. R上のデルタ関数のn階微分δ(n)はどのような超関数か計算せよ．

問.関数Gd : R
d → R, d = 1,2,3, を

G1(x) =
1

2
|x|, G2(x) =

1

2π
log |x|, G3(x) = − 1

4π|x|
により定める．このとき，

ΔGd = δ; Δ = ∂21 + · · ·+ ∂2d ,

であることを示せ．一般にこのようなGdを，微分作用素Δの基本解あるい
はGreen関数と呼ぶ．
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§ 2.4 急減少関数のFourier変換

定義. u, f ∈ S(Rd)のFourier変換，逆Fourier変換をそれぞれ

(Fu)(ξ) = û(ξ) = (2π)−d/2
∫
Rd

e−ixξu(x) dx,

(F∗f)(x) = f̌(x) = (2π)−d/2
∫
Rd

eixξf(ξ) dξ

で定義する．ただし，任意のx, ξ ∈ Rdに対し

xξ = x · ξ = x1ξ1 + · · ·+ xdξd

と書いた．

注意.文献によって係数や指数が異なるので，注意が必要である．
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問.任意のu ∈ S(Rd)とy ∈ Rdに対し，

(τyu)(x) = u(x− y), (σu)(x) = u(−x)
と定義する．このとき，

F(τyu) = e−iyξ(Fu), F(eixηu) = τη(Fu), σ(Fu) = F(σu)

が成り立つことを示せ．
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定理 2.8.任意のu ∈ S(Rd)に対して，Fu ∈ S(Rd)である．また，任意の
α ∈ Nd

0に対し

F(Dα
xu) = ξα(Fu), F(xαu) = (−Dξ)

α(Fu)

が成り立つ．さらに，任意のk ∈ N0に対しあるC > 0と l ∈ N0が存在して，
任意のu ∈ S(Rd)に対し

|Fu|k ≤ C|u|l
が成り立つ．

注意. 1. 上の不等式は，F : S(Rd)→ S(Rd)の連続性を意味する．

2. F∗についても同様であるが，主張は省略する．ここでは
F∗(Dα

ξ f) = (−x)α(F∗f), F∗(ξαf) = Dα
x(F∗f)

であることにのみ注意する．
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証明. 任意のu ∈ S(Rd)に対し，Fourier変換の定義と部分積分により

F(Dα
xu)(ξ) = (2π)−d/2

∫
Rd

e−ixξDα
xu(x) dx

= (2π)−d/2
∫
Rd

(
(−Dx)

αe−ixξ
)
u(x) dx

= (2π)−d/2
∫
Rd

ξαe−ixξu(x) dx

= ξα(Fu)(ξ)

である．同様に，Fourier変換の定義とLebesgue収束定理により

F(xαu)(ξ) = (2π)−d/2
∫
Rd

e−ixξxαu(x) dx

= (2π)−d/2
∫
Rd

(
(−Dξ)

αe−ixξ
)
u(x) dx

= (−Dξ)
α(Fu)(ξ)
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を得る．これらの等式を用いると，任意のu ∈ S(Rd)とα, β ∈ Nd
0に対し∣∣∣ξα∂βξ Fu(ξ)

∣∣∣ = ∣∣∣F(Dα
xx

βu)(ξ)
∣∣∣

≤ (2π)−d/2
∫
Rd

∣∣∣∂αxxβu(x)∣∣∣dx
≤ (2π)−d/2

(∫
Rd
〈x〉−d−1 dx

)
sup
x∈Rd

〈x〉d+1|∂αxxβu(x)|

と評価できる．したがって，u ∈ S(Rd)に依らないあるCαβ > 0が存在して，
∣∣∣ξα∂βξ Fu(ξ)

∣∣∣ ≤ Cαβ|u||α|+|β|+d+1

が成り立つことが分かる．よってFu ∈ S(Rd)であり，さらに主張の不等式
も従う．
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定理 2.9 (Fourier反転公式).任意のu, f ∈ S(Rd)に対して，それぞれ

u = F∗Fu, f = FF∗f
が成り立つ．

注意.このことから，F ,F∗ : S(Rd)→ S(Rd)として，

F−1 = F∗

である．さらに，F ,F∗はS(Rd)上の位相線形同型（すなわち，連続かつ線
形で，さらに逆が存在して，逆も連続かつ線形）であることが分かる．
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補題 2.10.各ε > 0に対し，δε ∈ S(Rd)を

δε(x) = (2πε)−d/2e−x2/(2ε) for x ∈ R
d

で定める．このとき，

1. 以下の等式が成立する：

Fδε = F∗δε = ε−d/2δ1/ε, 特に F∗Fδε = FF∗δε = δε.

2. 任意のu ∈ S(Rd)とk ∈ N0に対し以下が成り立つ：

δε ∗ u ∈ S(Rd), |u− δε ∗ u|k → 0 as ε→ +0.

注意.主張2は

lim
ε→+0

(δε ∗ u) = u in S(Rd)

を意味する．
85

証明. 1. Fubini–Tonelliの定理によりd = 1の場合に帰着される．さらに
変数変換により，

(2π)−1/2
∫
R

e−ixξe−x2/2 dx = e−ξ2/2,

あるいは ∫
R

e−(x+iξ)2/2 dx = (2π)1/2

を示せば十分である．Cauchyの積分定理によりまたさらにξ = 0の場合に
帰着され，Gauss積分の計算を計算すればよい．詳細は省略する．

2. Lebesgue収束定理を用いて証明することができる．詳細は問として省略
する．定理 1.13の証明も参照せよ．
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定理 2.9の証明. 2つの等式は同様に示せるので，前者のみを示す．

Step 1. まず，任意のu ∈ S(Rd)に対し

F∗F(δε ∗ u) = δε ∗ u (♦)
を示す．実際，Fubini–Tonelliの定理と補題 2.10の1により，

(F∗F(δε ∗ u))(x) = (2π)−d/2F∗
∫
Rd

e−iyξ
(∫

Rd
δε(y − z)u(z) dz

)
dy

= F∗
∫
Rd

e−izξ(Fδε)(ξ)u(z) dz

= (2π)−d/2
∫
Rd

eixξ
(∫

Rd
e−izξ(Fδε)(ξ)u(z) dz

)
dξ

=
∫
Rd

δε(x− z)u(z) dz

= (δε ∗ u)(x)
を得る．よって(♦)は示された．
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Step 2. あとは，各点の意味で

F∗Fu = lim
ε→+0

F∗F(δε ∗ u), u = lim
ε→+0

(δε ∗ u) (♣)

を示せば十分である．(♣)の後者は補題 2.10の2から直ちに従う．(♣)の前
者については，定理 2.8により，任意のk ∈ N0に対しあるC > 0と l ∈ N0

が存在して

|F∗Fu−F∗F(δε ∗ u)|k = |F∗F(u− δε ∗ u)|k ≤ C|u− δε ∗ u|l
が成り立つことに注意する．ここで再び補題 2.10の2を用いて，ε → +0

とすれば，(♣)の前者が従うことが分かる．

注意.極限等式(♣)は，実際にはより強く，S(Rd)の位相で成立する

88

定理 2.11 (Persevalの定理).任意のu, v ∈ S(Rd)に対し

(Fu,Fv) = (u, v)

が成り立つ．ここで，(·, ·)はL2内積である．

証明. Fourier反転公式により，任意のu, f ∈ S(Rd)に対し

(Fu, f) = (u,F∗f) (♠)
が成り立つことを示せばよい．しかしこれは，L2内積とFourier変換，逆
Fourierの定義およびFubini–Tonelliの定理からすぐに従う．

注意. (♠)は，F∗がFの形式的共役であることを意味する．後にL2の意味
でも共役となる様に拡張される．

問.Persevalの定理は，以下のPlancherelの定理と同等であることを示せ：
任意のu ∈ S(Rd)に対し‖Fu‖L2 = ‖u‖L2が成り立つ．
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§ 2.5 緩増加超関数のFourier変換

Plancherelの定理とFourier反転公式より，任意のu, f, φ, ψ ∈ S(Rd)に
対し

〈Fu, φ〉 = 〈u,Fφ〉, 〈F∗f, ψ〉 = 〈f,F∗ψ〉
が成り立つ．これを用いてFourier変換，逆Fourier変換を拡張する．

定義. u ∈ S′(Rd)のFourier変換Fu : S(Rd)→ Cを

〈Fu, φ〉 = 〈u,Fφ〉 for φ ∈ S(Rd)

で定義する．また，f ∈ S′(Rd)の逆Fourier変換F∗f : S(Rd)→ Cを

〈F∗f, φ〉 = 〈f,F∗φ〉 for φ ∈ S(Rd)

で定義する．
90

定理 2.12. 1. 任意のu ∈ S′(Rd)に対しFu ∈ S′(Rd)である．

2. 上で定義されたS′(Rd)上のFourier変換Fは，初めにS(Rd)上で定義
されたものの拡張である．（よって，記号上区別しない．）

3. 任意のu ∈ S′(Rd)とα ∈ Nd
0に対し

F(Dα
xu) = ξα(Fu), F(xαu) = (−Dξ)

α(Fu)

が成り立つ．

4. (Fourier反転公式) 任意のu ∈ S′(Rd)に対し

u = F∗Fu

が成り立つ．

注意. F∗についても同様の主張が成立するが，省略する．
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証明. 1. 定理 2.8より明らかである．

2. S(Rd),S′(Rd)上のFourier変換を，暫定的にそれぞれFS,FS′で表す
ことにする．すると，任意のu, φ ∈ S(Rd)に対し，Fourier変換の定義，
Plancherelの定理とFourier反転公式により

〈FS′u, φ〉 = 〈u,FSφ〉 = 〈FSu, φ〉
が成り立つ．これはFS′u = FSuを意味する．

3. u ∈ S′(Rd), α ∈ Nd
0とする．定理 2.8より，任意のφ ∈ S(Rd)に対し

〈F(Dα
xu), φ〉 = (−1)|α|〈u,Dα

xFφ〉 = 〈u,F(ξαφ)〉 = 〈ξα(Fu), φ〉
が成り立つ．よって第1の等式が従う．第2の等式も同様である．

4. 定理 2.9を用いて，3と同様に議論すればよい．詳細は省略する．
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問.以下の緩増加超関数のFourier変換を計算せよ．

1. 定数関数1およびデルタ関数δ

2. 定義関数χ[−1,1]（次節で述べるように，L1関数として計算しても良い）

3. u(x) = e−a|x|（ただしa > 0とする；L1関数として計算しても良い）

4. eiax, cos ax, sin ax（ただしa > 0とする）

5. xn（ただし，n ∈ Nとする）
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◦ L1関数のFourier変換

定理 2.13.任意のu ∈ L1(Rd)に対し，

(FL1u)(ξ) = (2π)−d/2
∫
Rd

e−ixξu(x) dx

と定める．このとき，FL1u ∈ C(Rd) ∩ L∞(Rd)であり，さらに

‖FL1u‖L∞ ≤ (2π)−d/2‖u‖L1 (♥)
および

lim
|ξ|→∞

(FL1u)(ξ) = 0 (♦)

が成り立つ．

注意. 1. (♥)より，FL1 : L1(Rd)→ L∞(Rd)は有界である．

2. (♦)はRiemann–Lebesgueの補題とも呼ばれる．
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証明. 任意のx, ξ ∈ Rdに対し∣∣∣e−ixξu(x)∣∣∣ ≤ |u(x)|
が成り立つので，Lebesgue収束定理を用いれば，

FL1u ∈ C(Rd)

が示せる．また，任意のξ ∈ Rdに対し∣∣∣(FL1u)(ξ)
∣∣∣ ≤ (2π)−d/2

∫
Rd
|u(x)|dx = (2π)−d/2‖u‖L1

なので，

FL1u ∈ L∞(Rd), ‖FL1u‖L∞ ≤ (2π)−d/2‖u‖L1

も従う．
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さて，(♦)を示そう．C∞0 (Rd) ⊂ L1(Rd)の稠密性より，任意のε > 0に対
しv ∈ C∞0 (Rd)を

‖u− v‖L1 < ε

ととることができる．このようなvを固定すると，FL1v = Fv ∈ S(Rd)で
あるから，あるR > 0が存在して，任意の |ξ| > Rに対して∣∣∣(FL1v)(ξ)

∣∣∣ < ε

が成り立つ．よって，任意の |ξ| > Rに対して∣∣∣(FL1u)(ξ)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣(FL1(u− v))(ξ)

∣∣∣+ ∣∣∣(FL1v)(ξ)
∣∣∣ ≤ (2π)−d/2ε+ ε

である．(♦)が示された．
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u ∈ L1(Rd)に対しては，緩増加超関数としてもFuが定義されていたので，
二通りのFourier変換が存在することになるが，実は両者は一致する．

定理 2.14.任意のu ∈ L1(Rd)に対し，

Fu = FL1u ∈ C(Rd) ∩ L∞(Rd) ⊂ S′(Rd)

である．よって特に，u ∈ L1(Rd)のときには，Fuに対しても定理 2.13の
主張が成立する．

証明. C∞0 (Rd) ⊂ L1(Rd)は稠密なので，C∞0 (Rd)上の点列(uj)j∈Nを

‖u− uj‖L1 → 0 as j →∞ (♣)
ととれる．このとき，定理 2.13より，∥∥∥FL1u−FL1uj

∥∥∥
L∞ ≤ (2π)−d/2‖u− uj‖L1 → 0 as j →∞ (♠)

が成り立つことに注意する．
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さて，C∞0 (Rd) ⊂ S(Rd)上ではFL1とFが一致していたことから，任意の
φ ∈ S(Rd)に対し

〈FL1uj, φ〉 = 〈Fuj, φ〉 = 〈uj,Fφ〉
が成り立つ．ここで，j →∞とすると，(♣)，(♠)およびFの定義を用いて，

〈FL1u, φ〉 = 〈u,Fφ〉 = 〈Fu, φ〉
を示すことができる．これは

FL1u = Fu

を意味する．

注意.定理 2.14により，定義域を除いてFとFL1を区別する必要はなくなっ
たので，以降，FL1を単にFで表すことにする．
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◦ L2関数のFourier変換

定義.HをHilbert空間とし，S, T, UをH上の有界作用素とする．

1. SがTの共役作用素であるとは，任意のu, v ∈ Hに対し
(Tu, v) = (u, Sv)

が成り立つことである．このとき，S = T ∗と表す．

2. UがH上のユニタリ作用素であるとは，
U∗U = UU∗ = idH

が成り立つことである．

注意.任意の有界作用素に対し，その共役作用素が一意的に存在することが
知られている．証明は難しくはないが，ここでは省略する．
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定理 2.15. S(Rd)上で定義されたF ,F∗は，それぞれL2(Rd)上のユニタ
リ作用素FL2, (F∗)L2に一意的に拡張され，さらに

(FL2)∗ = (F∗)L2

が成り立つ．（よって，単にF∗
L2 = (FL2)∗ = (F∗)L2と書いてよいだろう．）

証明. Step 1. まずS(Rd)上で定義されたFが，L2(Rd)上の有界作用素に
一意的に拡張されることを示す．任意のu ∈ L2(Rd)に対し，S(Rd)上の点
列(uj)j∈Nで

‖u− uj‖L2 → 0 as j →∞
を満たすものをとる．特に，(uj)j∈NはL2(Rd)上のCauchy列であること
に注意する．すると，定理 2.11より

‖Fuj −Fuk‖L2 = ‖uj − uk‖L2
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なので，(Fuj)j∈NもL2(Rd)上のCauchy列であり，L2(Rd)で収束する．
そこで，

FL2u = lim
j→∞Fuj ∈ L2(Rd) (♥)

と定めると，これはwell-definedである．実際，S(Rd)上の点列(vj)j∈Nで

‖u− vj‖L2 → 0 as j →∞
を満たすものをとる．再び定理 2.11により

‖Fuj −Fvk‖L2 = ‖uj − vk‖L2

が成り立つので，ここでj, k →∞とすると，∥∥∥ lim
j→∞Fuj − lim

k→∞
Fvk

∥∥∥
L2 = 0, すなわち lim

j→∞Fuj = lim
k→∞

Fvk

が従う．
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このようなFL2が，S(Rd)上で定義されたFの拡張であることは定義から明
らかである．また，定理 2.11によれば

‖FL2u‖L2 = lim
j→∞‖Fuj‖L2 = lim

j→∞‖uj‖L2 = ‖u‖L2

なので，FL2は確かにL2(Rd)上で有界である．任意の有界拡張は，連続性
により(♥)を満たさなければならず，一意性も明らかである．

Step 2. S(Rd)上で定義されたF∗がL2(Rd)上の有界作用素に一意的に拡
張されることは，S(Rd)上のFourier反転公式と定理 2.11を合わせれば，
Step 1と同様に示すことができる．これは易しいので詳細は省略する．
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Step 3. 残りの主張を示す．任意のu, f ∈ L2(Rd)をとる．このとき，S(Rd)

上の点列(uj)j∈N, (fj)j∈Nを

‖u− uj‖L2, ‖f − fj‖L2 → 0 as j →∞
を満たすようにとれば，

(FL2u, f) = lim
j→∞(Fuj, fj) = lim

j→∞(uj,F∗fj) = (u, (F∗)L2f)

が成り立つので，確かに(F∗)L2はFL2の共役作用素である．また，S(Rd)

上のFourier反転公式より

(FL2)∗FL2u = (F∗)L2FL2u = lim
j→∞F

∗Fuj = lim
j→∞uj = u,

FL2(FL2)∗f = FL2(F∗)L2f = lim
j→∞FF

∗fj = lim
j→∞ fj = f

なので，FL2はユニタリである．よって，(F∗)L2 = (FL2)∗もユニタリで
ある．
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系 2.16.定理 2.15のFL2,F∗L2に対して，L2(Rd)上でPersevalの定理
（Plancherelの定理）およびFourier反転公式が成立する．

証明. 定理 2.15の証明内ですでに示されている．

定理 2.17.任意のu ∈ L2(Rd)に対し，

Fu = FL2u ∈ L2(Rd) ⊂ S′(Rd)

である．（よって以降，FL2を単にFで表すことにする．）

証明. 定理 2.14の証明と同じ方針で示せるので，証明を省略する．L1, L∞
ノルムではなくL2ノルムを用いる点と，定理 2.14の証明の(♠)に対応する
結果を導く際に定理 2.13ではなく系 2.16を用いる点に注意しておく．
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定理 2.18.任意のu ∈ L2(Rd)とr ≥ 0に対して

χ{|x|≤r}u ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd)

であり，さらにL2(Rd)の位相に関して

Fu = lim
r→∞F

(
χ{|x|≤r}u

)
= lim

r→∞(2π)−d/2
∫
|x|≤r

e−ixξu(x) dx

が成立する．

注意. u ∈ L2(Rd)とする．L2(Rd) �⊂ L1(Rd)なので，積分

(2π)−d/2
∫
Rd

e−ixξu(x) dx

は一般には意味を持たない．定理 2.18は，Fuが，L2(Rd)の位相に関して，
ある種の広義積分で表示できることを主張している．L2(Rd)での収束を二
乗平均収束と呼び，l.i.m.（「limit in mean」の意）で表すことがある．
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証明. u ∈ L2(Rd)とする．Hölderの不等式により，任意のr ≥ 0に対し

χ{|x|≤r}u ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd)

が成り立つことが分かる．さらにLebesgue収束定理により，L2(Rd)の位
相で

χ{|x|≤r}u→ u as r →∞
が成り立つことが分かる．よって，定理 2.17，2.15および2.14により，
L2(Rd)の位相に関して

Fu = lim
r→∞FL2

(
χ{|x|≤r}u

)
= lim

r→∞F
(
χ{|x|≤r}u

)
= lim

r→∞FL1

(
χ{|x|≤r}u

)
= lim

r→∞(2π)−d/2
∫
|x|≤r

e−ixξu(x) dx

を得る．
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§ 2.6 たたみ込み

定理 2.19.任意のu, v ∈ S(Rd)に対し，

u ∗ v = v ∗ u ∈ S(Rd)

であり，さらに以下が成り立つ．

1. 任意のk ∈ N0に対し，あるC > 0と l,m ∈ N0が存在して

|u ∗ v|k ≤ C|u|l|v|m.

2. 任意のα ∈ Nd
0に対し，

∂α(u ∗ v) = (∂αu) ∗ v = u ∗ (∂αv).
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3. 任意のw ∈ S(Rd)に対し，

(u ∗ v) ∗ w = u ∗ (v ∗ w).

4. 次の等式が成立する：

F(u ∗ v) = (2π)d/2(Fu)(Fv).

証明. Lebesgue収束定理およびFubini–Tonelliの定理を用いて証明でき
る．詳細は問として省略する．
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◦ 急減少関数と緩増加超関数のたたみ込み

定義. u ∈ S′(Rd)とv ∈ S(Rd)とする．たたみ込みu ∗ v : S(Rd)→ Cを

〈u ∗ v, φ〉 = 〈u, (σv) ∗ φ〉 for φ ∈ S(Rd)

で定義する．ここで，(σv)(x) = v(−x)とした．

注意. 1. 定理 2.19によれば，任意のu, v, w ∈ S(Rd)に対して

〈u ∗ v, w〉 = 〈u, (σv) ∗ w〉
が成り立つことが分かる．上の定義はこの関係を拡張したものである．

2. 上のu ∗ vはv ∗ uで表されることもある．
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定理 2.20.任意のu ∈ S′(Rd)とv ∈ S(Rd)に対し，

u ∗ v ∈ S′(Rd)

であり，さらに以下が成り立つ．

1. 任意のα ∈ Nd
0に対し，

∂α(u ∗ v) = (∂αu) ∗ v = u ∗ (∂αv).

2. さらに任意のw ∈ S(Rd)に対し，

(u ∗ v) ∗ w = u ∗ (v ∗ w).

3. 次の等式が成立する：

F(u ∗ v) = (2π)d/2(Fu)(Fv).

証明. 定理 2.19とたたみ込みの定義からすぐに従う．詳細は問として省略
する．
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第3章 トーラス上の超関数とFourier級数展開



§ 3.1 トーラス上の超関数

定義. Rにおいて，任意のx ∈ Rとx + 2π ∈ Rを同一視して得られる空間
を，1次元トーラスと呼び，T = R/(2πZ)などで表す．

注意. T = S1と考えても良いし，またはT = (−π, π]やT = (0,2π]など
として，端点を繋いだものと考えても良い．

定義. Td上のC∞関数全体の空間を

D(Td) = C∞(Td) ∼=
{
u ∈ C∞(Rd); ∀j = 1, . . . , d u(·+2πej) = u

}
で表す．さらに任意のu ∈ D(Td)とk ∈ N0に対して

|u|k = max
{
|∂αu(x)|; |α| ≤ k, x ∈ T

d
}

と定める．これをD(Td)上のセミノルムまたは半ノルムと呼ぶ．
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定義. Td上の超関数とは，線形汎関数T : D(Td) → Cで，あるC > 0と
k ∈ N0が存在して，任意のφ ∈ D(Td)に対し

|〈T, φ〉| ≤ C|φ|k
を満たすもののことである．Td上の超関数全体の集合をD′(Td)で表す．

問.命題 2.2と同様にして，任意のp ∈ [1,∞]に対し埋め込み

Lp(Td) ⊂ D′(Td)

を構成せよ．

注意.上の埋め込みの下，任意の1 ≤ p < q ≤ ∞に対して
D(Td) ⊂ Lq(Td) ⊂ Lp(Td) ⊂ D′(Td)

が成り立つ．またさらに，超関数微分やC∞(Td)の元による掛け算作用素も
Rd上の場合と同様に定義される．詳細は省略する．
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§ 3.2 形式的Fourier級数展開

定義. u ∈ D′(Td)に対し，そのFourier係数Fu : Zd → Cを

(Fu)(n) = (2π)−d/2〈u, e−inx〉 for n ∈ Z
d

で定義する．また，uの（形式的）Fourier級数展開を

u ∼ (2π)−d/2
∑

n∈Zd

(Fu)(n)einx

で表し，何らかの意味で右辺が収束してuに一致するとき，uはFourier級
数展開可能であるという．

注意. u ∈ L1(Td)のFourier係数は

(Fu)(n) = (2π)−d/2
∫
Td

e−inxu(x) dx

で与えられる．これは埋め込みL1(Td) ↪→ D′(Td)の定義からすぐに従う．
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例. x2 ∼ π2

3
+

∞∑
k=1

4(−1)k
k2

cos kx
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例. max
{
π

2
− |x|,0

}
∼ π

8
+

∞∑
k=1

4 sin2(kπ/4)

k2π
cos kx
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例. x ∼
∞∑

k=1

2(−1)k+1

k
sin kx
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例. χ[−π/2,π/2](x) ∼
1

2
+

∞∑
k=1

2 sin(kπ/2)

kπ
cos kx
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注意.以上の例によれば，関数が滑らかでない点の近傍ではFourier級数の
収束が悪く，特に（第1種）不連続点の近傍では一定の「跳ね上げ（下げ）」
が生じている．一般に，部分和の項数をいくら増やしてもこの跳ねは残り続
け，その大きさは，上下にそれぞれ，元の関数値の差の約9%ずつであること
が知られている．これをGibbs現象と呼ぶ．なお，部分和による項の切り落
としを穏やかに修正することで，Gibbs現象を緩和させることもできる．後
述のCesàro総和法（またはFejér核）も参照せよ．

問.任意のu ∈ D′(Td)とk ∈ Zd，α ∈ Nd
0に対し

(Feikxu)(n) = (Fu)(n− k), (FDαu)(n) = nα(Fu)(n)

が成り立つことを示せ．

119



補題 3.1. 1. u ∈ D′(Td)とする．このとき，あるk ∈ NとC > 0が存在
して，任意のn ∈ Zdに対し

|(Fu)(n)| ≤ C〈n〉k; 〈n〉 = (1+ n2)1/2,

が成り立つ．（このような列を緩増加列と呼ぶ．）

2. u ∈ D(Td)とする．このとき，任意のk ∈ Nに対しあるC > 0が存在
して，任意のn ∈ Zdに対し

|(Fu)(n)| ≤ C〈n〉−k
が成り立つ．（このような列を急減少列と呼ぶ．）

3. (Riemann–Lebesgueの補題) u ∈ L1(Td)とする．このとき，

lim
|n|→∞

(Fu)(n) = 0

が成り立つ．
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証明. 1. Td上の超関数の定義より，あるk ∈ N0とC > 0が存在して，任
意のφ ∈ D(Td)に対し

|〈u, φ〉| ≤ Cmax
{
|∂αφ(x)|; |α| ≤ k, x ∈ T

d
}

が成り立つ．ここでφ = e−inxととれば，主張が従う．

2. 任意のN ∈ Nに対し，

e−inx = 〈n〉−2N〈D〉2Ne−inx

が成り立つことに注意する．これをFourier係数の定義式に代入して，部分
積分を繰り返すと，

|(Fu)(n)| = (2π)−d/2
∣∣∣∣
∫
Td

(
〈n〉−2N〈D〉2Ne−inx

)
u(x) dx

∣∣∣∣
= (2π)−d/2〈n〉−2N

∣∣∣∣
∫
Td

e−inx〈D〉2Nu(x) dx
∣∣∣∣

≤ CN〈n〉−2N
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となる．よって主張の不等式が従う．

3. 任意の ε > 0をとる．C∞(Td) ⊂ L1(Td)が稠密であることから，ある
v ∈ C∞(Td)が存在して

|(F(u− v))(n)| ≤ (2π)−d/2‖u− v‖L1 < ε

が成り立つ．一方で主張2で示したことから，十分大きなM > 0をとれば
任意の |n| ≥Mに対して

|(Fv)(n)| < ε

が成り立つ．したがって，任意の |n| ≥Mに対し

|(Fu)(n)| ≤ |(F(u− v))(n)|+ |(Fv)(n)| < 2ε

であり，主張の極限が得られる．
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§ 3.3 たたみ込み

定義.関数u, v : Td → C，f, g : Zd → Cに対し，それぞれ

(u ∗ v)(x) =
∫
Td

u(x− y)v(y) dy, (f ∗ g)(n) =
∑
k∈Zd

f(n− k)g(k)

が適当な意味を持つとき，これらをたたみ込みまたは合成積と呼ぶ．

注意. 1. (2π)−d等の係数をつける流儀もある．

2. 本講では時間の都合上，Td上やZd上のたたみ込みについては形式的な
定義を確認するのみで，詳細な性質には立ち入らない．Rd上のたたみ込
みと同様の性質が，これらについても容易に確かめられる．またさらに，
超関数や緩増加列への拡張も可能である．
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§ 3.4 Fourier級数の古典的収束

後述するように，Fourier級数の収束は，理論上はL2ノルム（より一般には
Sobolevノルム）で測るのが最も簡便であるが，まずは各点収束や一様収束
ついての基本的な事実を紹介することから始める．なおこれらは応用面でも
重要な興味の対象となっている．

本節（と次節の前半）ではd = 1の場合を考える．また，任意のu ∈ D′(T)
に対し，第n番目のFourier部分和を

sn(u) = sn(u;x) = (2π)−1/2
n∑

k=−n
(Fu)(k)eikx

で定義し，Fourier級数の和の順序を特定のものに限定する．
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◦ Dirichlet核

定義.任意のn ∈ N0に対し，第n番目のDirichlet核Dn ∈ C∞(T)を

Dn(x) =
n∑

k=−n
eikx =

sin((n+1/2)x)

sin(x/2)

で定義する．（問．2つ目の等号を示せ．）

定理 3.2.任意のu ∈ L1(T)とn ∈ N0に対し，

sn(u) = (2π)−1Dn ∗ u
が成り立つ．

証明. Fourier係数とDirichlet核の定義より明らかである．
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◦ Fourier級数の各点収束

定理 3.3.関数u ∈ L1(T)が，点a ∈ Tにおいて以下のDirichlet–Dini

条件を満たしているとする．すなわち，あるλ ∈ Cが存在して∫ π

0

1

t

∣∣∣u(a+ t) + u(a− t)− 2λ
∣∣∣dt <∞

が成り立つとする．このとき，

lim
n→∞ sn(u; a) = λ

が成り立つ．

証明. 任意のn ∈ N0に対し，定義より，

Dn(−t) = Dn(t), (2π)−1
∫
T

Dn(t) dt = 1
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であることに注意すると，

sn(u; a)− λ = (2π)−1
∫ 0

−π
Dn(t)u(a− t) dt

+ (2π)−1
∫ π

0
Dn(t)u(a− t) dt− λ

= (2π)−1
∫ π

0
Dn(t)

(
u(a+ t) + u(a− t)− 2λ

)
dt

と書ける．さらにDnの第2の表示式を代入し，t = 2τと変数変換すれば，

sn(u; a)− λ =
∫ 2π

0
f(τ) sin((2n+1)τ) dτ

が得られる．ただしここで，

f(τ) = π−1χ[0,π/2](τ)
u(a+2τ) + u(a− 2τ)− 2λ

sin τ

とおいた．仮定よりf ∈ L1([0,2π])が分かるので，Riemann–Lebesgue

の補題から，主張が従う．
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系 3.4. u ∈ L1(T)かつa ∈ Tとし，極限

lim
t→+0

u(a± t) =: u(a± 0)

がそれぞれ存在するとする．さらにあるC > 0，δ ∈ (0,1)およびα > 1が
存在して，任意の t ∈ (0, δ)に対し∣∣∣u(a± t)− u(a± 0)

∣∣∣ ≤ C(log(1/t))−α

がそれぞれ成り立つとする．このとき，

lim
n→∞ sn(u; a) =

1

2

(
u(a+0)+ u(a− 0)

)
が成り立つ．

証明. 定理 3.3より，λ = (u(a+0)+ u(a− 0))/2に対してDirichlet–

Dini条件を確かめればよいが，それは仮定からすぐに従う．
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注意.特にu = φ ∈ D(T), a = 0とし，Dn(−x) = Dn(x)に注意すれば

lim
n→∞

〈
(2π)−1Dn, φ

〉
= φ(0),

すなわち

lim
n→∞(2π)−1Dn = δ in D′(T)

が分かる．しかしながら，Dnは原点以外では大きく正負に振動しながらδに
近づくため，この収束は遅く，例えば，∫

T

|Dn(x)|dx ∼ 2

π
logn as n→∞

を確かめることができる．このことはGibbs現象の原因となっている．後述
のFejér核では総和法を工夫することで，より良い核を構成する．

129

◦ Fourier級数の一様収束

定義.関数ω : [0,∞]→ [0,∞]は単調非減少かつ

lim
δ→+0

ω(δ) = ω(0) = 0

を満たすとする．このとき，関数u ∈ C(T)が連続度ωを持つとは，任意の
x, y ∈ Tに対し

|u(x)− u(y)| ≤ ω(|x− y|)
を満たすことである．
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定理 3.5 (Dini–Lipschitzの定理). u ∈ C(T)は連続度ωとして

lim
δ→+0

ω(δ) log δ = 0

を満たすものを持つとする．このとき，T上で一様収束の意味で

lim
n→∞ sn(u) = u

が成り立つ．

注意.仮定が系 3.4より弱く見えるが，関数空間が異なるので比較できない．

証明. Step 1. 定理 3.3の証明と同様にして

sn(u;x)− u(x) = 2
∫ π

0
f(x, t) sin((n+1/2)t) dt

と書ける．ただしここでは，

f(x, t) =
u(x+ t) + u(x− t)− 2u(x)

4π sin(t/2)
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とおいた．さらに，大きなnに対しδ = 2π/(2n + 1)とおいて，変数変換
を用いると

sn(u;x)− u(x) =
∫ π

0
f(x, t) sin((n+1/2)t) dt

−
∫ π−δ
−δ

f(x, t+ δ) sin((n+1/2)t) dt

=
∫ π−δ
δ

(
f(x, t)− f(x, t+ δ)

)
sin((n+1/2)t) dt

+
∫ π

π−δ
f(x, t) sin((n+1/2)t) dt

+
∫ δ

0
f(x, t) sin((n+1/2)t) dt

+
∫ δ

−δ
f(x, t+ δ) sin((n+1/2)(t+ δ)) dt

=: I1 + I2 + I3 + I4

となる．
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Step 2. ここではI2, I3, I4を評価する．まず，I3については，被積分関数を∣∣∣f(x, t) sin((n+1/2)t)
∣∣∣ ≤ C1(n+1/2)ω(t)

のように評価すれば，ωの単調性とδの定義から

|I3| ≤ C1δ(n+1/2)ω(δ) ≤ C2ω(π/n)

が分かる．I4も同様に，

|I4| ≤ C3δ(n+1/2)ω(2δ) ≤ C3ω(2π/n)

と評価できる．I2については，被積分関数を∣∣∣f(x, t) sin((n+1/2)t)
∣∣∣ ≤ C4ω(π)

と評価することで，

|I2| ≤ C4δω(π) ≤ C5ω(π)/n

を得る．
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Step 3. さて，I1を評価しよう．まず直接評価により，

|I1| ≤
∫ π−δ
δ

|f(x, t)− f(x, t+ δ)|dt

≤
∫ π−δ
δ

∣∣∣∣∣ v(x, t)

sin(t/2)
− v(x, t)

sin((t+ δ/2)

∣∣∣∣∣ dt
+
∫ π−δ
δ

∣∣∣∣∣v(x, t)− v(x, t+ δ)

sin((t+ δ)/2)

∣∣∣∣∣ dt
≤ C6δ

∫ π−δ
δ

ω(t)

t2
dt+ C6ω(δ)

∫ π−δ
δ

1

t
dt

=: J1 + J2

と書ける．ただし，

v(x, t) =
u(x+ t) + u(x− t)− 2u(x)

4π
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とおいた．J1は，積分区間を分けることで，

J1 ≤ C6δ
∫ √δ

δ

ω(t)

t2
dt+ C6δ

∫ π−δ
√
δ

ω(t)

t2
dt

≤ C6ω(
√
δ) + C6ω(π)

√
δ ≤ C6ω

(√
π/n

)
+ C6ω(π)

√
π/n

と評価できる．一方，J2は

J2 ≤ Cω(δ)| log δ| ≤ Cω(π/n) logn

と評価できる．以上を合わせて，n→∞とすれば，求める結論を得る．
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定義. α ∈ (0,1]とする．関数u : T→ Cがα次Hölder連続であるとは，あ
るC ≥ 0が存在して，任意のx, y ∈ Tに対し

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|α (♦)
が成り立つことである．T上のα次Hölder連続関数全体の空間をC0,α(T)

で表す．また，任意のu ∈ C0,α(T)に対し，

|u|C0,α = inf
{
C ≥ 0; 任意のx, y ∈ Tに対し(♦)が成り立つ

}
とおく．

注意.任意のx, y ∈ Tに対し(♦)が成り立つことは，uが連続度

ω(δ) = Cδα

を持つこと，と言い換えられる．
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系 3.6. 任意のα ∈ (0,1]に対し，あるC > 0が存在して，任意のu ∈
C0,α(T), n ≥ 2およびx ∈ Tに対し

|u(x)− sn(u;x)| ≤ C|u|C0,αn
−α logn (♣)

が成り立つ．特にこのとき，一様収束の意味で

lim
n→∞ sn(u) = u

が成り立つ．

証明. 定理 3.5の証明において，具体的にω(δ) = |u|C0,αδαとおけば，(♣)
が従う．ただしJ1の評価についてのみ注意が必要で，定理 3.5の証明と同
様に積分区間を分けると(♣)より悪い評価になってしまう．これは，より簡
単に，積分区間を分けずに評価すれば解決する．詳細は省略する．後半の主
張は(♣)から明らかである．
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§ 3.5 Fejér核

本節では総和法を工夫することで，Fourier級数の古典的収束を改善する．

◦ Cesàro総和法

定義.数列(aj)j∈Nに対し，極限

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

sk, ただし sk =
k∑

j=1

aj,

が収束するとき，(aj)j∈NはCesàro総和可能であると言い，その極限値を
(aj)j∈NのCesàro和と呼ぶ．
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注意. Cesàro和とは，「重み付き部分和」の極限

lim
n→∞

n∑
j=1

(
1− j − 1

n

)
aj

に他ならない．通常の部分和のように添え字の大きな項を一つ一つ個別に拾
うのではなく，重みを付けて穏やかに取り込むため，和の収束の改善が期待
される．実際，(aj)j∈Nが振動する場合にその効果を発揮する．

問.数列(aj)j∈Nの通常の和が収束するなら，(aj)j∈NはCesàro総和可能で
あり，Cesàro和の値は通常の和の値に一致することを示せ．

問.数列((−1)j)j∈NはCesàro総和可能であることを示し，そのCesàro和
の値を計算せよ．

問.数列((−1)j/j)j∈Nに対し，通常の和の収束の早さと，Cesàro和の収束
の早さを比較せよ．
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例. x2 ≈ 1

N +1

N∑
n=0

(
π2

3
+

n∑
k=1

4(−1)k
k2

cos kx

)
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例. max
{
π

2
− |x|,0

}
≈ 1

N +1

N∑
n=0

(
π

8
+

n∑
k=1

4 sin2(kπ/4)

k2π
cos kx

)
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例. x ≈ 1

N +1

N∑
n=0

( n∑
k=1

2(−1)k+1

k
sin kx

)
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例. χ[−π/2,π/2](x) ≈
1

N +1

N∑
n=0

(
1

2
+

n∑
k=1

2 sin(kπ/2)

kπ
cos kx

)
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注意. 1. Cesàro総和法（Fejér核）によりGibbs現象が緩和されている．

2. 一方で，収束の速度は遅くなる．これは，重み付き和をとる際の重み関
数（窓関数と呼ばれる）により，Fourier係数の取り込みが遅くなるこ
とに起因しており，避けられない．

3. また，不連続点の周りでGibbs現象の名残がまだ残っている．これは窓
関数が折れ線の形をしていて，ある意味で滑らかではないことが原因と
考えられる．滑らかな窓関数を用いればさらに緩和できるだろう．ただ
しこれは窓関数の簡素さを犠牲にすることになる．

4. 応用上は，上記のようなトレードオフの関係に注意しながら，目的に応
じて窓関数の取り方を工夫するのが望ましい．
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◦ 1次元トーラス上のFejér核

定義.任意のn ∈ Nに対し，第n番目のFejér核Fn ∈ C∞(T)を

Fn(x) =
1

n

n−1∑
k=0

Dk(x) =
1

n

(
sin(nx/2)

sin(x/2)

)2

で定義する．（問．2つ目の等号を示せ．）

定理 3.7.任意のu ∈ C(T)に対し，一様収束の意味で

lim
n→∞(2π)−1Fn ∗ u = u

が成り立つ．
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証明. Step 1. まず，

(2π)−1
∫
T

|Fn(x)| dx = (2π)−1
∫
T

Fn(x) dx = 1

を示す．実際，Fnの第2の表示式よりFn ≥ 0なので，第1の等号が成立す
る．また，Fnの第1の表示式と

(2π)−1
∫
T

Dk(x) dx = (2π)−1
k∑

j=−k

∫
T

eijx dx = 1

に注意すれば，第2の等号も明らかである．

Step 2. 任意のδ ∈ (0, π)に対しあるC1 > 0が存在して，任意のn ∈ Nと
x ∈ T \ (−δ, δ)に対し

|Fn(x)| ≤ C1n
−1

であることを示す．しかしこれは，Fnの第2の表示式において，分母がx ∈
T \ (−δ, δ)について一様に正であることからすぐに従う．
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Step 3. さて，定理の主張を示そう．Step 1の結果より，x ∈ Tに対して∣∣∣u(x)− (2π)−1(Fn ∗ u)(x)
∣∣∣ = (2π)−1

∣∣∣∣
∫
T

Fn(x− y)(u(x)− u(y)) dy
∣∣∣∣

と書ける．ここで，uが一様連続なことに注意すると，任意の ε > 0に対し
あるδ > 0が存在して，任意の |x− y| < δに対し

|u(x)− u(y)| < ε

が成り立つ．このδを用いて積分区間を分割すると，Step 1とStep 2の結
果より，∣∣∣u(x)− (2π)−1(Fn ∗ u)(x)

∣∣∣
≤ (2π)−1

∣∣∣∣
∫
|x−y|<δ

Fn(x− y)(u(x)− u(y)) dy
∣∣∣∣

+ (2π)−1
∣∣∣∣
∫
|x−y|≥δ

Fn(x− y)(u(x)− u(y)) dy
∣∣∣∣ ≤ ε+ C2n

−1

を得る．よって，主張が示された．
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◦ 一般次元トーラス上のFejér核

定義.任意のn ∈ Ndに対し，第n番目のFejér核Fn ∈ C∞(Td)を

Fn(x) =
d∏

j=1

⎡
⎣ 1

nj

(
sin(njxj/2)

sin(xj/2)

)2
⎤
⎦

で定義する．

定理 3.8.任意のu ∈ C(Td)に対し，一様収束の意味で

lim
n1,...,nd→∞(2π)−dFn ∗ u = u

が成り立つ．

証明. 定理 3.7と同様に示すことができる．詳細は問として省略する．
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§ 3.6 抽象論からの準備1：直交性と正射影

◦ 直交性
定義. XをHilbert空間とする．部分集合L,M ⊂ Xが直交するとは

∀x ∈ L ∀y ∈M (x, y) = 0

が成り立つことであり，このときL ⊥ Mと書く．特に1点集合L = {x}に
対しては，x ⊥Mとも書く．また，L ⊂ Xの直交補空間とは，部分集合

L⊥ = {x ∈ X; x ⊥ L}
のことである．

問. XをHilbert空間とし，L ⊂ Xとする．L⊥はXの閉部分空間であるこ
とを示せ．
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◦ 正射影
定理 3.9 (正射影定理). XをHilbert空間とし，L ⊂ Xを閉部分空間とす
る．このとき，

∀x ∈ X ∃!y ∈ L ∃!z ∈ L⊥ s.t. x = y + z

が成り立つ．

定義. yをxのLへの正射影と呼び，xからyへの対応を正射影作用素と呼ぶ．

証明. Step 1. まずは分解の一意性を示す．あるx ∈ Xに対し，

x = y + z = y′+ z′, y, y′ ∈ L, z, z′ ∈ L⊥

と書けたとする．このときy − y′ = z′ − z ∈ L ∩ L⊥であるから，

‖y − y′‖2 = (y − y′, y − y′) = 0, ‖z − z′‖2 = (z − z′, z − z′) = 0

である．よってy = y′, z = z′となり，分解の一意性が分かる．
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Step 2. 次に分解の存在を示す．x ∈ Xとする．このとき，

δ = inf
y∈L ‖x− y‖

とおき，yj ∈ Lで‖x − yj‖ → δとなるものをとると，(yj)j∈NはCauchy

列である．実際，中線定理より

‖(x− yj) + (x− yk)‖2 + ‖(x− yj)− (x− yk)‖2
= 2‖x− yj‖2 + 2‖x− yk‖2

であり，1

2
(yj + yk) ∈ Lに注意すると，j, k →∞のとき

‖yj − yk‖2 = 2‖x− yj‖2 + 2‖x− yk‖2 − 4
∥∥∥∥x− 1

2
(yj + yk)

∥∥∥∥2
≤ 2‖x− yj‖2 + 2‖x− yk‖2 − 4δ2 → 0

となる．よって，確かに(yj)j∈NはCauchy列であり，極限y ∈ Xを持つ．

151



今，Lは閉なので，y ∈ Lである．あとはz = x − yとおいて，z ⊥ Lを示
せばよい．任意のη ∈ Lと t ∈ Rに対して

δ2 ≤ ‖z − t(z, η)η‖2
= ‖z‖2 − t(z, η)(z, η)− t(z, η)(η, z) + t2|(z, η)|2‖η‖2
= ‖x− y‖2 − 2t|(z, η)|2 + t2|(z, η)|2‖η‖2
= δ2 − 2t|(z, η)|2 + t2|(z, η)|2‖η‖2

なので，

0 ≤ −2t|(z, η)|2 + t2|(z, η)|2‖η‖2

であるが，もし(z, η) �= 0とすると，上の不等式は任意の t ∈ Rに対しては
成立しないので矛盾である．よって(z, η) = 0であり，z ⊥ Lを得る．
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◦ 直和

定義. XをHilbert空間とする．部分空間L,M ⊂ XでL ⊥ Mとなるもの
に対して，

L⊕M := {y + z ∈ X; y ∈ L, z ∈M}
をLとMの直和と呼ぶ．

注意. 1. 上の記号の下で，任意のx ∈ L⊕Mに対し，直和分解表示

x = y + z, y ∈ L, z ∈M

は一意的である．

2. 正射影定理とは，任意の閉部分空間L ⊂ Xに対して

X = L⊕ L⊥

が成り立つこと，とも表現できる．
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◦ 部分集合が張る部分空間

定義.XをHilbert空間とする．部分集合L ⊂ Xが張る（生成する）部分空
間とは，

spanL :=
{
c1x1 + · · ·+ cnxn; cj ∈ C, xj ∈ L, n ∈ N

}
のことである．

注意. 1. 任意個の有限和は許されているが，無限和は許されていない．

2. spanLは，Lを含むXの部分空間のうちで最小のものである．
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命題 3.10. XをHilbert空間とする．任意の部分集合L ⊂ Xに対し，

(L⊥)⊥ = spanL

が成り立つ．特にL ⊂ Xが閉部分空間であれば，(L⊥)⊥ = Lが成り立つ．

証明. L⊥ =
(
spanL

)⊥であることは容易に確かめられるので（問とする），
結局，L ⊂ Xが閉部分空間の場合に(L⊥)⊥ = Lを示せば十分である．この
とき，定義より

L ⊂ (L⊥)⊥

は容易にわかる．一方，x ∈ (L⊥)⊥とすると，正射影定理より，あるy ∈ L

とz ∈ L⊥が存在してx = y + zと書ける．しかし

z = x− y ∈ L⊥ ∩ (L⊥)⊥

なので，z = 0であり，x = y ∈ Lを得る．よって(L⊥)⊥ ⊂ Lである．
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§ 3.7 抽象論からの準備2：完全正規直交系

◦ 正規直交系（ONS）

定義. XをHilbert空間とする．高々可算な部分集合{ej}j∈I ⊂ Xが，任意
のj, k ∈ Iに対して

(ej, ek) = δjk

を満たしているとき，{ej}j∈IをXの正規直交系（またはONS）と呼ぶ．

命題 3.11 (Besselの不等式).XをHilbert空間とし，{ej}j∈I ⊂ Xを正
規直交系とする．このとき，任意のx ∈ Xに対して∑

j∈I
|(x, ej)|2 ≤ ‖x‖2

が成り立つ．
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証明. (In)n∈NをIの有限部分集合からなる単調非減少取り尽し列，すなわち

I1 ⊂ · · · ⊂ In ⊂ · · · ⊂ I,
∞⋃

n=1

In = I

とする．このとき，任意のn ∈ Nに対して

0 ≤
(
x− ∑

j∈In
(x, ej)ej, x−

∑
k∈In

(x, ek)ek

)

= ‖x‖2 − ∑
k∈In

(x, ek)(x, ek)

− ∑
j∈In

(x, ej)(ej, x) +
∑

j,k∈In
(x, ej)(x, ek)δjk

= ‖x‖2 − ∑
j∈In

|(x, ej)|2

なので，
∑
j∈In

|(x, ej)|2 ≤ ‖x‖2となる．あとはn→∞とすればよい．
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◦ 完全正規直交系（CONS）

定理 3.12. XをHilbert空間とし，{ej}j∈I ⊂ Xを正規直交系とする．以
下は互いに同値である：

1. span{ej}j∈IはXで稠密である；

2. 任意のx ∈ Xに対して，x =
∑
j∈I

(x, ej)ej（抽象的Fourier級数展開）；

3. 任意のx, y ∈ Xに対して，(x, y) =
∑
j∈I

(x, ej)(y, ej)；

4. 任意のx ∈ Xに対して，‖x‖2 =
∑
j∈I
|(x, ej)|2（Parsevalの等式）；

5. 任意のj ∈ Iに対して，(x, ej) = 0ならx = 0．
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証明. 以下，L = span{ej}j∈Iとおく．

1 ⇒ 2. (In)n∈NをIの有限部分集合からなる単調非減少取り尽し列とする．
任意のx ∈ Xとn ∈ Nに対し，

xn =
∑
j∈In

(x, ej)ej ∈ span{ej}j∈I

とおくと，命題 3.11より，n > m→∞のとき

‖xn − xm‖2 =

∥∥∥∥∥
∑

j∈In\Im
(x, ej)ej

∥∥∥∥∥
2

=
∑

j∈In\Im
|(x, ej)|2 → 0

なので，(xn)n∈NはCauchy列である．その極限をξ ∈ Lとおくと，任意の
k ∈ Iに対し

(x− ξ, ek) = (x, ek)−
∑
j∈I

(x, ej)(ej, ek) = 0
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であるから，x− ξ ∈ L⊥ = {0}である．よって2.が従う．

2 ⇒ 3. 内積の連続性より，

(x, y) =
∑

j,k∈I
(x, ej)(y, ek)(ej, ek) =

∑
j∈I

(x, ej)(y, ej)

となる．

3. ⇒ 4. x = yととれば明らかである．

4. ⇒ 5. 明らかである．

5. ⇒ 1. x ∈ L⊥とすると，5.よりx = 0である．すると正射影定理より
X = L⊕ {0} = Lとなって，1.が従う．

注意.抽象的Fourier級数展開は和の順序によらないことに注意せよ．
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定義.定理 3.12の条件が成り立つとき，正規直交系{ej}j∈Iは完全であると
言う．完全正規直交系はCONSと呼ばれることもある．

注意.完全正規直交系を正規直交基底（またはONB）と呼ぶこともあるが，
代数基底と混同しないように注意する必要がある．

系 3.13. Hilbert空間Xは完全正規直交系{ej}j∈I ⊂ Xを持つとする．こ
のとき，写像

X → �2(I), x �→ ((x, ej))j∈I
は内積を保つ線形全単射である．特に，Xと �2(I)はHilbert空間として同
型である．

証明. 問として省略する．
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§ 3.8 L2関数のFourier級数展開

定理 3.14. L2(Td)において，関数の族{
(2π)−d/2einx

}
n∈Zd

は完全正規直交系をなす．

系 3.15. u ∈ L2(Td)とする．このとき，Fu ∈ �2(Zd)である．さらに
uはL2(Td)の位相においてFourier級数展開可能である．すなわち，uの
Fourier級数はL2(Td)の位相で収束し，

u = (2π)−d/2
∑

n∈Zd

(Fu)(n)einx

が成り立つ．
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定理 3.14の証明. 与えられた関数の族が正規直交系であることは積分計算
からすぐに分かるので，完全性を示す．任意のu ∈ L2(Td)をとる．任意の
ε > 0に対し，C(Td) ⊂ L2(Td)の稠密性より，あるv ∈ C(Td)が存在して

‖u− v‖L2 < ε

が成り立つ．一方，定理 3.8より，あるw ∈ span
{
einx; n ∈ Z

}
が存在

して

‖v − w‖L∞ < (2π)−d/2ε

が成り立つ．これらによって

‖u− w‖L2 < 2ε

であり，定理 3.12の条件1が成立することが分かる．

系 3.15の証明. 定理 3.14と定理 3.12から明らかである．
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問. L2(T)において，関数の族{
(2π)−1/2, π−1/2 sinnx, π−1/2 cosnx; n ∈ N

}
は完全正規直交系をなすことを示せ．ただし，定理 3.14を既知としてもよ
い．また，任意のu ∈ L2(T)に対し，Fourier級数展開

u =
a0
2

+
∑
n∈N

(
an cosnx+ bn sinnx

)

のFourier係数an, bnを，uを用いて積分表示せよ．

注意.応用においては，物理的設定からuが実数値のみに限定されているこ
とも多い．その場合，上の完全正規直交系を用いればFourier係数が実数の
みとなり，その意味で扱いやすい．一方，理論上においては，指数関数を用
いた方が記述が統一的になり，見通しが良い．
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§ 3.9 超関数のFourier級数展開

◦ C∞関数のFourier級数展開

定理 3.16. u ∈ D(Td)とする．このとき，uのFourier級数は任意階の項
別微分がTd上で一様絶対収束し，さらに

u = (2π)−d/2
∑

n∈Zd

(Fu)(n)einx (♣)

が成立する．この意味で，uはD(Td)の位相でFourier級数展開可能である．

証明. 補題 3.1よりFuは急減少列であり，uのFourier級数はその任意階
の項別微分がTd上で一様絶対収束する．一方，D(Td) ⊂ L2(Td)と系 3.15

により，(♣)はすでにL2(Td)で成立している．よって主張が従う．
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◦ 超関数のFourier級数展開

定理 3.17. u ∈ D′(Td)とする．このとき，任意のφ ∈ D(Td)に対し

〈u, φ〉 = (2π)−d/2
∑

n∈Zd

〈(Fu)(n)einx, φ〉

が成り立ち，さらに右辺の級数は絶対収束する．この意味で，uはD′(Td)の
位相でFourier級数展開可能である．

注意.主張のような「汎関数の各点収束」を汎弱収束と呼び，それに付随す
る位相を汎弱位相と呼ぶ．超関数の空間には複数の位相が存在するが，標準
的な位相として汎弱位相を考えることが多く，その意味で主張の等式は単に

u = (2π)−d/2
∑

n∈Zd

(Fu)(n)einx in D′(T)

と書かれる．なお，汎弱収束，汎弱位相はそれぞれ単に弱収束，弱位相と呼
ばれることもある．

166

証明. (IN)N∈NをZdの有限部分集合からなる単調非減少取り尽し列とする．
定理 3.16，uの連続性およびFuの定義より

〈u, φ〉 = lim
N→∞

〈
u, (2π)−d/2

∑
n∈IN

(Fφ)(n)einx
〉

= lim
N→∞

∑
n∈IN

(Fφ)(n)(Fu)(−n)

= lim
N→∞

∑
−n∈IN

(Fφ)(−n)(Fu)(n) =
∑

n∈Zd

(Fφ)(−n)(Fu)(n)

が分かる．すると，定理 3.16および補題 3.1により，最後の級数は確かに
絶対収束しており，さらにFφの定義より

〈u, φ〉 = (2π)−d/2
∑

n∈Zd

〈(Fu)(n)einx, φ〉

を得る．
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§ 3.10 トピック：Fourier正弦・余弦級数

定理 3.18. L2([0, π])において，関数族{
(2/π)1/2 sinnx; n ∈ N

}
,

{
π−1/2, (2/π)1/2 cosnx; n ∈ N

}
はそれぞれ完全正規直交系をなす．

証明. どちらも同様に示せるので，前者のみを考える．正規直交系であるこ
とは具体的な積分計算から分かるので，完全性を示せば十分である．任意の
u ∈ L2([0, π])をとる．このとき，

ũ(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
u(x) for x ∈ (0, π],

0 for x = 0,

−u(−x) for x ∈ [−π,0)
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と定めると，ũ ∈ L2(T)である．ũは奇関数なので，任意のn ∈ Zに対して

(F ũ)(n) = −(F ũ)(−n)
となることに注意すると，そのFourier級数展開は，L2(T)の位相において

ũ = i(2/π)1/2
∑
n∈N

(F ũ)(n) sinnx

と書くことができる．これからL2([0, π])の位相において

u = i(2/π)1/2
∑
n∈N

(F ũ)(n) sinnx

であることが従い，確かに定理 3.12の条件が満たされている．
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系 3.19. u ∈ L2([0, π])とする．このとき，L2([0, π])の位相において

u =
a0
2

+
∑
n∈N

an cosnx, an =
2

π

∫ π

0
u(x) cosnxdx,

が成立する．同様に，L2([0, π])の位相において

u =
∑
n∈N

bn sinnx, bn =
2

π

∫ π

0
u(x) sinnxdx,

も成立する．

証明. 定理 3.18と定理 3.12からすぐに従う．

注意.「T上の奇関数，偶関数はそれぞれ正弦関数，余弦関数のみでFourier
級数展開できる」という見方をしても良いし，実際，そのように説明される
ことが多いようである．ここでは次の初期値・境界値問題への応用を念頭に，
半区間 [0, π]で考えている．
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問.関数空間

DD([0, π]) =
{
u ∈ C∞([0, π]); ∀k ∈ N0 u(2k)(0) = u(2k)(π) = 0

}
を考える．任意のu ∈ DD([0, π])に対し，そのFourier正弦係数は急減少
列であることを示せ．また一方，Fourier余弦係数は必ずしもそうではない
ことを示せ．

問.前問とは逆に，Fourier余弦係数は必ず急減少列となるが，Fourier正弦
係数は必ずしもそうではない様な関数空間の例を与えよ．

問.次のパラドックスを解消せよ．「任意の有界区間は適当なスケールで写り
合えることから，[−π, π]上の任意の関数は正弦関数のみで展開できる．する
と余弦関数すらも正弦関数で展開できるため，L2(T)の完全正規直交系{

(2π)−1/2, π−1/2 sinnx, π−1/2 cosnx; n ∈ N

}
には，展開には不要な余計な関数が無数に含まれている．」
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◦ 有界区間上の熱方程式の初期値・境界値問題

Fourier自身による，変数分離法を用いた熱方程式の解法を，これまでの結
果を用いて再確認する．[0, π]上の熱方程式

∂u

∂t
(t, x) =

∂2u

∂x2
(t, x) for (t, x) ∈ (0,∞)× (0, π)

を，初期条件

u(0, x) = f(x) for x ∈ [0, π],

およびDirichlet境界条件

u(t,0) = u(t, π) = 0 for t ∈ (0,∞)

の下で考える．
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ひとまず初期条件は無視して，変数分離解を仮定すると，解の族

un(t, x) = e−n2t sinnx, n ∈ N,

が得られる．すると，もし初期状態が

f(x) = a1 sinx+ · · ·+ an sinnx+ · · ·
のように展開できるのであれば，方程式の線形性から

u(t, x) = a1e
−t sinx+ · · ·+ ane

−n2t sinnx+ · · · (♥)
が解となるに違いない．これが変数分離法の基本的な流れであった．

表示式 (♥)は，各 t > 0において，係数に指数減衰因子を持つため，fを
比較的広い空間（例えば，L2([0, π])等）から選んでも収束しており，u ∈
C∞((0,∞)× [0, π])を与える．このuが方程式と境界条件を満たしている
こともすぐにわかる．初期条件は，適当な位相における極限で解釈する．な
お，f自身は境界条件を満たさなくても良いことに注意せよ．
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以上の議論でキーとなるポイントは，次の3つである．

1. sinnxを初期値とする方程式が簡単に解けること．ここで効いているの
は，sinnxに対しては∂2xの作用が単なる定数倍−n2に置き換えられる
こと，すなわち，sinnxが∂2xの固有関数であることである．

2. 関数族{sinnx}n∈Nが状態空間を生成すること．これは完全性に他なら
ない．なお（正規）直交性は，fの展開係数anを計算する際に利用される．

3. 方程式が線形であること．

1と2は，∂2xをユニタリ作用素で対角化する操作に相当する．

注意.デルタ関数の族{δ(· − y)}y∈[0,π]も，ある意味で，状態空間を生成す
るが，これらを初期値とする [0, π]上の熱方程式の解は，初等関数では書け
ない．（ちなみに，R上ではGauss関数（熱核）で書け，1–3が満たされる．）
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問. [0, π]上の熱方程式の初期値・境界値問題

∂tu(t, x) = ∂2xu(t, x) for (t, x) ∈ (0,∞)× (0, π)

u(0, x) = f(x) for x ∈ [0, π],

u′(t,0) = u′(t, π) = 0 for t ∈ (0,∞) (Neumann境界条件)

に対し，Fourier余弦級数展開を用いた形式解を与えよ．

問. [0, π]上の波動方程式の初期値・境界値問題

∂2t u(t, x) = ∂2xu(t, x) for (t, x) ∈ (0,∞)× (0, π)

u(0, x) = f(x) for x ∈ [0, π],

∂tu(0, x) = g(x) for x ∈ [0, π],

u(t,0) = u(t, π) = 0 for t ∈ (0,∞)

に対し，Fourier正弦級数展開を用いた形式解を与えよ．
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§ 3.11 トピック：球面上の完全正規直交系

◦ 球面調和関数

単位球面

S
2 =

{
(x, y, z) ∈ R

3; x2 + y2 + z2 = 1
}

の上で，Laplace–Beltrami作用素

Δ
S2 =

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

を考える．ここで，球面座標系(θ, φ)は

x = sin θ cosφ, y = sin θ sinφ, z = cos θ

で与えられるものとする．
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定義.整数 l,m ∈ Zで |m| ≤ lを満たすものに対し，球面調和関数を

Y m
l (θ, φ) = (−1)(m+|m|)/2

√√√√2l+1

4π

(l − |m|)!
(l+ |m|)!P

m
l (cos θ)eimφ

で定義する．ここで，Pm
l はLegendreの同伴関数である．

定理 3.20. 1. −Δ
S2Y

m
l = l(l+1)Y m

l が成り立つ．

2. {Y m
l }l,mは関数空間

L2(S2) =
{
u : S2 → C;

∫
S2
|u(θ, φ)|2 dS(θ, φ)

}

の完全正規直交系である．

証明. 省略する．

注意.これは−Δ
S2の「対角化可能性」を意味する．
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系 3.21.任意のu ∈ L2(S2)と |m| ≤ lに対し，

(Fu)(l,m) = (u, Y m
l )L2(S2) =

∫
S2

u(θ, φ)Y m
l (θ, φ) dS(θ, φ)

と定めると，L2(S2)の位相において

u =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

(Fu)(l,m)Y m
l

が成り立つ．

証明. 定理 3.20と定理 3.12からすぐに従う．

問. 1. u ∈ D(S2) := C∞(S2)の球面調和関数展開がD(S2)の位相で収束
することを示せ．

2. S2上の超関数空間D′(S2)を適当に定義し，u ∈ D′(S2)の（弱位相に関
する）球面調和関数展開を正当化せよ．
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◦ 球面上の波動方程式への応用

S2上の波動方程式の初期値問題
∂2u

∂t2
= Δ

S2u, u(0, ·) = v,
∂u

∂t
(0, ·) = w (♠)

を考える．（なお，現実の球面上の波動現象を記述するモデル方程式として，
これが適切であるかはここでは問わないことにする．）

定理 3.22.任意のv, w ∈ C∞(S2)に対し

u(t, ·) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

(Fv)(l,m)
(
cos t

√
l(l+1)

)
Y m
l

+
∞∑
l=0

l∑
m=−l

(Fw)(l,m)
sin t

√
l(l+1)√

l(l+1)
Y m
l

と定めると，u ∈ C∞(R× S2)であり，さらにこれは(♠)の解である．
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証明. 時間の都合上，省略する．なお，形式的に確かめることは容易であり，
その正当化もそれほど難しいわけではない．

注意. 1. 与えられた解の表示公式は，

u(t, ·) =
(
cos t

√
−Δ

S2

)
v +

sin t
√
−Δ

S2√
−Δ

S2

w

と表記されることもある．

2. 定理の主張は，u0, u1 ∈ D′(S2)の場合へ拡張することができるが，波
動方程式には熱方程式のような正則化の効果はない．

3. 同様に，S2上の熱方程式を議論することもできる．
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第4章 Sobolev空間

§ 4.1 Euclid空間上のSobolev空間

定義.任意のs ∈ Rに対し，s次Sobolev空間を

Hs(Rd) =
{
u ∈ S′(Rd); Fu ∈ L2

s(R
d)
}

で定義する．ここでL2
s(R

d)はs次重み付きL2空間である．Hs(Rd)は，内積

(u, v)Hs =
∫
Rd
〈ξ〉2s(Fu)(ξ)(Fv)(ξ) dξ

を持つHilbert空間である．

注意. 1. L2
s(R

d)は，内積

(u, v)L2
s
=
∫
Rd
〈x〉2su(x)v(x) dx.

を持つHilbert空間であり，これはs次重み付きL2ノルムと両立する．
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2. 後述するように，Hs(Rd)はs階までの超関数微分がすべてL2(Rd)に属
するような（超）関数の空間と考えることができる．ここで，sは非整数
や負でもよいことに注意せよ．

3. 任意のs < tに対し，明らかに

S(Rd) ⊂ Ht(Rd) ⊂ Hs(Rd) ⊂ S′(Rd)

である．

問.デルタ関数δは，任意のs < −d/2に対し，Hs(Rd)に属することを示せ．
さらに，Friedrichsの軟化子δεは，任意のs < −d/2に対し，Hs(Rd)の位
相において

lim
ε→+0

δε = δ

を満たすことを示せ．
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定義. s ∈ Rとする．作用素 〈D〉s : S′(Rd) → S′(Rd)を，各u ∈ S′(Rd)に
対し，

〈D〉su = F∗〈ξ〉sFu

で定める．

命題 4.1. s, t ∈ Rとする．〈D〉sは，ユニタリ作用素
Ht+s(Rd)→ Ht(Rd)

を定める．

証明. 主張は，Fourier変換を通じて，対応する重み付きL2空間の性質に帰
着される．すると証明は易しい．詳細は省略する．
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命題 4.2. u ∈ S′(Rd)かつs ∈ Rとする．このとき，u ∈ Hs+1(Rd)とな
るための必要十分条件は

u,D1u, . . . , Ddu ∈ Hs(Rd)

が成り立つことである．特に，任意のk ∈ N0に対し，

Hk(Rd) =
{
u ∈ L2(Rd); 任意の |α| ≤ kに対しDαu ∈ L2(Rd)

}
と書ける．ここでDαは超関数微分の意味で考えるものとする．

証明. 前半の主張は，〈ξ〉s+1Fu ∈ L2(Rd)と

〈ξ〉sFu, ξ1〈ξ〉sFu, . . . , ξd〈ξ〉sFu ∈ L2(Rd)

が同値であることに注意すれば，明らかである．後半の主張は，前半と帰納
法からすぐに従う．

185

命題 4.3.任意のs ∈ Rに対し，S(Rd) ⊂ Hs(Rd)は稠密である．

証明. Fourier変換を通じて，主張はS(Rd) ⊂ L2
s(R

d)の稠密性に帰着され
る．しかしこれは易しいので，問として省略する．（系 1.14の証明も参照せ
よ．）

定理 4.4 (Sobolev埋め込み定理). s ∈ Rとk ∈ N0はs > k + d/2を満
たすとする．このとき，

Hs(Rd) ⊂ Ck
b(R

d) :=
{
u ∈ Ck(Rd); 任意の |α| ≤ kに対し∂αuは有界

}
が成り立つ．さらに，あるC > 0が存在して，任意のu ∈ Hs(Rd)に対し

‖u‖
Ck
b
:= sup

{
|∂αu(x)|; |α| ≤ k, x ∈ R

d
}
≤ C‖u‖Hs

が成り立つ．（したがって，埋め込みHs(Rd) ↪→ Ck
b(R

d) は有界である．）
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証明. まず，u ∈ S(Rd)とする．このとき，任意の |α| ≤ kとx ∈ Rdに対
し，Fourier反転公式とCauchy–Schwarzの不等式により

|Dαu(x)| = (2π)−d/2
∣∣∣∣
∫
Rd

eixξξα(Fu)(ξ) dξ
∣∣∣∣

≤ (2π)−d/2
(∫

Rd
|ξ|2|α|〈ξ〉−2s dξ

)1/2
‖u‖Hs

= C‖u‖Hs

が成り立つ．これは，任意のu ∈ S(Rd)に対し

‖u‖
Ck
b
≤ C‖u‖Hs (♠)

が成り立つことを意味する．
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さて，次にu ∈ Hs(Rd)とする．命題 4.3より，S(Rd)上の点列(uj)j∈Nで

uj → u in Hs(Rd)

を満たすものがとれる．ところが，j, k →∞のとき，(♠)より
‖uj − uk‖Ck

b
≤ C‖uj − uk‖Hs → 0

なので，(uj)j∈NはCk
b(R

d)上のCauchy列でもある．したがって，あるv ∈
Ck
b(R

d)が存在して

uj → v in Ck
b(R

d)

が成り立つ．すると，任意のφ ∈ S(Rd)に対して，

〈u, φ〉 = 〈Fu,F∗φ〉 = lim
j→∞〈Fuj,F∗φ〉 = lim

j→∞〈uj, φ〉 = 〈v, φ〉

が成り立つため，u = v ∈ Ck(Rd)が従う．主張の不等式は，上のujに対し
(♠)を適用し，j →∞とすればよい．
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§ 4.2 抽象論からの準備：Rieszの表現定理

定義. Hilbert空間XからCへの有界線形汎関数全体の集合を，Xの共役空
間と呼び，X∗で表す．すなわち，

X∗ = {f : X → C; fは線形かつ有界}
とする．また，任意のf ∈ X∗に対し，

‖f‖ = ‖f‖X∗ = inf
{
M ≥ 0; ∀x ∈ X |f(x)| ≤M‖x‖

}
と定める．

命題 4.5.任意のf ∈ X∗に対し，

‖f‖ = sup
x�=0

|f(x)|
‖x‖ = sup

‖x‖=1
|f(x)|

が成り立つ．さらに‖ · ‖はX∗上のノルムである．
189

証明. まず，任意のx ∈ Xに対し

|f(x)| ≤ ‖f‖‖x‖
が成り立つことから，

sup
x�=0

|f(x)|
‖x‖ ≤ ‖f‖

が従う．また，任意のx �= 0に対して

|f(x)| = |f(x)|
‖x‖ ‖x‖ ≤

(
sup
y �=0

|f(y)|
‖y‖

)
‖x‖

であることから，

‖f‖ ≤ sup
y �=0

|f(y)|
‖y‖
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となる．よって第1の等号が示された．一方，任意のx �= 0に対して

|f(x)|
‖x‖ =

∣∣∣∣∣f
(

x

‖x‖

)∣∣∣∣∣ ≤ sup
‖y‖=1

|f(y)|

であることから，

sup
x�=0

|f(x)|
‖x‖ ≤ sup

‖y‖=1
|f(y)|

である．最後に，任意の‖x‖ = 1に対して

|f(x)| = |f(x)|
‖x‖ ≤ sup

y �=0

|f(y)|
‖y‖

であることから，

sup
‖x‖=1

|f(x)| ≤ sup
x�=0

|f(y)|
‖y‖

を得る．第2の等号も示された．ノルムであることの確認は問とする．
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定理 4.6. (X∗, ‖ · ‖X∗)はBanach空間である．

証明. (fj)j∈NをX∗上のCauchy列とする．すると，定義より

∀ε > 0 ∃N ≥ 0 s.t. ∀j, k ≥ N ∀x ∈ X |fj(x)− fk(x)| ≤ ε‖x‖ (♣)
が成り立つ．特に，各x ∈ Xに対し(fj(x))j∈NはC上のCauchy列であり，
収束する．そこで汎関数f : X → Cを

f(x) = lim
j→∞ fj(x) for x ∈ X,

で定めると，明らかにfは線形である．また，(♣)と三角不等式から
|f(x)| ≤ lim

j→∞ |fj(x)− fk(x)|+ |fk(x)| ≤ (ε+ ‖fk‖)‖x‖

となるので，fは有界である．さらに，(♣)でj →∞とすると
∀ε > 0 ∃N ≥ 0 s.t. ∀k ≥ N ∀x ∈ X ‖f − fk‖ ≤ ε

となるので，fk → f in X∗を得る．よってX∗はBanach空間である．
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例. XをHilbert空間とし，任意のy ∈ Xをとる．このとき，

fy(x) = (x, y) for x ∈ X

と定めると，fy ∈ X∗である．次のRieszの表現定理はX∗の元がすべてこ
の形で尽くされることを意味する．

定理 4.7 (Rieszの表現定理).XをHilbert空間とする．任意のf ∈ X∗に
対し，y ∈ Xが一意的に存在して

f = ( · , y)
が成り立つ．さらにこのとき，

‖f‖X∗ = ‖y‖X
が成り立つ．

注意. Rieszの表現定理による対応X∗ → X, f �→ yはノルムを保つ共役線
形同型であり，しばしばこれを通じてX∗ ∼= Xと同一視する．

193

証明. Step 1. まず任意のf ∈ X∗に対し，主張のy ∈ Xを構成する．f = 0

ならy = 0ととれるので，f �= 0としてよい．このとき

N = {x ∈ X; f(x) = 0}
はXの閉部分空間であり，仮定よりN �= Xである．したがって，あるz ∈
N⊥ \ {0}をとることができる．任意のx ∈ Xに対して，fの線形性より，

f(f(z)x− f(x)z) = 0

なのでf(z)x− f(x)z ∈ Nであり，z ∈ N⊥ \ {0}に注意すると
(f(z)x− f(x)z, z) = 0

が成り立つ．よって，任意のx ∈ Xに対して

f(x) =
(
x, f(z)z/‖z‖2

)
であり，y = f(z)z/‖z‖2ととればよいことが分かる．
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Step 2. 次に一意性を示す．もしy, y′ ∈ Xに対してf = ( · , y) = ( · , y′)
なら，任意のx ∈ Xに対して

(x, y − y′) = 0

が成り立つ．ここでx = y − y′ととれば，y = y′が従う．

Step 3. 最後に等長性を示す．まず，Cauchy–Schwarzの不等式より

|f(x)| = |(x, y)| ≤ ‖x‖‖y‖
なので，‖f‖ ≤ ‖y‖である．一方，x = yと取ると

‖y‖2 = |f(y)| ≤ ‖f‖‖y‖
なので，‖y‖ ≤ ‖f‖である．したがって，‖f‖ = ‖y‖を得る．
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§ 4.3 Sobolev空間の双対性

定理 4.8. s ∈ Rとする．任意のf ∈ (Hs(Rd))∗に対しあるv ∈ H−s(Rd)
が一意的に存在して，任意のu ∈ Hs(Rd)に対し

f(u) =
∫
Rd

(Fu)(ξ)(Fv)(ξ) dξ

が成り立つ．特にこの対応により，ノルムを保つ共役線形同型

(Hs(Rd))∗ ∼= H−s(Rd) (♠)
が成り立つ．

注意. Rieszの表現定理から従う共役線形同型

(Hs(Rd))∗ ∼= Hs(Rd) (♥)
と双対の取り方が異なることに注意せよ．より明示的には，同型(♠)には0
次Sobolev内積が，同型(♥)にはs次Sobolev内積が用いられている．
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証明. Step 1. はじめに，任意の f ∈ (Hs(Rd))∗に対し，条件を満たす
v ∈ H−s(Rd)を構成する．Rieszの表現定理よりあるw ∈ Hs(Rd)が存在
して，任意のu ∈ Hs(Rd)に対し

f(u) = (u,w)Hs =
∫
Rd
〈ξ〉2s(Fu)(ξ)(Fw)(ξ) dξ

が成り立つ．よって

v = F∗(〈ξ〉2s(Fw)) = 〈D〉2sw ∈ H−s(Rd)

とおけば，主張を満たすvが得られる．

Step 2. 次に一意性を示す．もしv′ ∈ H−s(Rd)も同じ条件を満たすとする
と，任意のu ∈ Hs(Rd)に対し∫

Rd
(Fu)(ξ)(F(v − v′))(ξ) dξ = 0

が成り立つ．すると変分法の基本補題よりF(v− v′) = 0であり，v = v′が
従う．
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Step 3. 最後に共役線形同型(♠)を示す．fからvへの対応はその定め方か
ら共役線形である．さらにRieszの表現定理とvの定め方から

‖f‖(Hs)∗ = ‖w‖Hs = ‖v‖H−s
である．したがって，fからvへの対応はノルムを保ち，特に単射である．さ
らに，任意のv ∈ H−s(Rd)に対し，

fv(u) =
∫
Rd

(Fu)(ξ)(Fv)(ξ) dξ for u ∈ Hs(Rd)

と定めると，明らかにfv ∈ (Hs(Rd))∗である．よって，fからvへの対応は
全射である．以上により主張が従う．

198

§ 4.4 緩増加超関数の構造

定義.次数(s, t) ∈ R2の重み付きSobolev空間を

Hs
t (R

d) = 〈x〉−t〈D〉−sL2(Rd)

=
{
u ∈ S′(Rd); 〈D〉s〈x〉tu ∈ L2(Rd)

}
で定義する．

定理 4.9.等号

S′(Rd) =
⋃

s,t∈R
Hs

t (R
d)

が成り立つ．
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定義. v ∈ C(Rd)が緩増加連続関数であるとは，あるC > 0とm ∈ Rが存
在して，任意のx ∈ Rdに対し

|v(x)| ≤ C〈x〉m

が成り立つことである．

注意.緩増加連続関数は，以前定義した緩増加関数より広いクラスである．

系 4.10. 任意のu ∈ S′(Rd)に対し，ある有限個の緩増加連続関数 vα ∈
C(Rd)が存在して

u =
∑
α

Dαvα

が成り立つ．

注意.通常，緩増加超関数の構造（定理）と言った場合は系 4.10を指す．
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定理 4.9の証明. S′(Rd) ⊃ ⋃
s,t∈RHs

t (R
d)は自明なので，逆の包含関係を

示す．任意のu ∈ S′(Rd)をとる．緩増加超関数の定義よりあるC1 > 0と
k ∈ N0が存在して，任意のφ ∈ S(Rd)に対し

|〈u, φ〉| ≤ C1|φ|k,S = C1 sup
{
|〈x〉l∂αφ(x)|; l+ |α| ≤ k, x ∈ R

d
}

が成り立つ．ここで，Sobolev埋め込み定理より十分大きなs > 0に対し

|φ|k,S ≤ C2 sup
{
|∂α〈x〉kφ|; |β| ≤ k, x ∈ R

d
}
≤ C3‖〈x〉kφ‖Hs

であることに注意すると，任意のψ ∈ S(Rd)∣∣∣〈〈x〉−ku, ψ〉∣∣∣ ≤ C4‖ψ‖Hs

が従う．よって〈x〉−ku ∈ H−s(Rd)であり，あるv ∈ L2(Rd)を用いて

u = 〈x〉k〈D〉sv
と書くことができる．これにより主張は示された．
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系 4.10の証明. 任意のu ∈ S′(Rd)をとる．定理 4.9よりあるs, t ∈ Rと
v ∈ L2(Rd)が存在して，任意のn ∈ Nに対し

u = 〈x〉−t〈D〉−sv = 〈x〉−t〈D〉2n〈D〉−2n−sv
と書ける．ここでn ∈ Nを十分大きくとると，Sobolev埋め込み定理より

〈D〉−2n−sv ∈ C0
b(R

d)

が成り立つ．あとはLeibniz則を用いて〈x〉−tと〈D〉2nを交換するなど，重
み〈x〉をすべて〈D〉−2n−svの側に押し付ければ，主張の表示が従う．

202

§ 4.5 トーラス上のSobolev空間

◦ Sobolev空間の定義

定義. s ∈ Rとする．Zd上のs次重み付き�2空間を

�2s(Z
d) =

{
u : Zd → C; 〈n〉su ∈ �2(Zd)

}
で定める．さらに，Td上のs次Sobolev空間を

Hs(Td) =
{
u ∈ D′(Td); Fu ∈ �2s(Z

d)
}

で定める．

問. �2s(Z
d)およびHs(Td)は，それぞれ適当な内積に関してHilbert空間と

なる．このことを確かめよ．

上で定義されたHs(Td)に対してもHs(Rd)と同様の性質が成り立つ．やや
冗長ではあるが，以下厭わずに列挙する．ただし証明は適宜省略する．
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◦ 基本性質

命題 4.11.任意のs < tに対し，

D(Td) =
⋂
r∈R

Hr(Td) ⊂ Ht(Td) ⊂ Hs(Td) ⊂ ⋃
r∈R

Hr(Td) = D′(Td)

が成り立つ．

証明. これらの関数空間はFourier空間では重み付き�2空間で書け，包含関
係は自明である．両端の等号についても，補題 3.1からすぐに従う（詳細
は問とする）．

注意.定理 4.9に相当する主張がすでにこの段階で得られている．
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定義. s ∈ Rとする．作用素 〈D〉s : D′(Td)→ D′(Td)を，各u ∈ D′(Td)に
対し，

〈D〉su = F∗〈n〉sFu

で定める．

命題 4.12. s, t ∈ Rとする．〈D〉sは，ユニタリ作用素
Ht+s(Td)→ Ht(Td)

を定める．

証明. 主張は，Fourier空間で考えれば，対応する重み付き�2空間の性質に
帰着される．すると証明は易しい．詳細は省略する．
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命題 4.13. u ∈ D′(Td)かつs ∈ Rとする．このとき，u ∈ Hs+1(Td)とな
るための必要十分条件は

u,D1u, . . . , Ddu ∈ Hs(Td)

が成り立つことである．特に，任意のk ∈ N0に対し，

Hk(Td) =
{
u ∈ L2(Td); 任意の |α| ≤ kに対しDαu ∈ L2(Td)

}
と書ける．ここでDαは超関数微分の意味で考えるものとする．

証明. 補題 3.1を用いれば命題 4.2と同様に示される．詳細は問として省略
する．

命題 4.14.任意のs ∈ Rに対し，D(Td) ⊂ Hs(Td)は稠密である．

証明. 命題 4.3と同様である．詳細は問として省略する．
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◦ Sobolev埋め込み定理

定理 4.15 (Sobolev埋め込み定理). s ∈ Rとk ∈ N0はs > k+ d/2を満
たすとする．このとき，

Hs(Td) ⊂ Ck(Td)

が成り立つ．さらに，あるC > 0が存在して，任意のu ∈ Hs(Td)に対し

‖u‖Ck := sup
{
|∂αu(x)|; |α| ≤ k, x ∈ T

d
}
≤ C‖u‖Hs

が成り立つ．（したがって，埋め込みHs(Td) ↪→ Ck(Td) は有界である．）

証明. 定理 4.4と同様である．詳細は問として省略する．
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◦ 双対性

定理 4.16. s ∈ Rとする．任意のf ∈ (Hs(Td))∗に対しあるv ∈ H−s(Td)

が一意的に存在して，任意のu ∈ Hs(Td)に対し

f(u) =
∑

n∈Zd

(Fu)(n)(Fv)(n)

が成り立つ．特にこの対応により，ノルムを保つ共役線形同型

(Hs(Td))∗ ∼= H−s(Td) (♠)
が成り立つ．

証明. 定理 4.8と同様である．詳細は問として省略する．
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◦ 構造定理

系 4.17.任意のu ∈ D′(Td)に対しある有限個のvα ∈ C(Td)が存在して

u =
∑
α

Dαvα

が成り立つ．

証明. 問として詳細は省略する．（系 4.10と同様に示される．）
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◦ 局所構造の特徴づけ

定理 4.18. u ∈ D′(Td)かつs ∈ Rとする．このとき，u ∈ Hs(Td)であるた
めの必要十分条件は，任意の平坦な座標近傍U ⊂ Tdと任意のχ ∈ C∞0 (U)

に対し，χu ∈ Hs(Rd)が成り立つことである．

注意. 1. χu ∈ Hs(Rd)は，同一視U ⊂ Rdを通じて，零拡張の意味で考え
る．すなわち，任意のφ ∈ S(Rd)に対して

S′(Rd)〈χu, φ〉S(Rd) = D′(Td)〈u, χφ〉D(Td)

と定めることで，χu ∈ S′(Rd)とみなしている．

2. 上の主張は2つの関数クラスHs(Td)とHs(Rd)の局所構造（あるいは
各点周りでの特異性の強さ）が同一であることを意味しており，局所的
には定理 4.15や系 4.17よりも精密な結果である．
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証明. Step 1. まず必要性を示す．u ∈ Hs(Td)とする．任意の平坦な座標
近傍U ⊂ Tdとχ ∈ C∞0 (U)を取る．定理 3.17により，

χu = (2π)−d/2
∑

n∈Zd

(Fu)(n)χeinx in D′(Td)

と書けるが，右辺の級数はS′(Rd)の意味でも収束している．よって，Fourier
変換を考えることができ，

(Fχu)(ξ) = (2π)−d/2
∑

n∈Zd

(Fu)(n)(Fχ)(ξ − n)

となる．Fχ ∈ S(Rd)なので，あるC1, C2 > 0が存在して，ξ ∈ Rdに関し
て一様に

∑
n∈Zd

〈ξ − n〉|s||(Fχ)(ξ − n)| ≤ C1
∑

n∈Zd

〈ξ − n〉−d−1 ≤ C2
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と評価される．そこでCauchy–Schwarz不等式を用いると

〈ξ〉2s|(Fχu)(ξ)|2 ≤ (2π)−d
∣∣∣∣∣∣
∑

n∈Zd

〈n〉s(Fu)(n)〈ξ − n〉|s|(Fχ)(ξ − n)

∣∣∣∣∣∣
2

≤ C2
∑

n∈Zd

〈n〉2s|(Fu)(n)|2〈ξ − n〉|s||(Fχ)(ξ − n)|

であり，よってTonelliの定理から

‖χu‖2
Hs(Rd) ≤ C2‖u‖2Hs(Td)

∫
Rd
〈ξ〉|s||(Fχ)(ξ)|dξ <∞

を得る．
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Step 2. 次に十分性を示す．逆に，χu ∈ Hs(Rd)を仮定する．任意の平坦
な座標近傍U ⊂ Tdとχ ∈ C∞0 (U)をとる．1の分割によりχu ∈ Hs(Td)を
示せばよい．η ∈ C∞0 (U)を

η = 1 on suppχ

のようにとると，

(Fχu)(n) = (2π)−d/2
∫
Rd

(Fχu)(ξ)(Fη)(n− ξ) dξ

と書ける．
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前半と同様に，Fη ∈ S(Rd)なので，Cauchy–Schwarz不等式を用いて

〈n〉2s|(Fχu)(n)|2

≤ (2π)−d
∣∣∣∣
∫
Rd
〈ξ〉s(Fχu)(ξ)〈n− ξ〉|s|(Fη)(n− ξ) dξ

∣∣∣∣2

≤ (2π)−d
(∫

Rd
〈ξ〉2s|(Fχu)(ξ)|2〈n− ξ〉|s||(Fη)(n− ξ)|dξ

)

·
(∫

Rd
〈n− ξ〉|s||(Fη)(n− ξ)|dξ

)

≤ C3

∫
Rd
〈ξ〉2s|(Fχu)(ξ)|2〈n− ξ〉|s||(Fη)(n− ξ)|dξ

と評価される．すると，前半と同様に，Tonelliの定理から

‖χu‖2
Hs(Td) ≤ C3‖χu‖2Hs(Rd) sup

ξ∈Rd

∑
n∈Zd

〈n− ξ〉|s||(Fη)(n− ξ)| <∞

が従う．
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