
２０１９年度線型代数学演習（理 I 6,7,9,10組向け，足助担当）演習問題８v4 ’19/10/29（火）

’19/10/22：（v1）初版作成．追って問を加える．

’19/10/26：（v2）問を追加．番号が変わっているので注意せよ．また，問 8.6以降は 11/1の講

義で扱う．発表することは全く構わないが，v3以降で問の番号が変わることがあるので注意す

ること．

’19/10/29：（v3）問 8.12を追加．問 8.7および問 8.11の誤植を修正．

’19/11/12：（v4）問 8.2の誤植を修正（f の最高次の係数が 1になっていた．解答にはあまり影

響ない）．ヒントを追加．

以下ではK = RあるいはK = Cとする．また，V を線型空間とし，K = Rの場合には ⟨ · | · ⟩
をユークリッド計量，K = Cの場合には ⟨ · | · ⟩をエルミート計量とする．

問 8.1. K = Rとする．vとwが直交するならば，vとwのなす角は±π

2
+2nπ，ただし n ∈ Z，

であることを示せ．

問 8.12. ⟨ · | · ⟩1，⟨ · | · ⟩2を共にユークリッド内積（K = Rの場合）あるいはエルミート内積
（K = Cの場合）とする．a, b > 0として，⟨ · | · ⟩3を，v, w ∈ V について

⟨v | w⟩3 = a⟨v | w⟩1 + b⟨v | w⟩2

により定めると，⟨ · | · ⟩3は V の内積であることを示せ．

問 8.2. f ∈ R[x]とする．f ∈ C[x]と見なして

f(x) = a(x− λ1)
m1 · · · (x− λr)

mr ,

ただし，a ̸= 0，かつ，(λi = λjならば i = j)，と因数分解する．

1) 次のいずれかが成り立つことを示せ．

i) λiは実数である．

ii) λi は実数ではない．このときには，λj（j ̸= i）のいずれかは λi に等しく，また，

mj = miが成り立つ．

ヒント：因数分解は一意的であることを踏まえて，f の因数分解と f の因数分解を比較

してみよ．

2) 逆に，f ∈ C[x]を因数分解した時に，1)の条件が成り立てば f ∈ R[x]が成り立つことを
示せ．
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問 8.3. A ∈ Mn(K)とする．また，λ1, . . . , λr ∈ KをAの相異なる固有値全体とし，miを λi

の重複度とする．このとき，以下が成り立つことを示せ．

1) tAの固有値は重複度も含めてAの固有値と等しい．

2) A∗の固有値は λ1, . . . , λrであって，λiの重複度はmiに等しい．

3) Aは正則だとする．このとき，A−1の固有値は 1/λ1, . . . , 1/λrであって，1/λiの重複度

はmiに等しい．また，λiに属するAの固有ベクトルは 1/λiに属するA−1の固有ベクト

ルである．

ヒント：いずれの場合（特に 1)と 2)について）も次のようなことに注意する必要がある．例え

ば 1)について，Aの固有値 λが tAの固有値であることを示そうとする．すると v ∈ Kn \ {o}
が存在してAv = λvが成り立つが，vは必ずしも tAの固有ベクトルではない（必ず成り立つの

は tvtA = λtvである）．tAw = λwが成り立つようなw ∈ Kn \ {o}が存在することを示さない
といけないが，これは方程式 (λEn − tA)w = o, w ̸= oがいつ解を持つか，その条件と方程式

(λEn −A)v = o, v ̸= oが解を持つための条件を比較すれば示せる．また，tAの固有値がAであ

ることや，固有値の重複度が等しいことも示す必要がある．これらについては t(tA) = Aなど

が成り立つことを用いれば議論はそれほど要らない．

問 8.4. A ∈ Mn(K)とし，φをAの固有多項式とする．このとき以下が成り立つことを示せ．

1) φは n次多項式である．

2) xnの係数は 1に等しい．

3) xn−1の係数は− trAに等しい．ここで trAは対角成分の和である（Aのトレースと呼ぶ）．

4) 定数項は (−1)n detAに等しい．

ヒント：行列式を置換を用いて表す公式（場合によっては定義）を用いて xkの係数を直接計算

しても良いし，以下のように帰納的に示すこともできる．n = 1ならばいずれの主張も定義か

ら直ちに従う．A ∈ Mn−1(K)の場合に主張が成り立つとし，A ∈ Mn(K)とする．また，Aの

固有多項式を φAで表す．A =

[
a b
c D

]
と，D ∈ Mn−1(K)となるように区分けする．すると

φA(x) = det

[
x− a −b
−c xEn−1 −D

]
が成り立つ．ここで右辺を第 1列に関して展開する．D′

kを
[

−b
xEn−1 −D

]
の第 k行を取り除い

て得られる (n− 1)次の正方行列とすると，展開にはφD(x) = det(xEn−1 −D)と detD′
kが現れ

るが，前者は (n− 1)次多項式であって，一方，detD′
kは高々(n− 2)次の多項式である．この

ことを用いて xnや xn−1の係数を調べると，A ∈ Mn(K)についても主張が成り立つことが示さ
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れる．また，xn−1の係数は (x− a)φD(x)の xn−1の係数に等しい．行列式については φA(0)を

計算してみよ．

問 8.5. V を n次元線型空間，f を V の線型変換とする．V = (v1, . . . , vn)を V の基底とし，A

を V に関する f の表現行列とする．そして

tr f = trA,

det f = detA

と定める．すると tr f，det f は V の基底 V の取り方（選び方）によらないことを示せ．tr f，

det f をそれぞれ f のトレース，デターミナントと呼ぶ（どちらも「日本語訳」は存在するがあ

まり用いられない）．また，φを f の固有多項式とすると，次が成り立つことを示せ．即ち，

1) φは n次多項式である．

2) xnの係数は 1に等しい．

3) xn−1の係数は− tr f に等しい．

4) 定数項は (−1)n det f に等しい．

問 8.6. V1, . . . , Vr ⊂ V を部分線型空間とし，V1 + · · · + Vrは直和だとする．この時，任意の

1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ rについて Vi1 + · · ·+ Vik は直和であることを示せ．

問 8.7. V を線型空間とし，V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vrを直和分解とする．πi : V → Viを v = v1 + · · ·+
vr, vk ∈ Vkと表して πi(v) = viと置くことにより定める．

1) πiはきちんと定まっていることを示せ．

※ このように，「きちんと定まっている」ことを「well-definedである」と（日本語の文

章であっても）言うことが多い．

2) πi ◦ πj =

{
πi, i = j,

0, i ̸= j
が成り立つことを示せ．ここで 0は零写像を表す．

問 8.8 ∗(問 8.7の逆). V を線型空間とする．V の線型変換 p1, . . . , prで条件

i) pi ◦ pj =

{
pi, i = j,

0, i ̸= j
，

ii) p1 + · · ·+ pr = id

を満たすものが存在するとする．このとき，Vi = Im piと置く．

1) V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vrが成り立つことを示せ．また，問 8.7のように πiを定めると πi = pi

が成り立つことを示せ．

2) Ker pi = V1 ⊕ · · · ⊕ V̂i ⊕ · · ·Vrが成り立つことを示せ．ここで，V̂iは Viを省くことを意

味する．
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対角化の小まとめ

正方行列を（どういう訳か）対角化したいとする．このとき，作業としては以下のことを行

えば良い．A ∈ Mn(C)とする（実際にはA ∈ Mn(R)が成り立つかも知れない）．

1) Aの固有多項式を φとする．φ(x) = det(xEn − A)である．固有方程式 φ(x) = 0を複

素数の範囲で解いて，相異なる解の全体を λ1, . . . , λrとする．また，λiの重複度をmiと

する．

2) A ∈ Mn(R)とする．ある iについて λi ̸∈ Rが成り立つならば，AはR上対角化不可能で
ある（C上対角化可能である可能性は残る）．

3) 各 iについて，v ∈ Cnに関する方程式

(λiEn − A)v = o

を解く．

i) ある iについて解空間の次元（これは必ずmi以下である）が，mi未満であれば，A

は C上対角化不可能である（従って，A ∈ Mn(R)であっても R上対角化不可能で
ある）．

ii) 任意の iについて，解空間の次元がmiに等しいとする．このときには，解空間の基

底を {v(i)1, . . . , v(i)mi
}とする．A ∈ Mn(R)であって，全ての固有値が実数ならば，

v(i)j ∈ Rnとできる．

4) P = [v(1)1 · · · v(1)m1 · · · v(r)1 · · · v(r)mr ]と置く．P ∈ GLn(C)である．また，A ∈
Mn(R)であって，Aの固有値が全て実数ならば P ∈ GLn(R)である．いずれにしても，

P−1AP =


λ1Em1

λ2Em2

. . .
λrEmr


が成り立つ．

線型変換については，基底を適宜取って表現行列について考えれば良い．

問 8.9. 以下の次の行列（Aとする）についてC上対角化可能ならばC上対角化せよ．また，R
上対角化可能ならばR上対角化せよ．いずれの場合にも，対角化可能な場合には P−1AP が対
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角行列であるような P ∈ GL3(C)または P ∈ GL3(R)を一つ求めよ．

1)

10 6 −7
9 7 −7
18 12 −13

 2)

 9 5 22
7 5 23
15 9 46

 3)

−5 −1 32
7 7 22
−3 3 58


4)

a 1 0
0 1 b
0 1 1

 , 但し a, b ∈ Rとする

問 8.10. 1) A ∈ Mn(C)が対角化可能であることと，A∗ ∈ Mn(C)が対角化可能であること
は同値であることを示せ．

2) A ∈ Mn(R)とする．
i) AがC上対角化可能であることと，tAがC上対角化可能であることは同値であるこ
とを示せ．

ii) AがR上対角化可能であることと，tAがR上対角化可能であることは同値であるこ
とを示せ．

※ 両方解くこと．

問 8.11. 1) A ∈ GLn(C)が対角化可能であることと，A−1 ∈ GLn(C)が対角化可能である
ことは同値であることを示せ．

2) A ∈ GLn(R)とする．
i) AがC上対角化可能であることと，A−1がC上対角化可能であることは同値である
ことを示せ．

ii) AがR上対角化可能であることと，A−1がR上対角化可能であることは同値である
ことを示せ．

※ 両方解くこと．

※ 以下の問は発表には用いないこと．

問. a, b, c ∈ Rとし，n ≥ 2についてAn ∈ Mn(R)を

An =



a b
c a b

c a b
. . . . . . . . .

c a b
c a


により定める．なお，空白の部分の成分は全て 0とする．例えば

A2 =

[
a b
c a

]
, A3 =

a b 0
c a b
0 c a
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である．また，αn = detAnと定める．

1) n ≥ 4とする．αnを a, b, cおよび αn−1, αn−2を用いてなるべく簡潔に表せ．

2) a = 2, b = c = 1とする．αnを求めよ．

問. A ∈ M3,5(R)とし，A = [a1 · · · a5]と a1, . . . , a5 ∈ R3を用いて表す．また，P ∈ GL3(R)に
ついて PAは既約行階段行列だとする（講義では既約行階段行列のことを単に行階段行列と呼

んだ．資料集では被約行階段行列である）．

1) rankA = 3とする．このとき，i, j, k ∈ N，ただし 1 ≤ i < j < k ≤ 5，が存在して

[ai aj ak] = P−1が成り立つことを示せ．

2) 主張「rankA = 3であるようなA ∈ M3,5(R)を固定するごとに，1)のような i, j, kは一意

的である」が成り立つならばそのことを示し，そうでないならば反例を一つ挙げよ（後

者の場合には挙げた例が反例となっていることも示すこと）．

3) rankA < 3とする．このとき，i, j, k ∈ N，ただし 1 ≤ i < j < k ≤ 5，であって，

[ai aj ak] = P−1が成り立つものは存在しないことを示せ．

問. V = {f : R → R}とする．V は函数の和及び実数倍に関して線型空間である（このことは

認めて良い）．また，f ∈ V とするとき，Ff : V → V を

Ff (g) = fg

により定める（Ff (g)は F (g)(x) = f(x)g(x)により定まる函数である）．

1) Ff は線型写像であることを示せ．

2) o ∈ V を零元（零ベクトル）とする．x ∈ Rとする時，o(x)をなるべく具体的に表せ．必

要であれば xを用いて良い（不要ならば無理に用いる必要はない）．

3) Ff が単射であるための f に関する必要十分条件を求めよ．

4) W = {f ∈ V | ∃M ≥ 0, |x| ≥ M ⇒ f(x) = 0}と定める．W は V の部分線型空間であ

ることを示せ．

5) W は有限次元ではない．このことを示せ．

問. a ∈ Rとする．さて，R3の部分線型空間 V を

V =


x1

x2

x3

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣ x1 + x2 + ax3 = 0


により定める（V がR3の部分線型空間であることは認めて良い）．また，f : R3 → R3を

f

x1

x2

x3

 =

x2

x1

x3
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により定める．

1) V の基底を一組求めよ．

2) R3の基底であって，1)で求めた V の基底の拡大（延長）であるものを一組求めよ．

3) f(V ) ⊂ V が成り立つことを示せ．ただし，f(V ) = {w ∈ R3 | ∃ v ∈ V, w = f(v)}と定
める．

4) g : V → V を v ∈ V について g(v) = f(v)と置くことにより定める（f の V への制限を g

とする）．gは線型写像である（このことは認めて良い）．1)で求めた V の基底に関する

gの表現行列を求めよ．

（以上）
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