
２０１９年度線型代数学演習（理 I 6,7,9,10組向け，足助担当）演習問題７v9 ’19/10/8（火）

’19/9/27：（v1）初版作成．追って問を加える．

’19/9/27：（v2）問 7.1を削除．問 7.2から 7.4については番号を繰り上げた上で改めて問 7.4を

追加．

’19/10/6：（v3）問 7.8を修正．問 7.9以降を追加

’19/10/6：（v4）問 7.10の 1)を削除．問 7.16以降を追加

’19/10/8：（v5）問 7.6の 2)の誤植を修正．問 7.15を修正．問 7.19を追加．

’19/10/29：（v6）問 7.6の 2)を修正．問 7.3および問 7.14の 3)の誤植を修正．

※ 問 7.6の修正は学生の指摘による．

’19/11/13：（v7）問 7.9の記号が良くなかったので修正．

’19/12/3：（v8）問 7.12の誤植を修正．また，6)のヒントが不適切だったので修正．問 7.16の

誤植を修正．

’19/12/10：（v9）問 7.8の誤植を修正．問 7.12の 6)のヒントを再修正．問 7.16の記号が良く

なかったので修正．

以下ではK = RあるいはK = Cとする．また，V を線型空間とし，K = Rの場合には ⟨ · | ·, ⟩
をユークリッド計量，K = Cの場合には ⟨ · | ·, ⟩をエルミート計量とする．

問 7.1. 1) A ∈ Onとする．このとき，Aは正則であって，A−1 = tAが成り立つことを示せ．

2) A ∈ Unとする．このとき，Aは正則であって，A−1 = A∗が成り立つことを示せ．

問 7.2. GをOn, SOn, Un, SUnのいずれかとする．A,B ∈ GならばAB ∈ G，A−1 ∈ Gが成

り立つことを示せ．また，En ∈ Gが成り立つことを示せ．

問 7.3. V ,W を V の基底（o.n.b.とは限らない）とし，P を V からW への変換行列とする．

G,G′を ⟨ · | · ⟩のそれぞれ V , W に関する表現行列とすると，ユークリッド計量に関しては

G′ = tPGP が，エルミート計量に関してはG′ = P ∗GP が成り立つことを示せ．

問 7.4. V = (v1, . . . , vn)を o.n.b.とし，P ∈ On（K = Rの場合）あるいはP ∈ Un（K = Cの
場合）とする．このとき，W = V P とすると，W は o.n.b.であることを示せ．ここで，W =

(w1, . . . , wn)とするとき，wj =
n∑

i=1

pijviである．

問 7.5. 以下が成り立つことを示せ．
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1) V = R2とする．v =

[
v1
v2

]
, w =

[
w1

w2

]
∈ V について

⟨v | w⟩ = (v1 + v2)(w1 + w2) + v2w2

と定めると ⟨ · | · ⟩は V のユークリッド内積である．

2) G ∈ Mn(K)とする．Gは対角行列であって，対角成分はいずれも正の実数とする．この

とき，v = [vi], w = [wi] ∈ Knについて

⟨v | w⟩ = v∗Gw

とすると，⟨ · | · ⟩はK = Rの場合にはユークリッド計量，K = Cの場合にはエルミー
ト計量である．

3) V = {f : R → R | f は連続 }とする．f, g ∈ V について

⟨f | g⟩ =
∫ 1

−1

f(x)g(x)dx

とすると，⟨ · | · ⟩は V の内積である．

※ レポート問題と似ているが，同一ではないので注意すること．

4) V = {f : R → R | f はC1級 }とする．f, g ∈ V について

⟨f | g⟩ =
∫ 1

−1

f(x)g(x)dx+

∫ 1

−1

Df(x)Dg(x)dx

とすると，⟨ · | · ⟩は V の内積である．

問 7.6 ∗∗. V = {f : R → R | f はC1級 }とする．f, g ∈ V について

⟨f | g⟩0 =
∫ 1

−1

f(x)g(x)dx,

⟨f | g⟩1 =
∫ 1

−1

f(x)g(x)dx+

∫ 1

−1

Df(x)Dg(x)dx

とすると，⟨ · | · ⟩0，⟨ · | · ⟩1はいずれも V の内積である（このことは認めて良い）．

1) f ∈ V について，∥f∥0 =
√

⟨f | f⟩0，∥f∥1 =
√
⟨f | f⟩1とする．このとき，

i) ∥f∥0 ≤ ∥f∥1が成り立つことを示せ．
ii) (fn)n∈Nを V の点列（函数列）とすると， lim

n→+∞
∥fn∥1 = 0ならば lim

n→+∞
∥fn∥0 = 0が

成り立つことを示せ．

iii) (fn)n∈Nを V の点列（函数列）とする． lim
n→+∞

∥fn∥0 = 0であるが， lim
n→+∞

∥fn∥1 ̸= 0

であるような例を一つ挙げよ（必ずしも ∥fn∥1が n → +∞で収束している必要は
ない）．

2) i) V の点列（函数列）(fn)n∈Nであって， lim
n→+∞

∥fn∥0 = 0であるが，∃x ∈ [−1, 1], lim
n→+∞

fn(x) ̸=
0が成り立つような例を一つ挙げよ．
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ii) V の点列（函数列）(fn)n∈Nが lim
n→+∞

∥fn∥1 = 0を満たすならば∀x ∈ [−1, 1], f(x) = 0

が成り立つことを示せ．

定義 7.7. W ⊂ V を部分線型空間とする．{w1, . . . , wr}をWの o.n.b.とするとき，πW : V → W

を

πW (v) =
r∑

k=1

⟨wk | v⟩wk

により定め，⟨ · | · ⟩に関するW への直交射影あるいは正射影と呼ぶ．

問 7.8. W ⊂ V を部分線型空間とし，πW をW への直交射影とする．

1) W = V ならば，πW = idV が成り立つことを示せ．

2) πW はW の o.n.b.の選び方に依らないことを以下に従って示せ（発表する場合には全て

解くこと）．W = (w1, . . . , wr)をW の（順序付き）o.n.b.とし，πW はW を用いて定め

るとする．一方，W ′ = (w′
1, . . . , w

′
r)もW の（順序付き）o.n.b.とし，P をW からW ′

への基底の変換行列とする．最後に，π′
W : V → W を π′

W (v) =
r∑

k=1

⟨w′
k | v⟩w′

kにより定

める．

i) P = [pij]とする．⟨w′
j | v⟩ =

n∑
i=1

pij⟨wi | v⟩が成り立つことを示せ．また，⟨w′
1 | v⟩
...

⟨w′
n | v⟩

 = P ∗

⟨w1 | v⟩
...

⟨wn | v⟩


が成り立つことを示せ．

ii) π′
W = πW が成り立つことを示せ．

ヒント：W ′ = W P が成り立つ．

問 7.9. R3に標準的なユークリッド計量を入れる．u1, u2, u3 ∈ R3をそれぞれu =

11
1

 ,

12
3

 ,

14
5


により定める．

1) {u1, u2, u3}はR3の基底であることを示せ．

2) i) v1 = u1, v2 = u2, v3 = u3として，グラム–シュミットの方法により正規直交基底を

求めよ．

ii) v1 = u3, v2 = u2, v3 = u1として，グラム–シュミットの方法により正規直交基底を

求めよ．

※ 両方解くこと．
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問 7.10. A = [a1 · · · an] ∈ GLn(K)とする．{q1, . . . , qn}を {a1, . . . , an}にグラム–シュミット

の方法を適用して得られるKnの正規直交基底とし，Q = [q1 · · · qn]と置く．A = QRが成り立

つようにR ∈ Mn(K)を定めると，Rは上三角行列かつ対角成分が正の実数であることを示せ．

※ A = QRと表すことをQR分解と呼ぶ．QR分解については続く問も参照のこと．

問 7.11. 1) A,Bを上三角行列とする．このとき，ABは上三角行列であることを示せ．ま

た，Aが正則ならばA−1も上三角行列であることを示せ．

2) A ∈ Unとする．また，Aは上三角行列であって，対角成分は全て正の実数だとする．こ

のとき，A = Enが成り立つことを示せ．

3) A ∈ GLn(K)とする．Q ∈ On（K = Rの場合）あるいはQ ∈ Un（K = Cの場合）と，
上三角行列R ∈ Mn(K)であって，対角成分が正の実数であるものがそれぞれ一意的に

存在してA = QRが成り立つことを示せ．このように，A ∈ GLn(K)をA = QRの形に

表すことをQR分解と呼ぶ．

ヒント：A = QR = Q′R′と二通りに分解されたとする．(Q′)−1Q = R′R−1が成り立つ．

すると，左辺はUn（あるいはOn）の元であって，右辺は上三角行列である．

問 7.12 ∗(正則とは限らない行列についてのQR分解に相当するもの).

A = [a1 · · · an] ∈ Mn(K)とする（従って必ずしも正則ではない）．

1) a0 = o（零ベクトル）とし，Vi = Span{a0, a1, . . . , ai}とする．このとき，i ∈ N, i ≥ 1

について dimVi−1 = dimViあるいは dimVi−1 + 1 = dimViが成り立つことを示せ．

2) 1)において dimVi−1 + 1 = dimViが成り立つような iを i1, . . . , irとする．ただし，この

ような iが存在しなければ r = 0とする．すると，r = rankAが成り立つことを示せ．

3) 2)のように i1, . . . , irを定め，bk = aik とする．r < nならば br+1, . . . , bn ∈ Knであって，

{b1, . . . , bn}はKnの基底であるようなものが存在することを示せ．

※ 講義で示した定理を用いて良い．定理を用いずに示すことももちろん可能であるが，

それなりに大変である．

4) 3)のように b1, . . . , bnを定め，B = [b1 · · · bn]とする．このとき，上三角行列であって，

対角成分がいずれも非負であるようなものSが存在してA = BSが成り立つことを示せ．

また，Sの対角成分がいずれも正であることはAが正則であることと同値であることを

示せ．

5) B = QRとQR分解する．このとき，A = QRSが成り立つが，RSは上三角行列であっ

て，対角成分はいずれも非負であることを示せ．従って，A = Q(RS)とQR分解に類似

した分解ができる．
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6) Aは正則でないとする．A = QR，ただしQ ∈ On（K = Rの場合）あるいはQ ∈ Un

（K = Cの場合），Rは上三角行列であって，対角成分はいずれも非負である，と表す方

法は一意的ではあり得ないことを示せ．

ヒント：Qは正則なので，Rは正則ではない．特に，1 ≤ j ≤ nが存在して，Rの j番目

以降の対角成分は 0に等しい．そこで，T をRの第 j行を−1倍することに対応する基

本行列（以前の記号を用いるならば P (j;−1)）とする．このとき，A = (QT )(TR)が成

り立つが，これはAの「QR分解に相当するもの」を与えている（確かめること）．

問 7.13. A ∈ Unとする．A ∈ Mn(R)ならばA ∈ Onが成り立つことを示せ．また，B ∈ Onな

らば（B ∈ Mn(R)であって）B ∈ Unが成り立つことを示せ．従ってOn = Un ∩Mn(R)が成り
立つ（このことも示すこと）．

問 7.14 ∗∗. V =

{
(an)n∈N

∣∣∣∣∣ an ∈ C,
+∞∑
n=0

|an|2 < +∞

}
と置く．また，a = (an), b = (bn) ∈ V

について

∥a∥ =

√√√√+∞∑
n=0

|an|2,

⟨a | b⟩ =
+∞∑
n=0

anbn

と置く．∥a∥ =
√

⟨a | a⟩が成り立つ．

1) V は線型空間であることを示せ．

2) a = (an) ∈ V とする．このとき，b = (|an|)とすると b ∈ V が成り立つことを示せ．

3) a = (an), b = (bn) ∈ V とする．このとき，任意のN ∈ Nについて
N∑

n=0

|an| |bn| ≤ ∥a∥ ∥b∥

が成り立つことを示せ．

ヒント：a′ = t[a0 · · · aN ], b′ = t[b0 · · · bN ] ∈ CN+1にコーシー・シュワルツの不等式を

用いると ∥a′∥ ∥b′∥による評価が得られる．これと ∥a∥ ∥b∥を比較してみよ．
4) 任意の a, b ∈ V について，⟨a | b⟩は絶対収束することを示せ．また，⟨ · | · ⟩は V の内積

を定めることを示せ．

※ 絶対収束については微分積分学で級数に関連して扱う．定義を調べて解答しても良い

し，講義をまっても良い．

この V は ℓ2空間と呼ばれ，内積を持つ無限次元の線型空間（Hilbert空間）の基本的なものの

一つである．
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問 7.19 ∗∗. f, g ∈ K[x]について，f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n，g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnx

n

と表し，

⟨f | g⟩ =
∫ 1

−1

f(x)g(x)dx

と置く．レポート問題と同様に，⟨ · | · ⟩はK[x]の内積を定める．また，

⟨f | g⟩′ =
+∞∑
n=0

anbn

と定める．

1) ⟨ · | · ⟩′を定める式は実際には有限和であることを示せ．
2) ⟨ · | · ⟩′は内積（K = Rならばユークリッド内積，K = Cならばエルミート内積）であ
ることを示せ．

3) φ : K[x] → K[x]を f ∈ K[x]を φ(f)(x) = f(x2)により定める．

i) φは ⟨ · | · ⟩′に関して等長写像（計量を保つ写像）であることを示せ．
ii) φは単射であるが，線型同型写像ではないことを示せ．

4) f ∈ K[x]について ∥f∥ =
√

⟨f | f⟩，∥f∥′ =
√
⟨f | f⟩′ と置く．fk(x) = xk とすると，

lim
k→+∞

∥fk∥′ ̸= 0が成り立つが，一方， lim
k→+∞

∥fk∥ = 0が成り立つことを示せ．

※ これはK[x]においてはどのような函数列が 0に収束するかが内積により異なること

を意味している．このようなことは有限次元の線型空間では起きないことが知られてい

る．証明は難しくないがここでは割愛する．

問 7.15. (V, ⟨ · | · ⟩)V )，(W, ⟨ · | · ⟩)W )をそれぞれ計量線型空間とする．また，f : V → W は計

量を保つ線型写像とする．

1) f は単射であることを示せ．

ヒント：oW ∈ W を零ベクトルする．f(v) = oW ならば ⟨f(v) | f(v)⟩ = 0が成り立つが，

左辺は ⟨v | v⟩に等しい．
2) dimV = dimW < +∞とする（V とW の次元いずれも有限であって，等しいとする）．

この時 f は線型同型写像であることを示せ．

3∗∗) dimV = dimW は有限次元でなく，f は線型同型写像でないような例を一つ挙げよ．

ヒント：例えば問 7.14の V を（W も V として）用いたり，あるいは問 7.19のK[x]を

V,W として用いることができる．

問 7.16. R2に標準的なユークリッド内積（ユークリッド計量）を入れる．θ ∈ Rとし，Iθ =[
cos 2θ sin 2θ
sin 2θ − cos 2θ

]
とする．また，R2の線型変換 gを g(v) = Iθvにより定める．

1) gは等長変換であることを示せ．
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2) Iθ ∈ O2であるが，Iθ ̸∈ SO2が成り立つことを示せ．

3) t ∈ Rとする．p =

[
cos θ
sin θ

]
t, q =

[
− sin θ
cos θ

]
t,として g(p), g(q)を求めよ．また，P = [p q]

とすると P ∈ GL2(R)であることを示し，更に P−1IθP を求めよ．

4) R2の線型変換 φ, hをそれぞれ φ(v) = Pv，h(v) = φ−1 ◦ g ◦ φ(v)により定める．φ, h, g

がどのような線型変換であるか述べよ．

問 7.17 (全て解くこと). V を線型空間とし，⟨ · | · ⟩を V の内積とする．

1) f, gが V の等長変換ならば g ◦ f も V の等長変換であることを示せ．

2) f は V の等長変換であって，正則（可逆）とする．このとき，f−1も V の等長変換であ

ることを示せ．

3) V の恒等変換 idV は V の等長変換であることを示せ．

問 7.18. f を (V, ⟨ · | · ⟩)の線型変換とする．このとき，以下は同値である．

i) f は等長変換である．

ii) V のある正規直交基底に関する f の表現行列は直交行列（K = Rの場合）あるいはユニ
タリ行列（K = Cの場合）である．

iii) V の任意の正規直交基底に関する f の表現行列は直交行列（K = Rの場合）あるいはユ
ニタリ行列（K = Cの場合）である．

特に，等長変換は正則（可逆）である．

このことを以下に従って示せ．

1) fを等長変換とする．{v1, . . . , vn}をV のo.n.b.とすると，{f(v1), . . . , f(vn)}はV のo.n.b.

であることを示せ．また，このことを用いて i)⇒ii)が成り立つことを示せ．

2) 正規直交基底の間の基底の変換行列は直交行列（K = Rの場合）あるいはユニタリ行列
（K = Cの場合）であることに注意して，ii)⇒iii)が成り立つことを示せ．

※ iii)⇒ii)が成り立つことは自明なので，ii)と iii)は同値であることが分かる．

3) ii)⇒i)が成り立つことを示せ．

（以上）
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