
２０１９年度数学基礎理論演習（理 I 6,7,9,10組向け，足助担当）演習問題５ v92019/7/2（火）

’19/6/21：（v1）暫定的に作問．講義の進捗によっては追って問を加える．

’19/6/21：（v2）問を追加．問題番号が変わっているので注意すること．

’19/6/22：（v3）問 5.3のヒントを修正．更に問を追加．再び問題番号が変わっているので注意

すること．

’19/6/23：（v4）節を少し分けた．内容には変更はない．

’19/6/25：（v5）問に重複などがあったので整理．番号を変更．発表の際には注意すること．

’19/6/25：（v6）問 5.15の 6)，問 5.29を追加．

’19/6/27：（v7）直和に関するコメント（二箇所）を修正．問 5.30を追加．

’19/7/2：（v8）細かい誤植の修正．数学（数学書）における言葉遣いについてのコメントを追

加．Aセメスターの「線型代数学演習」において発表する場合には第 5回以降の問題を用いる

こと．

’19/7/8：（v9）問 5.4 1)b)の誤植の修正．

いくつかの表現について

初見ではわかりにくいかも知れないと思われる表現について，幾つか述べておく．いずれも

数学書では一般的なものである．

【適当】「適切」という意味である．日常的には「いい加減に」というニュアンスが強いが，こ

こではそれはあたらない．例：f : X → Y は全射だとする．y ∈ Y について，y = f(x)

が成り立つような x ∈ Xを適当に取る．

【～なる】やや古い「～なり」という表現の活用形である．状況により言い換えは幾つかあるが，「～

であるような」「～が成り立つような」というのが一般的である．例：y ∈ Y について，

y = f(x)なる x ∈ Xを適当に取る．

【一意的】一つしかないということである．ただし，存在についてはなんら保証しない．存在する

ことまで保証したければ「一意的に存在する」「存在して一意的である」「唯一存在する」

などの表現を用いる．例：x ∈ Rとすると y ∈ Rであって，x+ y = 0が成り立つものが

一意的に存在する．例２：
√
−1 + x = 0が成り立つような x ∈ Rは一意的である．

より丁寧に述べれば「
√
−1 + x = 0が成り立つような x ∈ Rは存在すれば一意的であ

る．」となる．もちろんこのような xは実際には存在しない．

【自明】→ 明らか

【明らか】証明は書けなくはないが，面倒で書きたくないなどの場合に用いられる，多くの場合（仮

に教科書に書かれていても）不適切な表現である．これを書かれてしまうとしばしば読
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者は議論を追えなくなる．また，実際の所書いている本人もきちんと証明が付けられな

いことも少なくない†1．なお，試験に於いては注意事項にもあるように，これらの表現

を不適切に用いていると考えられる場合には大きな減点を行う†2．

線型空間の基底

問 5.1. V,W を線型空間，f : V → W を線型写像とする．

1) v1, . . . , vr ∈ V とする．f(v1), . . . , f(vr) ∈ W が線型独立ならば v1, . . . , vrも線型独立であ

ることを示せ．

2) f(v1), . . . , f(vr) ∈ W がW を生成するとしても，v1, . . . , vrは必ずしも V を生成しないこ

とを示せ．

問 5.2. V,W を線型空間，f : V → W を線型写像とする．

1) f は単射とする．v1, . . . , vr ∈ V が線型独立ならば f(v1), . . . , f(vr) ∈ W も線型独立であ

ることを示せ．

2) f は全射とする．v1, . . . , vr ∈ V が V を生成するならば f(v1), . . . , f(vr) ∈ W はW を生

成することを示せ．

3) f は線型同型写像とする．{v1, . . . , vr}が V の基底であるならば {f(v1), . . . , f(vr)}はW

の基底であることを示せ．特に dimV = dimW が成り立つ．

問 5.3. 1) V,W を線型空間とし，線型同型写像 f : V → W が存在するとする．V あるいは

W が n次元ならば，もう一方も n次元であることを示せ．

2) V,W を線型空間とし，dimV = dimW = nが成り立つとする．このとき，V とW は線

型同型であることを示せ．即ち，V からW への線型同型写像が存在することを示せ．

ヒント：V もW もKnと線型同型である．

※ 無限次元の場合にも同様のことが成り立つが，現時点では難しい．また，1)は問 5.2とほ

ぼ同一である．

問 5.4 (1)，2)については発表の際には全体を解くこと). v1, . . . , vk ∈ Knとする．

1) v1, . . . , vkが線型独立であることと rank[v1 · · · vk] = kが成り立つことは同値である．特

に v1, . . . , vkが線型独立ならば k ≤ nが成り立つ．このことを以下に従って示せ．
†1きちんとした教科書ではそんなことはない．
†2本当に自明あるいは明らかなことも確かにあるので，これを適切に判断することは実はかなり難しい．例え

ば通常は 1 + 1 = 2が成り立つことは自明であるが，「1」や「2」，また，これらに関する演算を定義しようとして
いる場面では 1+ 1 = 2が成り立つことは全く自明ではない．学習を進める際にはこのようなことについてまで心
配することはないが，なにか「仕掛け」（議論）が必要な事柄については基本的には「自明」と片付けてはいけな
いと考えるべきである．試験についても同様である．線引きについては一定程度は演習で示している．
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a) rank[v1 · · · vk] < kとする．このとき，λ ∈ Kkに関する方程式 [v1 · · · vk]λ = 0は o

（零ベクトル）以外の解を持つことを示せ．また，v1, . . . , vkは線型従属であることを

示せ．

b) rank[v1 · · · vk] = kとする．このとき，λ ∈ Kkに関する方程式 [v1 · · · vk]λ = 0の解

は o（零ベクトル）のみであることを示せ．また，v1, . . . , vkは線型独立であること

を示せ．

c) v1, . . . , vkが線型独立ならば k ≤ nが成り立つことを示せ．

2) v1, . . . , vkがKnを生成することと，rank[v1 · · · vk] = nが成り立つことは同値である．

特に，k ≥ nが成り立つ．このことを以下に従って示せ．

a’) rank[v1 · · · vk] < nとする．

i) P ∈ GLn(K)をP [v1 · · · vk]が行階段行列†3であるように定める．するとP [v1 · · · vk]
の第 n行は 0に等しいことを示せ．また，[w1 · · · wk] = P [v1 · · · vk]とすると，

enはw1, . . . , wkの線型結合として表すことはできないことを示せ．

ii) P−1 = [q1 · · · qn]とする．もし qnが v1, . . . , vkの線型結合として表されると矛

盾を生じることを示せ．

ヒント：Pqnは具体的に求まる．

iii) v1, . . . , vkはKnを生成しないことを示せ．

b’) rank[v1 · · · vk] ≥ nとする．

i’) rank[v1 · · · vk] = nが成り立つことを示せ．

ii’) 任意の v ∈ Knについて，λ ∈ Kkに関する方程式 [v1 · · · vk]λ = vは解を持つ

ことを示せ．

iii’) v1, . . . , vkはKnを生成することを示せ．

3) （2)の a’)の言い換え）

「ある v ∈ Knについて，λ ∈ Kkに関する方程式 [v1 · · · vk]λ = vは解を持たない」こ

とと v1, . . . , vk がKnを生成しないことは同値であることを示せ．また，前者の条件は

rank[v1 · · · vk] < nが成り立つことと同値であることを示せ．

問 5.5. v1, . . . , vk+1 ∈ Knとする．このとき，

rank[v1 · · · vk+1] =

{
rank[v1 · · · vk], vk+1 ∈ Span{v1, . . . , vk},
rank[v1 · · · vk] + 1, vk+1 ̸∈ Span{v1, . . . , vk}

が成り立つことを示せ．

問 5.6 (問 5.4も参照のこと). u1, . . . , ur ∈ Knとし，これらはKnを生成するとする．
†3正確には既約行階段行列である．以下同様．
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1) 1 ≤ i1 < i2 < · · · < in ≤ rが存在して，[ui1 , . . . , uin ]は正則であることを示せ．また，こ

のとき {ui1 , . . . , uin}はKnの基底であることを示せ（後半は講義で示した定理や命題な

どを適宜用いて良い）．

ヒント：P ∈ GLn(K)をP [u1 · · ·ur]が行階段行列であるように定める．rank[u1 · · · ur] =

nなので，P [u1 · · · ur] = [· · · e1 · · · e2 · · · en · · · ]の形をしている．eiは第 ji列だとし

て，uj1 , . . . , ujnを考えてみよ．

2) v1, . . . , vk ∈ Knとし，これらは線型独立とする．問 5.4により rank[v1 · · · vk] = kが成

り立つ．

a) k = nならば {v1, . . . , vn}はKnの基底であることを示せ．

a)を踏まえて，以下では k < nとする．

b) ある i1，1 ≤ i1 ≤ rが存在して

rank[v1 · · · vk ui] =

{
k, i < i1,

k + 1, i = i1

が成り立つことを示せ．

c) ある i1, . . . , in−k，1 ≤ i1 < i2 < · · · < in−k ≤ rが存在して {v1, . . . , vk, ui1 , . . . , uin−k
}

はKnの基底であることを示せ．

b), c)のヒント：問 5.5を用いる．b)はほぼ直接的に従う．c)に関しては，

rank[v1 · · · vk] ≤ rank[v1 · · · vk u1]

≤ rank[v1 · · · vk u1 u2]

≤ · · ·

≤ rank[v1 · · · vk u1 · · · ur]

が成り立つことを示す．今の場合には一番左の項は kに，一番右（実際には下）の項

は nに等しい．

問 5.7. v1, . . . , vk ∈ Knとし，これらは線型独立だとする．このとき，[v1 · · · vk] ∈ Mn,k(K)

を既約行階段行列に変形すると
[

Ek

On−k,k

]
が得られることを示せ．

ヒント：問 5.4により，rank[v1 · · · vk] = kが成り立つ．このことを踏まえて講義の定理 2.6.11

や補題 2.6.13と同様に考えれば良い．

問 5.8. Knの部分線型空間 V を以下のように定める．V の基底と，その拡大（延長）であるよ

うなKnの基底をそれぞれ一組ずつ求めよ．
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1) V =

x =

x1
...
xn

 ∈ Kn

∣∣∣∣∣∣ xn−1 = xn = 0

．ただし n ≥ 2とする．

2) V =

x =

x1
...
xn

 ∈ Kn

∣∣∣∣∣∣ x1 + x2 + · · ·+ xn = 0

．
3) V =

x =

x1
...
x6

 ∈ K6

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 5 0 10
0 0 3 6 0 12
0 −1 0 −1 1 0
0 4 −2 0 0 0

x = 0

．

線型写像の表現行列

問 5.9. V,W を線型空間とする．また，dimV = n，dimW = mとする．

1) idV : V → V を V の恒等変換とする．V を V の基底とすると，idV の V に関する表現行

列は V に依らずEnに等しいことを示せ．

2) f : V → W を零写像とする．即ち，v ∈ V について f(v) = 0が成り立つとする．V，W

をそれぞれV,W の基底とすると，fの (V ,W )に関する表現行列はV , W に依らずOm,n

に等しいことを示せ．

定義. f ∈ K[x]とする．f ̸= 0の時，f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n，an ̸= 0と表されるとき，f

の次数を nと定める．f の次数は deg f で表すことが多い．f = 0の時，f の次数は特別に定め

ることもあるが，次数は定めないことが多い（ありとあらゆる場合にうまく行くように f = 0

の次数を定めることはできないが，考える f の種類を制限するとうまく定めることができるこ

とがある．このような場合には f = 0の次数も定めることが少なくない）．

問 5.10. Kn[x] = {f ∈ K[x] | deg f ≤ nまたは f = 0}と置く．また，φ : Kn[x] → Kn[x]を

φ(f)(x) = f(x+ 1)により定める．例えば f(x) = x2ならば φ(f)(x) = (x+ 1)2である．

1) Kn[x]の基底を一組求めよ．

2) φは線型写像であることを示せ．

3) 1)で求めた基底に関する φの表現行列を求めよ．

問 5.11. V = Kn，W = Kmとし，V = (e1, . . . , en)，W = (e′1, . . . , e
′
m)をそれぞれ V,W の標

準的な基底とする．f : V → W を線型写像とすると，(V ,W )に関する f の表現行列は講義の

定理 3.3.3の意味での表現行列に等しいことを示せ．
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問 5.12. A ∈ Mm,n(K)とし，f : Kn → Kmを f(v) = Avにより定める．V = (v1, . . . , vn)，

W = (w1, . . . , wm)をそれぞれKn, Kmの順序付き基底とする．P = [v1 · · · vn], Q = [w1 · · · wm]

とすると，(V ,W )に関する f の表現行列はQ−1AP に等しいことを示せ．

問 5.13. V = R>0 = {t ∈ R | t > 0}とする．また，

i) t, s ∈ V について t⊞ s = tsと定める（⊞はここでの記号である）．
ii) t ∈ V, λ ∈ Rについて λ⊡ t = tλ = eλ log tと定める（⊡はここでの記号である．また，二
番目の等号は定義である）．

このとき，以下の問に答えよ．

1) V は演算⊞を和，⊡を積としてR-線型空間であることを示せ．
※ 難しくないが，大変面倒である．

2) V の零ベクトルを具体的に求めよ．また，t ∈ V について，−tを具体的に表せ．

※ 「−t」は定義により定まる tの逆元であって，数としての−tという意味ではない．

3) {2}は V の基底であることを示せ．

4) W = R = R1を 1次元実数ベクトル空間とする．

5) {1}（あるいは {[1]}）はW の基底であることを示せ．

6∗) f : V → W を f(t) = log tにより定める．

a) f は線型写像であることを示せ．

※ もちろん log(x+ y) = log x+ log yは一般には成り立たず，この意味では logは線

型写像ではない．

b) V の基底 {2}，W の基底 {1}に関する f の表現行列を求めよ．

c) f は線型同型写像であることを示せ．また，逆写像を求め，それが線型写像であるこ

とを確かめよ．

問 5.14. V,W を線型空間，f : V → W を線型写像とする．次は同値であることを示せ．

1) f は線型同型写像である．

2) V のある基底 V，W のある基底W について，f の (V ,W )に関する表現行列は正則で

ある．

3) V の任意の基底V，W の任意の基底W について，fの (V ,W )に関する表現行列は正則

である．
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問 5.15. C∞(R) = {f : R → R | f はC∞級 }とし，函数の和と定数倍により線型空間の構造
を入れる†4．また，

V = {f ∈ C∞(R) | D2f − f = 0},

W+ = {f ∈ C∞(R) | Df − f = 0},

W− = {f ∈ C∞(R) | Df + f = 0}

と定める．最後に，π± : V → C∞(R)を π±(f) =
f ±Df

2
により定める（複号同順）．．

※ 微分方程式を解いて V,W±を具体的に決定しても良いが，必ずしもそうする必要はない．な

お，微分方程式を解けば V,W±は有限次元であることが分かる．

1) V,W+,W−はいずれもC∞(R)の部分線型空間であることを示せ．
2) W+,W− ⊂ V が成り立つことを示せ．

3) W+ ∩W− = {o}が成り立つことを示せ．
4) π±(f) ∈ W±が成り立つことを示せ（複号同順）．

5) V = W+ +W−が成り立つことを示せ．

ヒント：f ∈ V について π±(f)を考えてみよ．

6) f ∈ V とすると，f = f+ + f−，f± ∈ W±と一意的に表されることを示せ．

問 5.15のように，線型空間 V と，部分線型空間W,U ⊂ V について

W ∩ U = {o},

V = W ⊕ U

が成り立つとき，V はW と U の直和であるといい，V = W ⊕ U と表す（V = W ∔ U と表す

こともあるが，あまり一般的ではない）．ここでは部分線型空間の直和を考えているが，線型

空間の直和も定義され（定義 5.20），本質的には同じものである．

問 5.29. V を線型空間，W,U ⊂ V を部分線型空間とし，V = W ⊕Uが成り立つとする．この

とき，v ∈ V とすると，v = w + u，w ∈ W，u ∈ U と一意的に表されることを示せ．

線型写像の核と像

問 5.16. V,W を線型空間，f : V → W を線型写像とする．fが単射であることと，Ker f = {o}
が成り立つことは同値であることを示せ．

†4C∞(R)は取り敢えずは単なる集合なので，しばしばこのような言い方をする．
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問 5.17 (発表する場合には 1) 2)の両方すること).

A ∈ Mm,n(K)とし，b ∈ Kmについて Vb = {v ∈ Kn | Av = b}と置く．また，f : Kn → Km

を f(v) = Avにより定める．

1) b, b′ ∈ Im f について，Vb = Vb′が成り立つならば b = b′が成り立つことを示せ．

2) Kn =
∪

b∈Im f

Vbが成り立ち，また，b ̸= b′ならば Vb ∩ Vb′ = ∅が成り立つことを示せ．つ

まり，Av = bの解空間によるKnの分割が得られている．

問 5.18. 1) f : Kn → Kmを線型写像とし，Kn, Kmの標準的な基底に関する f の表現行列

をAとする．P ∈ GLm(K)をPAが行階段行列（正確には既約行階段行列）であるように

選ぶ．Q = P−1 = [q1 · · · qm]とし，Kn, Kmの順序付き基底をそれぞれV = (e1, . . . , en)，

W = (q1, . . . , qm)とすると，f の (V ,W )に関する表現行列はPAに等しく，特に行階段

行列であることを示せ．

2) V,Wを線型空間とし，dimV = n, dimW = mとする．また，f : V → Wを線型写像とす

る．このとき，V の順序付き基底V = (v1, . . . , vn)とWの順序付き基底W = (w1, . . . , wm)

が存在して，(V ,W )に関する f の表現行列は行階段行列であることを示せ．

問 5.19. A ∈ Mm,n(K)を以下のように定め，f : Kn → Kmを f(v) = Avにより定める（m,n

は問ごとに自然に定まる）．また，E = (e1, . . . , en)をKnの標準的な順序付き基底とする．ここ

で，e1, . . . , enはKnの基本ベクトルである．Kmの順序付き基底W = (w1, . . . , wm)を (E ,W )

に関する f の表現行列が行階段行列であるように定めよ（W は必ずしも一意的ではないが，一

組挙げれば良い）．

1) A =


0 1 −1 0 2 1 0 4
0 0 0 1 5 0 0 6
0 0 0 0 0 0 1 7
0 0 0 0 0 0 0 0


2) A =

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 0


3) A =


1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 0


問 5.30. 1) A = [a1 · · · ar] ∈ Mn,r(K)，B = [b1 · · · bs] ∈ Mn,s(K)とする．また，V =

Span{a1, . . . , ar, b1, . . . , bs}とする．
a) dimV = rank[A B]が成り立つことを示せ．
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b) V = Span{a1, . . . , ar}が成り立つことと，任意の jについて bjが a1, . . . , arの線型結

合として表されることは同値であることを示せ．

2) A =

a1...
ar

 ∈ Mr,n(K)，B =

b1...
bs

 ∈ Ms,n(K)とする．また，V = {v ∈ Kn | Av =

0, Bv = 0}とする．

a’) dimV = n− rank

[
A
B

]
が成り立つことを示せ．

b’) V = {v ∈ Kn | Av = 0}が成り立つことと，任意の iについて biが a1, . . . , arの線型

結合として表されることは同値であることを示せ．

和空間の性質

定義 5.20. V,W を線型空間とする．

V ⊕W = {(v, w) | v ∈ V, w ∈ W}

と置く（集合としては V ⊕W = V ×W が成り立つ）．また，(v, w), (v′, w′) ∈ V ⊕W について

(v, w) + (v′, w′) = (v + v′, w + w′)

と定め，(v, w) ∈ V ⊕ V ⊕W, λ ∈ Kについて

λ(v, w) = (λv, λw)

と定める．すると，V ⊕W は線型空間となるので，V とW の直和と呼ぶ．

注 5.21. 問 5.15で考えたのは V の部分線型空間W,U に関する直和W ⊕ U である．これは定

義 5.20の意味での直和と本質的には同値であるので，差を気にする必要はない．

問 5.22 ∗. 線型空間V,Wの直和V⊕Wは線型空間であることを示せ．また，dimV = n, dimW =

mとすると dimV ⊕W = n+mが成り立つことを示せ．

※ ∗を付けているが，難しいと言うより面倒（なだけ）である．

問 5.23. 1) R⊕ R ∼= R2（線型同型）が成り立つことを示せ．

2) V,W,U を線型空間とすると，自然に (V ⊕W ) ⊕ U ∼= V ⊕ (W ⊕ U)が成り立つことを

示せ．

3)

n 個︷ ︸︸ ︷
R⊕ · · · ⊕ Rは自然にRnと同型であることを示せ．

※「自然に」というのは専門用語である．現時点で厳密に説明することは難しいが，「あから

さまに」であるとか「当たり前に」くらいに考えておけば良い．
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以下では次の定理を証明する．

定理 5.24. V を有限次元線型空間とし，W,U ⊂ V を部分線型空間とする．このとき

dim(W + U) = dimW + dimU − dimW ∩ U

が成り立つ．

問 5.25 ∗(定理 5.24の証明). V を線型空間とし，W,U ⊂ V を部分線型空間とする．また，W,U

は有限次元だとする．W,Uはそれぞれ線型空間であるので，V の部分線型空間であることは忘

れてW ⊕ U を考える．さて，ι : W ∩ U → W ⊕ U を

ι(v) = (v,−v)

により定める（符号に注意せよ）．また，π : W ⊕ U → W + U を

π(w, u) = w + u

により定める．

1) ι, πはそれぞれ線型写像であることを示せ．

2) πは全射であることを示せ．また，dim Im π = dim(W + U)が成り立つことを示せ．

3) Ker π = Im ιが成り立つことを示せ．

4) ιは単射であることを示せ．また，dim Im ι = dim(W ∩ U)が成り立つことを示せ．

5) 次元定理（講義で述べる）を用いて

dim(W + U) = dimW + dimU − dimW ∩ U

が成り立つことを示せ．

問 5.26 ∗(定理 5.24の直接的な証明). V を線型空間とし，W,U ⊂ V を部分線型空間とする．

また，W,U は有限次元だとする．W ∩ U は有限次元である（講義で示す．ここでは認めて良

い）ことに注意して，{v1, . . . , vr}をW ∩ U の基底とする．dimW = m, dimU = nとし，

{v1, . . . , vr, wr+1, . . . , wm}，{v1, . . . , vr, ur+1, . . . , un}をそれぞれW,Uの基底とする．このとき，

{v1, . . . , vr, wr+1, . . . , wm, ur+1, . . . , un}はW+Uの基底であることを示せ．また，dim(W+U) =

dimW + dimU − dimW ∩ U が成り立つことを示せ．

問 5.27 ∗(問 5.25の背景その１). V,W を線型空間とし，f : V → W を線型写像とする．図式

{oV }
ι0−−−→ ker f

ι1−−−→ V
f−−−→ Im f

ζ−−−→ {oW}

を考える．ここで，oV , oW はそれぞれ V,W の零ベクトルである．また，ι0, ι1は包含写像，ζ

は零写像である．すると，上の図式は次の性質を持つことを示せ．即ち，X
g→ Y

h→ Zを上の

図式の任意の一部分とする．すると，Kerh = Im gが成り立つ．
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問 5.28 ∗(問 5.25の背景その２). V0, V1, . . . , Vr, Vr+1を線型空間とし，V0 = {0}, Vr+1 = {0}と
する．また，0 ≤ k ≤ rについて fk : Vk → Vk+1を線型写像とする．また，任意の kについて

Im fk = Ker fk+1が成り立つとする．

1) 任意の kについて，dimVk = dimKer fk + dim Im fk−1が成り立つことを示せ．

2)
∑
k:odd

Vk =
∑
k:even

Vkが成り立つことを示せ．

3) rが奇数ならば
r+1∑
k=0

(−1)k+1 dimVk = 0が成り立つことを示せ．

※ 指数は kでも構わないが，少し進んだ事柄†5を扱う時に，この方が整合的である．

（以上）

†5二年のAセメスターあたりで扱うことが多いと思われる．Betti数，Euler数といった概念（定義）が現れる．
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