
2018年度線型代数学演習（理 I 36–39組向け，足助担当）問題 26 v4

’18/12/20（木）

改変履歴．’18/12/16：（v0）暫定版作成．概ね 12/20までの「線型代数学」の講義の内容に

対応する予定である．

’18/12/20：（v1）暫定版その２を作成（演習の時間が迫っているので暫定的に公開する．「射

影空間」以降について番号が異なるところがあるので注意すること）．

’18/12/20：（v2）正式版．問 26.4を追加したのでそれ以降については番号を変更した．二次

曲線についてはまだ述べるべきことが残っているので時間があれば追加する．

’18/12/20：（v3）問 26.1の誤植を修正．問 26.31と 26.32をそれぞれ問 26.1と 26.7の後に

追加．

’18/12/23：（v4）問 26.2以降の番号がおかしくなっていたのを修正．問 26.29以降に加筆．

少し問の番号を変えた．

以下，K = RあるいはK = Cとする．

問 26.1. A ∈ Mn(K)とする．ΦA ∈ K[λ]をAの固有多項式とし，ΦA(λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 +

· · ·+ an，a0, . . . , an ∈ K，と表す．

1) a0 = 1が成り立つことを示せ．

2) a1 = − trAが成り立つことを示せ．

3) an = (−1)n detAが成り立つことを示せ．

4) akをAの成分に関する多項式として表すと，k次式であって，しかも k次でない項は

含まないことを示せ（このような多項式を k次同次多項式と呼ぶ．

※ a1, an以外の akにもきちんと意味が付いて，重要であるが，直接的に目にする機会は数

学を専門的に扱わないと少ないかも知れない．

問 26.31. A ∈ Mn(C)について，ΦA ∈ C[λ]をAの固有多項式とし，

ΦA = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + · · ·+ an

と表す．ここで，a1, . . . , anはAによって定まるので，0 ≤ k ≤ nについて

ck(A) = ak

と定める．なお，c0(A) = 1とする．このとき，

∀P ∈ GLn(C), ∀ k, ck(P
−1AP ) = ck(A)

が成り立つことを示せ．
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問 26.2 (三角化). A ∈ Mn(C)とする．λ1 ∈ CをAの固有値とし，v1 ∈ Cn \ {0}を λ1に属

するAの固有ベクトルとする．

1) {v1, w2, . . . , wn}を {v1}を拡大して得られるCnの基底とする．P = [v1 w2 · · ·wn]と

すると P−1AP =

[
λ1 ∗
0 A2

]
, A2 ∈ Mn−1(C)が成り立つことを示せ．

2) λ2をA2の固有値，u′
2 ∈ Cn−1をλ2に属するA2の固有ベクトルとする．u2 =

[
0
u′
2

]
∈ Cn

とすると，あるµ12 ∈ CについてP−1APv2 = µ12e1+λ2u2が成り立つことを示せ．ま

た，u2の第 1成分を適当に定めることにより，u2は e1と直交しているように取れる

ことを示せ．

3) {e1.u2, u3, . . . , un}をCnの基底とする．P2 =
[
e1 u2 · · · un

]
と置くと，P−1

2 P−1APP2 =λ1 µ12 ∗
λ2 ∗

∗

が成り立つことを示せ．また，v2 = Pu2と置けば PP2 = [v1 v2 ∗]が成

り立つことを示せ．

4) この作業を繰り返して，Aを三角化するような行列が求まることを示せ．また，その

ような行列はユニタリ行列であるようにできることを示せ．

※ 上では v2を見やすくするために 2)でPP2を考えたが，実際にはP3, . . . , Pnを同様

に構成して一遍に PP2 · · ·Pnを考えてしまった方が楽である．また，A ∈ Mn(R)で
あって，固有値が全て実数であるならば，全て実数の範囲で処理できる．

二次形式と二次曲線

講義では二次形式と二次曲面について主に扱う．二次曲線や二次曲面は二次形式の符号を

用いて分類されるが，これだけではそれぞれの曲線や曲面の形や，それらの間の関係を見て

取るのが難しいので，ここでは主に二次曲線について幾何的な（図形的な）扱いについても

出題する．

二次形式と双線型形式

問 26.3. 以下に挙げる二次形式あるいはエルミート二次形式（エルミート形式とも呼ばれ

る）の符号（signature）を求めよ．Rnの座標を [x1, . . . , xn]，Cnの座標を [z1, . . . , zn]とする．

1) x1
2 + · · ·+ xr

2 − xr+1
2 − · · · − xn

2．

2) x1x2 + x2x3 + · · ·+ xn−1xn．

3) x1x2 + x2x3 + · · ·+ xn−1xn + xnx1．
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4)
∑

1≤i≤n
1≤j≤n
i ̸=j

zizj

5) x1x2 + x3x4，ただし n ≥ 4．

※ エルミート二次形式については以下では扱わない．

問 26.4. A ∈ Mn(R)を対称行列とし，Rn上の二次形式 qを

q(v) = tvAv

により定める．sgnA = (p, q)が成り立つならば，P ∈ GLn(R)が存在して
tPAP = Ep ⊕ (−Eq)⊕On−p−q

が成り立つことを示せ．

ヒント：シルベスターの慣性律（Sylvester’s law of inertia）を読み返してみよ．

定義 26.5. 1) F : Kn ×Kn → KがK-双線型写像あるいは双線型形式である†1とは，

a)

∀w ∈ Kn, v 7→ F (v, w)はK-線型写像である．

b)

∀ v ∈ Kn, w 7→ F (v, w)はK-線型写像である．

が成り立つことを言う．少し大雑把に言えば，F が成分ごとにK-線型であることを

言う．

2) F : Kn ×Kn → Kが対称（symmetric）であるとは，

∀ v, w ∈ Kn, F (w, v) = F (v, w)

が成り立つことを言う．

3) F : Kn ×Kn → KがK-反対称（anti-symmetric）であるとは，

∀ v, w ∈ Kn, F (w, v) = −F (v, w)

が成り立つことを言う（これは以下では用いないが，覚えておくと良い）．

以下ではK = Rの場合を扱う．また，双線型写像（双線型形式）を双一次写像（双一次
形式）と呼ぶこともある．

定義 26.6. F : Rn × Rnを対称双線型形式とする．
†1K への線型写像を線型形式と呼ぶことがある．
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1) F が非退化であるとは

v ∈ Rn, ∀w ∈ Rn, F (v, w) = 0 ⇒ v = 0

が成り立つことを言う．

2) F が半正値であるとは

∀ v ∈ Rn, F (v, v) ≥ 0

が成り立つことを言う．更に

F (v, v) = 0 ⇒ v = 0

が成り立つとき，F は正値であると言う．

3) −F が半正値であるとき，F は半負値であるという．また，−F が正値であるとき，F

は負値であるという．

問 26.7. qをRn上の二次形式とする．F : Rn × Rn → Rを

(26.8) F (v, w) =
q(v + w)− q(v)− q(w)

2

により定める．

1) F は対称双線型形式であることを示せ．

ヒント：qがRnの成分の二次同次式であることを用いないと示せない．

2) ∀ v ∈ Rn, q(v) = F (v, v)が成り立つことを示せ．

3) 対称双線型形式F ′ : Rn×Rn → Rが ∀ v ∈ Rn, q(v) = F ′(v, v)を満たすならばF ′ = F

が成り立つことを示せ．

4) 対応 (26.8)により対称双線型形式と二次形式が一対一に対応することを示せ．

問 26.32 ∗. p ∈ R, p ≥ 1とし，qp : Rn → Rを v = t[v1, . . . , vn]について

qp(v) = (|v1|p + · · ·+ |vn|p)
1
p

と置くことにより定める．

1) a) ∀ v ∈ Rn, qp(v) ≥ 0，

b) qp(v) = 0 ⇒ v = 0，

c) ∀ v ∈ Rn, λ ∈ R, qp(λv) = |λ| qp(v)，
d) ∀ v, w ∈ Rn, qp(v + w) ≤ qp(v) + qp(w)

が成り立つことを示せ．この意味で，qpは pに依らず q2，即ち vの標準的なノルム

と同様の性質を持つ．
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2) Fp : Rn × Rn → Rを式 (26.8)において qを qpに置き換えることにより定める．Fpは

常に対称であるが，一方，双線型形式であることは p = 2であることと同値であるこ

とを示せ．

これ以降はやや難しいが，二次曲線や二次曲面が二次形式の符号により分類される理由を理

解するのに必要である．ここでは二次曲線について述べる．二次曲面の場合も考え方は同じ

であるが，二次形式の符号の場合が増えるのでその分複雑になる．

射影空間

定義 26.9. RP 2で，R3内の原点を通る直線全体を表す．

l ∈ RP 2 とする．v を l の方向ベクトルとすれば v ̸= 0，l = Rv が成り立つし，逆に
v ̸= 0, l = Rvが成り立てば vは lの方向ベクトルである．lの方向ベクトルは一意的ではな

く，λ ∈ R \ {0}を用いて λvと表されるベクトルは全て lの方向ベクトルであるし，逆にw

がRvの方向ベクトルならば，ある λ ∈ R \ {0}についてw = λvが成り立つ．

定義 26.10. v = t[v1, v2, v3] ∈ R3 \ {t[0, 0, 0]}について，これを方向ベクトルと見なしたも
のを v = [v1 : v2 : v3]で表す．

問 26.11. [v1, v2, v3], [w1, w2, w3] ∈ R3 \ {t[0, 0, 0]}とする．[v1 : v2 : v3] = [w1 : w2 : w3]が成

り立つことと，∃R \ {0}, [w1, w2, w3] = λ[v1, v2, v3]が成り立つとき，その時のみであること

を示せ．

従ってRP 2 = {[v1 : v2 : v3] | t[v1, v2, v3] ∈ R3 \ {t[0, 0, 0]}}が成り立つ．

問 26.12. S2 ⊂ R3を

S2 = {t[v1, v2, v3] ∈ R3 | v12 + v2
2 + v3

2 = 1}

により定める（S2は 2次元球面と呼ばれる）．また，π : S2 → RP 2を

π(t[v1, v2, v3]) = [v1 : v2 : v3]

により定める．

1) πは全射であることを示せ．

2) π(t[v1, v2, v3]) = π(t[w1, w2, w3])が成り立つのは t[v1, v2, v3] =
t[w1, w2, w3]あるいは

t[v1, v2, v3] = −t[w1, w2, w3]が成り立つとき，その時のみであることを示せ．
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問 26.13. H ⊂ RP 2を

H = {[v1 : v2 : v3] ∈ RP 2 | v3 ̸= 0}

により定める．また，ι : R2 → RP 2を

ι(t[x1, x2]) = [x1 : x2 : 1]

により定める．

1) ∀ t[x1, x2] ∈ R2, ι(t[x1, x2]) ∈ Hが成り立つことを示せ．

2) ι : R2 → Hは全単射であることを示せ．

3) S2
+ ⊂ R3を

S2
+ = {t[v1, v2, v3] ∈ S2 | v3 > 0}

により定める（直感的には S2
+は北半球である）．また，π : S2 → RP 2を問 26.12の

ように定める．このとき，π(S2
+) ⊂ H であって，π|S2

+
: S2+ → H は全単射であるこ

とを示せ．

4) φ : H → S2
+を φ = (π|S2+)

−1 ◦ ιにより定める．φ, φ−1を具体的に式で表せ．

アフィン変換，射影変換

定義 26.14. f : Kn → Knであって，A ∈ Mn(K), b ∈ Knを用いて

f(v) = Av + b

と表されるものをKnのアフィン写像と呼ぶ．特にA ∈ GLn(K)であるとき，f をアフィン

変換と呼ぶ．f をアフィン写像とするとき，[
A b
0 1

]
∈ Mn+1(K)

を f の表現行列と呼ぶ．

※ ここで言うアフィン写像をアフィン変換と呼ぶこともあるので注意を要する．その場

合にはここで言うアフィン変換は正則なアフィン変換と呼ぶ．

問 26.15. f : Kn → Knをアフィン写像とする．

1) f を f(v) = Av + bと表すとき，A, bは一意的であることを示せ．

2) f が全単射であることと，A ∈ GLn(K)が成り立つ（従って f がアフィン変換である）

ことは同値であることを示せ．また，このとき f−1もアフィン変換であることを示せ．

※ このことを踏まえて，ここで言うアフィン変換についてもわざわざ「正則なアフィ

ン変換」と呼ぶことがある．
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Knを v ∈ Knと
[
v

1

]
を同一視することによりKn ⊂ Kn+1と見なす．

問 26.16. K = R，n = 3とする．上のようにR2 ⊂ R3と見なすこととは，R2を問 26.13の

Hと同一視することと同じことであることを確かめよ．

問 26.17. f, g : Kn → Knをアフィン写像とする．また，Knを上のようにKn+1の部分集

合と見なす．

1) f の表現行列を Ãとする．この時，

∀ v ∈ Kn, Ã

[
v

1

]
=

[
f(v)

1

]
が成り立つことを示せ．

2) f が全単射であることと，f の表現行列が正則であることは同値であることを示せ．

3) f, gの表現行列をそれぞれ Ã, B̃ ∈ Mn+1(K)とすると g ◦ f の表現行列は B̃Ãに等しい

ことを示せ．

以下ではK = R，n = 2とするが，実際には一般に成り立つ．

定義 26.18. A ∈ GL3(R)とする．fA : RP 2 → RP 2を以下のように定める．即ち，p ∈ RP 2

を p = [v1 : v2 : v3]，t[v1, v2, v3] ∈ R3 と表して At[v1, v2, v3] =
t[w1, w2, w3]と表した上で

fA(p) ∈ RP 2を

fA(p) = [w1 : w2 : w3]

により定める．このように，正則な行列により定まるRP 2からRP 2への写像をRP 2の射影

変換と呼ぶ．

※ fAはここでの記号である．

問 26.19. A,B ∈ GL3(R)とし，fA, fBを定義 26.18のように定める．

1) この時，fA(p)は pを p = [v1 : v2 : v3]と表す表し方に依らず定まることを示せ．

2) fB ◦ fA = fBAが成り立つことを示せ．

3) fA = idRP 2 であることと，∃λ ∈ R, λ ̸= 0, A = λE3が成り立つことは同値であるこ

とを示せ．また，A,B ∈ GL3(R)について fA = fB が成り立つことは ∃λ ∈ R, λ ̸=
0, B = λAが成り立つことと同値であることを示せ．

4) fをRP 2の射影変換とすると，A ∈ SL3(R)が存在して f = fAが成り立つことを示せ．
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定義 26.20 ∗(この後は明示的には用いない). A ∈ GL3(R)について

[A] = {B ∈ GL3(R) | ∃λ ∈ R, λ ̸= 0, B = λA}

と置く．

PGL3(R) = {[A] | A ∈ GL3(R)},

PSL3(R) = {[A] | A ∈ SL3(R)}

と定める．

問 26.21 ∗∗. PGL3(R) = PSL3(R)が成り立つことを示せ．また，[A], [B] ∈ PGL3(R)につ
いて [A][B] = [AB]と定めることができて（この演算はwell-definedであって），この演算を

積として PGL3(R)は群であることを示せ．

問 26.22 ∗. 1) f をRP 2の射影変換とする．f がH = {[v1 : v2 : v3] ∈ RP 2 | v3 ̸= 0}を
保つならば，f |H はアフィン変換であることを示せ．

2) gをR2のアフィン変換とし，Ã ∈ GL3(R)を表現行列とする．このとき，f を Ãによ

り定まるRP 2の射影変換とすると f はHを保ち．f |H = gが成り立つことを示せ．

二次曲線の分類

C ⊂ R2を二次曲線とし，

C = {t[x1, x2] ∈ R2 | a11x1
2 + 2a12x1x2 + a22x2

2 + 2a13x1 + 2a23x2 + a33 = 0}

と aij ∈ Rを用いて表す．また，A = [aij] ∈ M3(R)と置く．

問 26.23. x ∈ R2について x̃ =

[
x

1

]
と置く．

C = {x ∈ R2 | tx̃Ax̃ = 0}

が成り立つことを示せ．

これを踏まえてR3上の二次形式 qを

q(v) = tvAv

により定める．

※ R2内の図形を考えたいが，R3上の二次形式を考える．

問 26.24. v ∈ R3とする．q(v) = 0が成り立つならば ∀λ ∈ R, q(λv) = 0が成り立つことを

示せ．
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これを踏まえて [v] ∈ RP 2, v ∈ R3について

q([v]) = q(v)

と定める．q([v])の値は一般には意味を持たないが，0であるか否かは意味を持つ．

定義 26.25 ∗. Ĉ = {[v] = [v1 : v2 : v3] ∈ RP 2 | q([v]) = 0}と定める．

問 26.26. Ĉ ∩H = Cが成り立つことを示せ．ここで，H = {[v1 : v2 : v3] ∈ RP 2 | v3 ̸= 0}
とし，x = t[x1, x2] ∈ R2と [x1 : x2 : 1] ∈ Hを同一視する．

従って，C ⊂ R2は自然にRP 2内の曲線 Ĉと考えることができる．Cを二次形式で表すと，

第 3成分を 1に固定する必要があって，やや不自然である．また，Cの分類よりも Ĉの分類

の方が大雑把である（Cの分類はR2の中で行わないといけないが，Ĉの分類はRP 2の中で

行うので，自由度が高い）ので，Ĉの分類の方が容易であると考えられる．そこでまず Ĉに

ついて考えてみる．二次形式を用いる分類を考えているので，sgnA = (p, q)とする．問 26.4

により，P ∈ GL3(R)が存在して
tPAP = Ep ⊕ (−Eq)⊕O3−p−q

が成り立つ．必要ならAの代わりに−Aを考える（あるいは qの代わりに−qを考える）こ

とにより，p ≥ qとして良い．

問 26.27. 以下が成り立つことを示せ．

全般的なヒント：問 26.12や 26.13を用いて，RP 2を S2を用いて調べると良い．即ち，RP 2

内の図形を考察する際には，「裏面」にも常に同じ図形を描くとして S2上で対応する図形を

考察すれば良い．

1) sgnA = (3, 0)とする．このとき，Ĉ = ∅が成り立つ．
ヒント：qの標準形は v1

2 + v2
2 + v3

2である．

2) sgnA = (2, 1)とする．このとき，Ĉは円周と「同じ形」をしている（ここでは図形的

に観察すれば良い．また，この円周は直線と呼ばれる）．

3) sgnA = (2, 0)とする．このとき，Ĉは一点から成る．

4) sgnA = (1, 1)とする．このとき，Ĉ は一点で交わる二つの円周（2)と同様に，これ

らの円周はそれぞれ直線と呼ばれる）から成る．

5) sgnA = (1, 0)とする．このとき，Ĉは一つの円周である．
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※この円周は図形的には一つであるが，二つの円周が重なっているものと考える．実際，

式で表すならば，Aを標準形に変換した場合には Ĉ = {[v1 : v2 : v3] ∈ RP 2 | v12 = 0}
と表される．Ĉは図形としては {[v1 : v2 : v3] ∈ RP 2 | v1 = 0}と同一であるが，条件が
v1

2 = 0となることを踏まえると，この円周は二つの円周が重なっているものと考える

のが自然である．また，図形的に言えば，場合 4)においては qの標準形は v1
2− v2

2で

あって，Ĉは {v1 = v2}及び {v1 = −v2}により与えられる．ここで，{v1 = −v2}を回
転して {v1 = v2}に近づけていく．そのためには二次形式 v1

2−v2
2 = (v1−v2)(v1+v2)

を (v1 − v2)(v1 + λv2)に置き換えて，λを 1から−1に変化させればよい．得られる式

は (v1 − v2)
2である．この意味でも Ĉは二つの円周が重なったものと自然に考えるこ

とができる．

6) sgnA = (0, 0)とする．この時には q = 0なので Ĉ = RP 2が成り立つ．

問 26.27で与えられる分類はよく知っている二次曲線の分類，例えば楕円，放物線，双曲

線などへの分類と全く異なるように見えるが，そうではない．

問 26.28. a, b, r ∈ R \ {0}とする．C1, C2, C3をそれぞれ

C1 = {t[x1, x2] ∈ R2 | (ax1)
2 + (bx2)

2 = r2},

C2 = {t[x1, x2] ∈ R2 | (ax1)
2 − (bx2)

2 = r},

C3 = {t[x1, x2] ∈ R2 | (ax1)
2 + 2bx2 = r}

により定める．C1, C2, C3に対応するR3上の二次形式の符号はいずれも (2, 1)であることを

示せ．

このように，Ĉの分類は二次曲線の大まかな分類になっていることが期待される．ここで，

元に戻ってCを定める式の二次の部分に着目する．

問 26.29. sgn q = (2, 1)とする．また，C を定める式の二次の部分に着目して q′(x1, x2) =

a11x1
2 + 2a12x1x2 + a22x2

2と置く．

1) sgn q′は (1, 0)，(1, 1)，(2, 0)のいずれかに等しいことを示せ．

2) 1)のそれぞれの場合に応じて C は放物線，双曲線，楕円のいずれかに等しいことを

示せ．

それでは sgn q′はどのような変換により不変であるか，自然な十分条件を考えてみる．R2の

線型変換では sgn q′は不変である（シルベスターの慣性律）．また，x1やx2をx1+a1やx2+a2
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に置き換えたとする．つまり，q′(x1+a1, x2+a2)を考えても，二次の項は q′(x1, x2)に等しい．

従って sgn q′はR2のアフィン変換で不変である．そこで，q(x1, x2, x3) = [x1, x2, x3]A

x1

x2

x3

，
A = [aij]は対称行列，で与えられるR3上の二次形式 qにより，

C = {t[x1, x2] ∈ R2 | q(x1, x2, 1) = 0}

で与えられる二次曲線は次のように分類される．即ち，

1) まず sgn qによって分類する．これは qが定めるRP 2上の図形（これはCを含む図形

である）の射影変換による分類である．

2) 次に sgn q′によって分類する．ここで，q′は
[
a11 a12
a21 a22

]
により定まるR2上の二次形式

である．この分類はCの，R2のアフィン変換による分類である．

sgn q = (2, 1)の場合が C の代表的な場合であるが，このほかにも幾つか場合が残ってい

る．これらについても上のように調べ上げることにより，二次曲線の分類が完成する．これ

についてはここでは省略する．

問 26.30. r ≥ 0, θ ∈ Rとし，Cr,θを

Cr,θ = {t[x1, x2] ∈ R2 | (x1 cos θ + sin θ)2 + x2
2 = r2(x1 cos θ − sin θ)2}

により定める．Cr,θがどのような図形であるか調べよ．

ところで，R2上の図形の分類において，「形」が変わらないと便利である．ここで「形」が

変わらないとは，ある直線を軸とする回転，ある平面に関する折り返し（鏡映），平行移動

を用いて同一とみなせることとする．原点を通る直線に関する回転や，原点を通る平面に関

する鏡映はO2の元により定まる線型変換である．これと平行移動を適当に（適切に）合成

すれば任意の直線を軸とする回転や，任意の平面に関する鏡映が得られる．即ち，ここで考

えている変換はアフィン変換

x 7→ Ax+ b

であって，A ∈ O2の場合である．

定義 26.31. ⟨ · | · ⟩を Rnの標準的なユークリッド計量とし，x, y ∈ R2について d(x, y) =

∥x− y∥と置く（dをRn上の標準的な距離あるいは距離函数と呼び，d(x, y)を dに関する x

と yの距離と呼ぶ）．f : R2 → R2とする．
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1) f が ⟨ · | · ⟩を保つとは，

∀ v, w ∈ Rn, ⟨f(v) | f(w)⟩ = ⟨v | w⟩

が成り立つことを言う．また，f を ⟨ · | · ⟩に関する等長変換と呼ぶ．
2) f が dを保つとは，

∀x, y ∈ Rn, d(f(x), f(y)) = d(x, y)

が成り立つことを言う．また，f を dに関する等長変換と呼ぶ．

f をいずれかの意味での等長変換とする．f が線型変換の場合には f を直交変換（まれに等

長線型変換），f がアフィン変換の場合にはアフィン等長変換とも呼ぶ．

以下では ⟨ · | · ⟩をRnの標準的なユークリッド計量，dを標準的なRn上の距離とする．

問 26.32. 1) ⟨ · | · ⟩ : Rn × Rn → Rは連続であることを示せ．また，C∞級であること

を示し，x = t[x1, . . . , xn], y = t[y1, . . . , yn]について
∂

∂xi

⟨x | y⟩及び ∂

∂yi
⟨x | y⟩を求

めよ．

2) d : Rn×Rn → Rは連続であることを示せ．また，∆ = {(x, x) ∈ Rn×Rn | x ∈ Rn}とす
ると，dは (Rn×Rn)\∆上C∞級であることを示し，x = t[x1, . . . , xn], y = t[y1, . . . , yn]，

(x, y) ̸∈ ∆について
∂

∂xi

d(x, y)及び
∂

∂yi
d(x, y)を求めよ．

問 26.33. f : Rn → Rnを線型変換とする．

1) f が ⟨ · | · ⟩を保つことと，f の表現行列がOnに属する，即ち直交行列であることは

同値であることを示せ．

2) f が dを保つことと，f が ⟨ · | · ⟩を保つことは同値であることを示せ．
ヒント：問 26.32を用いても良いし，もっと直接的に示すこともできる．

問 26.34. 1) f : Rn → Rnとする．f が ⟨ · | · ⟩を保つことと，f が線型変換であって，表

現行列がOnに属する，即ち直交行列であることは同値であることを示せ．

2) f : Rn → Rnをアフィン変換とする．fが dを保つことと，fが ⟨ · | · ⟩を保つことは同
値であることを示せ．また，このとき f は（アフィン）等長変換であることを示せ．

このように，アフィン等長変換のみを考えて二次形式の変化を考えることも便利である．

この場合にもシルヴェスターの慣性律の類似が成り立つ†2．一方，これは射影変換を用いた

†2講義で扱ったと思う．
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二次曲線や二次曲面の大雑把な分類においては意味をなさない（折角アフィン等長変換を用

いて分類したのに，結局射影変換を用いて分類してしまうので，効果が無くなってしまう）．

※ 二次曲線や二次曲面の分類と射影空間の関係については拙書がとりあえず簡単だと思う

（あらゆる意味で，購入を勧めるものでも勧めないものでもない．また，もっと良い文献が

存在しないと主張するものではない．念のため）．

（以上）
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