
2018年度線型代数学演習（理 I 36–39組向け，足助担当）問題 18 v3

’18/10/11（木）

改変履歴．’18/10/4：（v1）初版作成．概ね 10/4の講義の分までの内容である．

’18/10/10：（v2）定義 18.15を修正．概ね 10/11の講義の分までの内容である．

’18/10/12：（v3）問 18.6を修正．問 18.32と 18.33を追加．

計量について

以下K = RあるいはK = Cとする．また，V をK-線型空間とし，⟨ · | · ⟩を V のユーク

リッド計量（K = Rの場合）あるいはエルミート計量（K = Cの場合）とする．エルミー
ト計量に関しては，⟨λv | w⟩ = λ⟨v | w⟩としても，⟨v | λw⟩ = λ⟨v | w⟩としても良いが，混
用はしないこと．以下では前者を前提として記述する†1．

定義 18.1 (標準的な計量). 1) v, w ∈ Rnとし，v = [vi], w = [wj]と成分で表す．

⟨v | w⟩ =
n∑

k=1

vkwk

により定まるRnのユークリッド計量をRnの標準的なユークリッド計量と呼ぶ．

2) v, w ∈ Cnとし，v = [vi], w = [wj]と成分で表す．

⟨v | w⟩ =
n∑

k=1

vkwk

により定まるCnのユークリッド計量をCnの標準的なユークリッド計量と呼ぶ．

定義 18.2 (直交補空間). W ⊂ V を部分線型空間とする．

W⊥ = {v ∈ V | ∀w ∈ W, ⟨v | w⟩ = 0}

と置いて，⟨ · | · ⟩に関するW の直交補空間と呼ぶ．

定義 18.3. 1) v, w ∈ V とする．vと wが直交するとは，⟨v | w⟩ = 0が成り立つことを

言う．このことを v ⊥ wと表すことがある．

2) W,U ⊂ V を部分線型空間とする．W と U が直交するとは

∀w ∈ W, ∀u ∈ U, ⟨w | u⟩ = 0

が成り立つことを言う．このことをW ⊥ U と表すことがある．

†1拙著「線型代数学」の記述は後者を前提としている．
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3) W,U ⊂ V を部分線型空間とする．W ⊥ U であるとき，和空間W + U は直交直和で

あるといい，W ⊕ U（直交直和）などと表す．直交直和の表し方には様々なものがあ

り，必ずしも一定しない．なお，「W ⊕ U」とだけ記すと，単なるW とU の直和を表

す．計量が関係なくなってしまい，「W ⊕ U（直交直和）」とは異なることを表すので

注意すること．

問 18.4. v1, . . . , vr ∈ V とし，∀ i, j, i ̸= j ⇒ ⟨vi | vj⟩ = 0が成り立つとする（このとき

{v1, . . . , vr}を直交系と呼ぶ）．いずれの viも零ベクトルでなければ v1, . . . , vrは線型独立で

あることを示せ．

ヒント：λ1, . . . , λr ∈ Kとしてw = λ1v1 + · · ·+ λrvrと置く．⟨w | vi⟩を i = 1, . . . , rについ

て考えてみよ．

問 18.5 (問 18.4も参照のこと．なお，直和に関しては第 13回も参照のこと).

1) W,U ⊂ V を部分線型空間とする．W ⊥ U であるとき，和空間W + U は直和である

ことを示せ．

2) W1, . . . ,Wr ⊂ V を部分線型空間とする．∀ i, j, i ̸= j ⇒ Wi ⊥ Wj が成り立つならば

W1 + · · ·+Wrは直和であることを示せ．

問 18.6. V は有限次元だとする．W ⊂ V を部分線型空間とするとV = W ⊕W⊥（直交直和）

が成り立つことを示せ．

※ V が有限次元でないと，主張は必ずしも成り立たない†2．

問 18.32 ∗∗. V = {a = (an)n∈N | an ∈ R}とする．V は実数列全体のなす線型空間である．

また，（収束するかどうかは別として）a = (an), b = (bn) ∈ V について

⟨a | b⟩ =
+∞∑
n=0

anbn = lim
m→+∞

m∑
n=0

anbn

と置き（二つ目の等号は定義である），

∥a∥ =
√

⟨a | a⟩ =

√√√√+∞∑
n=0

|an|2

と定める（有限の値かどうかは取り敢えず気にしない）．最後に

ℓ2 = {a ∈ V | |a| < +∞} =

{
a = (an)n∈N

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

|an| < +∞ ∈ R

}
†2今のところは「そういうものか」と思っていれば良い．ただ，この種の話を実際に用いる場面ではしばし

ば V は有限次元ではないのが苦しいところである．
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と置く．

1) a, b ∈ V について ∥a∥ , ∥b∥は有限の値だとする．このとき，

|⟨a | b⟩| ≤ ∥a∥ ∥b∥

が成り立つことを示せ．

ヒント：例えば aを第 k項で打ち切ったものを a(k)とする．すると ∥a(k)∥ ≤ ∥a∥が
成り立つ．一方，a(k), b(k)に関して，不等式は有限次元の場合のCauchy–Schwarzの

不等式そのものである（から成り立つ）．これらを踏まえて極限を適切にとればよい．

2) U = {a = (an) ∈ V | ∃m ∈ N, n ≥ m ⇒ am = 0}と置く．
i) U は ℓ2の部分線型空間であることを示せ．

ii) e(k) ∈ V を e(k)n =

{
1, k = n,

0, k ̸= n
により定める．e(k) ∈ U が成り立つことを確か

めよ．また，a = (an) ∈ V について，⟨a | e(k)⟩ = 0 ⇔ ak = 0が成り立つことを

示せ．

iii)

U⊥ = {a ∈ ℓ2 | ∀ b ∈ U, ⟨a | b⟩ = 0} = {0}

が成り立つことを示せ．ここで 0は全ての項が 0であるような ℓ2の元である．

iv) U ̸= ℓ2が成り立つことを示せ．また，ℓ2 = U ⊕U⊥（直交直和）は成り立たないこ

とを示せ．

V が有限次元でも ⟨ · | · ⟩がユークリッド計量やエルミート計量でないと，やはり困ったこ
とが起きる．このような状況は例えば相対論で現れる．とはいえ，ユークリッド計量やエル

ミート計量の場合が基本的であるので，これは後で扱う（問 18.33）．

以下，V は有限次元とする．

問 18.7. {v1, . . . , vn}を V の正規直交基底とする．v ∈ V について

v = λ1v1 + · · ·+ λnvn

と表すと ∀ i, λi = ⟨v | vi⟩が成り立つことを示せ．
※ 従って，vを上のように表すと，viの係数は vがどの程度 vi方向に向いているかを表して

いると考えることができる．

問 18.8. 1) E = (e1, . . . , en), F = (f1, . . . , fn)を V の順序付き正規直交基底とする．P

を E からF への基底の変換行列とすると
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i) K = Rならば tPP = P tP = Enが成り立つ（このような P を直交行列と呼ぶ）．

ii) K = Cならば P ∗P = P P ∗ = Enが成り立つ（このような P をユニタリ行列と

呼ぶ）．

が成り立つことを示せ．

2) E を正規直交基底とし，P が直交行列（K = Rの時）あるいはユニタリ行列（K = C
の時）とする．F = EP とすると，F は正規直交基底であることを示せ．

定義 18.9. W ⊂ V を部分線型空間とする．{w1, . . . , wr}をW の正規直交基底とする（存在

は後で問の形で示す）．このとき，π : V → W を v ∈ V について

π(v) =
r∑

i=1

⟨v | wi⟩wi

と置くことにより定め，W への直交射影あるいは正射影と呼ぶ．

問 18.7を踏まえると，π(v)は vのうち，W に沿った方向を取り出して得られるベクトル

と考えることができる．

問 18.10. W ⊂ V を部分線型空間とする．W = {w1, . . . , wr}, W ′ = {w′
1, . . . , w

′
r}をW の

正規直交基底とする．πW をW を用いて定めた直交射影，πW ′をW ′を用いて定めた直交射

影とすると πW = πW ′が成り立つことを示せ．

※ ヒント：W ′ = W P とする．問 18.8により P は直交行列あるいはユニタリ行列である．

このとき，P = (pij)と成分で表すと
r∑

i=1

⟨v | w′
i⟩w′

i =
r∑

i=1

r∑
j=1

r∑
k=1

⟨v | pjiwj⟩pkiwk

=
r∑

i=1

r∑
j=1

r∑
k=1

pjipki⟨v | wj⟩wk

が成り立つ．P は直交行列あるいはユニタリ行列であることに注意して計算をもう少し進め

てみよ．

問 18.11. V = Knとし，標準的なユークリッド計量（K = Rの場合）あるいは標準的なエ
ルミート計量（K = Cの場合）を考える．また，(e1, . . . , en)をKnの標準的な順序付き基底

とする．そして，W ⊂ Knを部分線型空間とし，{w1, . . . , wr}をW の正規直交基底とする．

また，π : Kn → W をW への直交射影とする．

1) {e1, . . . , en}は正規直交基底であることを示せ．
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2) wi =
n∑

k=1

wkiekと表すと，wi =

w1i
...

wni

であって，また
π(ek) =

n∑
i=1

⟨ek | wi⟩wi =
n∑

i=1

n∑
j=1

wkiwjiej

が成り立つことを示せ．

3) πをKnからKnへの写像とみなす．A = (w1 · · · wr) ∈ Mn,r(K)とすると，Knの標

準的な順序付き基底に関する πの表現行列はAA∗に等しいことを示せ．

問 18.12. V (= Kn), W を以下のように定めるとき，V からW への直交射影の，V の標準

的な（順序付き）基底に関する表現行列を求めよ．

1) V = R3, W = {v = t[v1 v2] | av1 + bv2 = 0}，ただし a, b ∈ R．
※ ヒント：場合分けが要る．

2) V = R3, W = {v = t[v1 v2 v3] | v1 + v2 + v3 = 0}．
3) V = Rn，a = t[a1 · · · an] ∈ Rnとし，W = {v ∈ Rn | ⟨v | a⟩ = 0}とする．ただし，

⟨ · | · ⟩は標準的なユークリッド計量とする．
3’) V = Rn，a = t[a1 · · · an] ∈ Rnとし，W = {v ∈ Rn | ⟨v | a⟩ = 0}とする．ただし，

⟨ · | · ⟩はRnのユークリッド計量で，標準的な順序付き基底に関する表現行列がGで

あるようなものとする．

4) V = Cn，a = t[a1 · · · an] ∈ Cnとし，W = {v ∈ Rn | ⟨v | a⟩ = 0}とする．ただし，
⟨ · | · ⟩は標準的なエルミート計量とする．

4’) V = Cn，a = t[a1 · · · an] ∈ Rnとし，W = {v ∈ Rn | ⟨v | a⟩ = 0}とする．ただし，
⟨ · | · ⟩はCnのエルミート計量で，標準的な順序付き基底に関する表現行列がGであ

るようなものとする．

問 18.13. ⟨ · | · ⟩をRnのユークリッド計量とする．⟨ · | · ⟩′ : Cn × Cn → Cを，v, w ∈ Cnを

v = v1 +
√
−1v2, w = w1 +

√
−1w2と v1, v2, w1, w2 ∈ Rnを用いて表して

⟨v | w⟩′ = ⟨v1 | w1⟩+ ⟨v2 | w2⟩+
√
−1(⟨v2 | w1⟩ − ⟨v1 | w2⟩)

により定めると ⟨ · | · ⟩′はCnのエルミート計量であることを示せ．また，Rnの標準的な順

序付き基底に関する表現行列をGとするとき，Cnの標準的な順序付き基底に関する ⟨ · | · ⟩′

の表現行列を求めよ．
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問 18.14. C([0, 1]) = {f : [0, 1] → R | f は連続}と置く．また，⟨ · | · ⟩ : C([0, 1])×C([0, 1]) →
Rを

⟨f | g⟩ =
∫ 1

0

f(x)g(x)dx

により定める．⟨ · | · ⟩はC([0, 1])のユークリッド計量である（第 16回）．また，n ∈ N \ {0}
について，fn, gn ∈ C([0, 1])を

fn(x) = sin 2nπx,

gn(x) = cos 2nπx

により定める．さらに，g0(x) = 1とする．以下，fn, gmの添字は単に Nの元とするが，f0

は考えないことにする．

1) n,m ∈ Nについて ⟨fn | fm⟩，⟨gn | gm⟩，⟨fn | gm⟩をそれぞれ求めよ．
2) 1)を踏まえて，an, bm ∈ Rを適当に（適切に）定めて f ′

n = anfn，g′m = bmgmと置い

たとき，{f ′
n, g

′
m}が正規直交系をなす，即ち

⟨fn | fm⟩ =

{
1, n = m,

0, n ̸= m
,

⟨gn | gm⟩ =

{
1, n = m,

0, n ̸= m
,

⟨fn | gm⟩ = 0

が成り立つようにせよ．

3) H ⊂ C([0, 1])を

H = ⟨fn, gm⟩

=

{
f ∈ C([0, 1]

∣∣∣∣∣ ∃ k, l ∈ N, ∃λ1, . . . , λk, µ0, . . . , µl ∈ R, f =
k∑

i=1

λifi +
l∑

j=1

µjgj

}

=

{
f ∈ C([0, 1]

∣∣∣∣∣ ∃ k, l ∈ N, ∃λ′
1, . . . , λ

′
k, µ

′
0, . . . , µ

′
l ∈ R, f =

k∑
i=1

λ′
if

′
i +

l∑
j=1

µ′
jg

′
j

}
により定める（最後の等号が成り立つことは確かめよ）．また，πをC([0, 1])からH

への直交射影とする．f ∈ C([0, 1])とし，

π(f) =
k∑

i=1

λ′
if

′
i +

l∑
j=1

µ′
jg

′
j

と表すとき，λ′
i, µ

′
jを求めよ．
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ヒント：λ′
i, µ

′
j は内積により与えられるはずであるが，今は内積は積分により与えら

れている．必要であれば Fourier展開について扱っている教科書（数学に関するもの

でなくともよい）を眺めるとよい．

注. 問 18.13において，実際上はHではなく，

H =

f ∈ C([0, 1])

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∃{λ′

i}i≥0, {µ′
j}j∈N,

+∞∑
i=1

λ′
i
2 < +∞,

+∞∑
j=0

µ′
j
2 < +∞,

f = lim
m→+∞

(
m∑
i=1

λ′
if

′
i +

m∑
j=1

µ′
jg

′
j

)


を考えることが多い†3．これはFourier展開において得られるのが sinや cosの無限和（級数）

であることに対応する．

定義 18.15 (鏡映). V をK-線型空間とし，H ⊂ V を部分線型空間とする．また，⟨ · | · ⟩を
V の計量とし，π : V → HをHへの直交射影とする．このとき，v ∈ V について

r(v) = −v + 2π(v)

と定め，rをHに関する鏡映 (reflection, reflexion)と呼ぶ．

問 18.16. V をK-線型空間とし，H ⊂ V を部分線型空間とする．また，⟨ · | · ⟩を V の計量

とし，π : V → HをHへの直交射影とする．そして，r : V → V をHに関する鏡映とする．

1) r(v) = v − 2(v − π(v))および ∀ v ∈ V, r(r(v)) = vが成り立つことを示せ．後者をし

ばしば r2 = idV と表す．

2) 1)が何を意味しているか，幾何的（図形的）に解説せよ．

問 18.17. R2と標準的なユークリッド計量を考える．また，部分線型空間W ⊂ R2につい

て，W への直交射影を πW とする．

1) W,W ′ ⊂ R2を部分線型空間とする．πW ′ ◦ πW は原点に関する R2の回転であること

を示せ．

2) ρを原点に関するR2の回転とすると，R2の部分線型空間W,W ′が存在してρ = πW ′◦πW

が成り立つことを示せ．

ヒント：W を式で表して πW を具体的に表してしまうと簡単である．よほど変なことをしな

い限り 1)と 2)はほとんど同時に解ける．

†3H は C([0, 1])に自然な位相を定めた場合，H の閉包である．この注は難しいので意味が分からなければ
忘れて良い．
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問 18.18 (グラム–シュミットの直交化法，正規直交基底の存在). {e1, . . . , en}を V の基底と

する．このとき，V の正規直交基底 {f1, . . . , fn}であって，性質

∀ k, ⟨f1, . . . , fk⟩ = ⟨e1, . . . , ek⟩

を満たすものを次のように構成できる（求めることができる）ことを示せ（この構成法を

Gram–Schmidtの（正規）直交化法と呼ぶ）．

1) k ∈ Nとし，f1, . . . , fkは既に構成できているとする．k = 0の場合も許し，この場合

にはまだ何も構成できていないと考える．さて，πkを V から ⟨e1, . . . , ek⟩への直交射
影とする．そして，e′k+1 = ek+1 − πk(ek+1)と置く．

a) e′k+1 ̸= 0が成り立つことを示せ．

b) fk+1 =
e′k+1∥∥e′k+1

∥∥ と置く．すると，⟨f1, . . . , fk+1⟩ = ⟨e1, . . . , ek⟩ が成り立ち，ま

た，⟨fi | fj⟩ =

{
1, i = j,

0, i ̸= j
が 1 ≤ i, j ≤ k + 1について成り立つことを示せ

（{f1, . . . , fk+1}は正規直交系をなす，という）．
c) この操作を繰り返すと有限回で操作が終了して，{f1, . . . , fn}が得られることを
示せ．

2) 1)において

e′k+1 = ek+1 −
1

∥ei∥2
k∑

i=1

⟨ek+1 | ei⟩ei

が成り立つことを示せ．ただし，k = 0の時には和は 0と見なす．

ヒント：定義により πk+1(ek+1) =
k∑

i=1

⟨ek+1 | fi⟩fiが成り立つ．これを帰納的に書き換

えても良いし，v ∈ ⟨e1, . . . , ek⟩について ⟨e′k+1 | v⟩ = 0が成り立つことを持ちいても

う少し直接的に示すこともできる．

問 18.19 (正規直交基底の拡大（延長）). W ⊂ V を部分線型空間とし，{e1, . . . , er}をW の

正規直交基底とする．このとき，er+1, . . . , enを適当に選んで {e1, . . . , en}が V の正規直交基

底であるようにできることを示せ．

ヒント：ひとまず正規直交基底であるかは忘れて {e1, . . . , er}を拡大して V の基底を作る．

作った基底にグラム–シュミットの直交化法を適用してみよ．e1, . . . , erが変化しないことを

示す必要がある．

今のところ「計量」でユークリッド計量やエルミート計量を指すが，これらとは異なる「計

量」でよく用いられる重要なものが幾つかある．最も重要なものの一つは Lorentz計量であ
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る．Lorentz計量は正値性を持たない．そのため，ユークリッド計量やエルミート計量の持

つ様々な性質が失われる．

問 18.33. v = (vi), w = (wi) ∈ R4について

⟨v | w⟩ = v1w1 − v2w2 − v3w3 − v4w4

と置き，（R4上の）Lorentz計量と呼ぶ†4．また，E = (e1, e2, e3, e4)をR4の標準的な順序付

き基底とする．

1) Lorentz計量はユークリッド計量ではないことを示せ．

2) E に関する Lorentz計量の表現行列を求めよ（表現行列はユークリッド計量などの場

合と同様に定める）．

3) Lorentz計量は正値性以外のユークリッド計量に関する性質（双線型性及び対称性）を

満たすことを示せ．また，v ∈ R4とする．∀w ∈ R4, ⟨v | w⟩ = 0が成り立つならば，

v = 0が成り立つことを示せ．このことを ⟨ · | · ⟩は非退化であるという．
4) W ⊂ R4を部分線型空間とし，W への直交射影を求めたい．ユークリッド計量やエル

ミート計量の場合を踏まえて次のように定める．

定義. πW : R4 → W がW への直交射影であるとは，

i) ∀ v ∈ R4, πW (v) ∈ W．

ii) ∀ v ∈ R4, ∀w ∈ W, ⟨v − πW (v) | w⟩ = 0

が成り立つことを言う．

5) W⊥ = {v ∈ R4 | ∀w ∈ W, ⟨v | w⟩ = 0}とすれば，「定義」の二番目の条件は
∀ v ∈ R4, v − πW (v) ∈ W⊥と同値であることを確かめよ．

6) W = ⟨e1⟩ = Re1 あるいはW = ⟨e2, e3, e4⟩とする．πW が一意的に存在することを

示せ．

7) W = ⟨e1 + e2⟩とする．
a) {e1+ e2}はW の基底であるが，これを実数倍して大きさを 1にすることはできな

いことを示せ．また，f2, f3, f4 ∈ R4を選んで {e1 + e2, f2, f3, f4}が直交系かつR4

の基底であるようにはできないことを示せ．

※ 従って，Gram–Schmidtの直交化法のようなことは一般にはできない．

†4Lorentz計量は符号を逆にして，⟨v | w⟩ = −v1w1 + v2w2 + v3w3 + v4w4 とすることも多い．
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b) 「定義」のような πW が存在したとする．このとき，任意の λ ∈ Rについて λπW

も同様の性質を満たすことを示せ．また，実際にはこのような πW は存在しない

ことを示せ．

ヒント：∀w,w′ ∈ W, ⟨w | w′⟩ = 0が成り立つ．

8) 「定義」のような πW が存在するためのW に関する条件（必要十分条件）を求めよ．

定義 18.20. V を線型空間とする（計量は入っていてもいなくても良い）．線型写像f : V → V

を，V から自分自身への写像と考えるとき，f を V の線型変換と呼ぶ．

定義 18.21. V,W を線型空間とし，それぞれ計量 ⟨ · | · ⟩V , ⟨ · | · ⟩W が入っているとする．線
型写像 f : V → W が計量を保つあるいは等長的であるとは，

∀ v, v′ ∈ V, ⟨f(v) | f(v′)⟩W = ⟨v | v′⟩V

が成り立つことを言う．V = W, ⟨ · | · ⟩V = ⟨ · | · ⟩W であって，f を線型変換と考えると

きには，計量を保つ線型変換を等長変換と呼ぶ（計量を保つ線型変換と呼んでも間違いでは

ない）．

問 18.22. 1) V = Rnとし，ユークリッド計量を考える．また，E を V の正規直交基底

とする．f を V の等長変換とし，Aを E に関する表現行列とするとA ∈ Onが成り立

つ，即ち，tAA = A tA = Enが成り立つことを示せ．また，逆も成り立つことを示せ．

2) V = Cn とし，エルミート計量を考える．また，E を V の正規直交基底とする．f

を V の等長変換とし，Aを E に関する表現行列とするとA ∈ Unが成り立つ，即ち，

A∗A = AA∗ = Enが成り立つことを示せ．また，逆も成り立つことを示せ．ここで

A∗ = tAはAの随伴行列を表す（これは一般的な記号である）．

3) 1), 2)において V はKnである必要はなく，一般の n次元K-線型空間（と計量）で良

いことを示せ．

問 18.23. H ⊂ V を部分線型空間とし，Hに関する鏡映を rとする．rは等長変換であるこ

とを示せ．

問 18.24 (第 8回も参照のこと). Rnと，標準的なユークリッド計量を考える．さて，A : R →
Mn(R)は微分可能だとする（Aを成分を用いて表したとき，各成分が微分可能だとする）．

また，

∀ t ∈ R, A(t) ∈ On,

A(0) = En
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が成り立つとする．v, w ∈ Rnについて F (t; v, w) = ⟨A(t)v | A(t)w⟩と置く．

1) ∀ v, w ∈ Rn, F (t; v, w) = tv tA (t)A(t)w = F (0; v, w)が成り立つことを示せ．

2) ∀ v, w ∈ Rn,
d

dt
F (t; v, w) = 0が成り立つことを示せ．

3) X =
dA

dt
(0)とすると，

tX +X = On

が成り立つことを示せ．従ってXは歪対称行列であって，X ∈ onが成り立つ．

定義 18.25. A,B ∈ Mn(K)について

[A,B] = AB −BA ∈ Mn(K)

と定め，AとBのLie括弧積あるいはLie bracketと呼ぶ．

問 18.26. 1) A,B,C ∈ Mn(K)とする．

[B,A] = −[A,B]

が成り立つことを示せ．また，

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = On

が成り立つことを示せ．後者を Jacobi恒等式と呼ぶ．

2) Jacobi恒等式は

[A, [B,C]] = [[A,B], C] + [B, [A,C]]

と書き直せることを示せ．

※ 従って，例えばLA(X) = [A,X]と置くとLA([B,C]) = [LA(B), C] + [B,LA(C)]が

成り立つ．[B,C]をBとCの積と考えることにすると，これはLAが函数の微分と同

様に Leibnitz則を満たすことを意味する．

3) X,Y ∈ onとする．[X,Y ] ∈ onが成り立つことを示せ．

4) A : R → GLn(R)は微分可能だとする．このとき，
dA−1

dt
(t) = −A−1(t)

dA

dt
(t)A−1(t)

が成り立つことを示せ．ただしA−1(t) = A(t)−1である．

5) A : R → GLn(R)は微分可能だとし，また，A(0) = En が成り立つとする．また，

Y ∈ Mn(R)について
G(t) = A(t)Y A(t)−1
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と置く．X =
dA

dt
(0)とすると

dG

dt
(t) = [X,Y ]

が成り立つことを示せ．

※ 応用上はテンソル解析などで良く現れる．

行列式について

注 18.27. 行列式の定義には同値なものがいくつもある．例えば

1) 置換やその符号を用いて，行列の成分の多項式として定める．

2) 展開公式を用いて（より次数の低い行列の行列式の場合に帰着して）定める．

3) 多重線型性，交代性などを用いて，「～を満たすものは一意的なので，それを行列式と

呼ぶ」として定める．

4) 行列式の絶対値は，行列から定まるある図形の体積であるとし，符号は別途定めて行

列式とする．

といったことができる．もちろんこれらは全て同値である（どれかを定義として採ればほか

は証明できる）．何かを証明するとなった場合にはどれを定義としているか気にする必要が

生じることもあるが，単に行列式を用いる場合には都合の良いものを用いれば良い．

問 18.28. σ ∈ Snとする．Eσ = (aij) ∈ Mn(K)を

aij =

{
1, j = σ(i),

0, j ̸= σ(i)

により定める．このとき detEσ = sgn σが成り立つことを示せ．

注 18.29. 「S」は Sのフラクトゥール体である．書ければそれに越したことはないが，要

は「S」なので，ほかに Sで表されるものがなければ「S」と書いてしまって構わない．問

題はほかに「S」があるときで，この時は（あまりお行儀は良くないが）なんとかそれっぽ

く書いて「S」と区別する必要が生じる．

問 18.30. f1, . . . , fn : R → Rn は微分可能とする．F (t) = det[f1(t) · · · fn(t)] とすると
F : R → Rは微分可能であることを示せ．また，

DF = det[Df1 f2 · · · fn] + det[f1 Df2 f3 · · · fn] + · · ·+ det[f1 · · · fn−1 Dfn]

が成り立つことを示せ．
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問 18.31. 1) A ∈ Onとする．detA = ±1が成り立つことを示せ．

2) A ∈ Unとする．|detA| = 1が成り立つことを示せ．

（以上）
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