
２０１７年度ベクトル解析（理 I向け，足助担当）演習問題 ３ v1 2017/4/21（金）

問 3.1. p ∈ Rn, v ∈ TpRn とする．γ : R → Rn であって，C∞ 級であって，γ(0) =

p, Dγ(0) = vが成り立つ物が存在することを示せ．

ヒント：直線を考えればよい．

問 3.2. (x1, . . . , xn)を Rnの標準的な（通常の）座標とする．f : TRn → Rn × Rnを次

のように定める．v ∈ TRnとする．p ∈ Rnが一意的に存在して v ∈ TpRnである．TpRn

は
∂

∂x1 p
, . . . ,

∂

∂xn p
を基底とする線型空間であるから，v1, . . . , vn ∈ Rが一意的に存在して

v = v1
∂

∂x1 p
+ · · ·+ vn

∂

∂xn p
が成り立つ．そこで f(v) = (p, (v1, . . . , vn))と定める．このと

き，f は TRnから Rn × Rnへの全単射であることを示せ．

注 3.3. Mを一般の「多様体」（直感的には曲面などの「図形」である）とすると TpM，但

し p ∈ M，TM =
∪
p∈M

TpM と dimM が定まり，TpM ∼= RdimM が成り立つ．また，TM

も自然に多様体となる．このとき，TMとM×RdimMの間には全単射が存在するが，一般

にはこれは同相写像あるいは微分同相写像にはなり得ない．例えばメビウスの帯や，二次

元球面 S2はこのような Mの例である．一方，M = Rnや M = Bn = {p ∈ Rn | ∥p∥ < 1}
については TM と M × Rnは問 3.2の対応により微分同相である．詳しくは多様体に関

する教科書を参照のこと．

定義 3.4. p ∈ Rn, v ∈ TpRnとする．U を pを含む開集合とし，f : U → Rを C1級とす

る．v = v1
∂

∂x1 p
+ · · ·+ vn

∂

∂xn p
と表して，

v(f) = v1
∂f

∂x1
(p) + · · ·+ vn

∂f

∂xn
(p)

と定め，vに関する（vによる，v方向の）f の微分と呼ぶ．

問 3.5. p ∈ Rn, v ∈ TpRnとする．U を pを含む開集合とし，f : U → Rを C1級とする．

ϵ > 0, I = (−ϵ, ϵ)とし，γ : I → Rnを γ(0) = p, Dγ(0) = vをみたす C1級の曲線とす

る．このとき，v(f) =
d(f ◦ γ)

dt
(0)が成り立つことを示せ．特に，v(f)は γの選び方によ

らない．
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問 3.6. p ∈ Rn, v ∈ TpRnとする．U を pを含む開集合とし，f, g : U → Rを C1級と

する．

v(f + g) = v(f) + v(g),

v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g)

が成り立つことを示せ．

接ベクトルの座標変換の下での振る舞いは講義で述べたが，よく考えるとベクトルを写

す写像は座標変換（微分同相写像）である必要はない．そこで以下のように定める．

定義 3.7. U ⊂ Rn, V ⊂ Rmを開集合とし，φ : U → V を C1級とする（n = mであ

るとか，φが微分同相写像であるとかといったことは仮定しない）．また，Rnの座標を

(x1, . . . , xn)，Rmの座標を (y1, . . . , ym)とする．Rnと Rmの座標を用いて φ = (φ1, . . . , φm)

と表す．p ∈ U, v ∈ TpRnについて，v = v1
∂

∂x1 p
+ · · ·+ vn

∂

∂xn p
と表し，

wi =
n∑

j=1

∂φi

∂xj
(p)vj,

φ∗pv =
m∑
i=1

wi ∂

∂yi φ(p)

と定める．φ∗pv ∈ Tφ(p)Rmである．

行列の演算を援用すれば v =

(
∂

∂x1
· · · ∂

∂xn

)v1

...
vn

について，
φ∗pv =

(
∂

∂y1
· · · ∂

∂ym

)
Dφ(p)

v1

...
vn


が成り立つ．

問 3.8. U ⊂ Rn, V ⊂ Rmを開集合とし，φ : U → V を C1級とする．また，p ∈ U, v ∈
TpU = TpRnとし†1，q = φ(p)と置く．最後に，g : V → Rを C1級とする．

1) φ∗pv ∈ TqRmであることを確かめよ（納得すればよい）．

†1U が開集合でなければ一般には TpU = TpRn は成り立たない．くれぐれも注意すること．
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2)

(∗) (φ∗pv)(g) = v(g ◦ φ) = v(φ∗g)

が成り立つことを示せ（φ∗g = g ◦φが成り立つことは定義である）．なお，左辺は
φ∗pv(g)で表すことも多い†2．

問 3.8の結論 φ∗pv(g) = v(φ∗g)は，特に φが微分同相写像（変数変換）である場合に

は例えば物理的には次のように解釈できる．スカラー場が与えられたとして，その微分

は慣性系（座標）の選び方には依存しないはずである．もちろん，微分を表す成分（テン

ソル）は慣性系に依存するが，それは慣性系の変換に従って写りあわなければいけない．

物理における慣性系の選び方は，数学では座標の定め方に対応する（例えば空間が Rnで

あれば多くは直交座標（通常の座標）を選ぶが，目的に応じて極座標や，もっと一般の座

標を用いる）．今の場合，U と V は φを通じて同じと考えている†3．従って V 上の函数

gは U 上では g ◦ φで与えられる．また，U を用いて表される v ∈ TpU は V を用いて表

される φ∗pvに対応する．つまり，pと φ(p)，φ∗gと g，vと φ∗pvがそれぞれ本来は「同

じ」ものを表しているが，それぞれ U上，V 上での表現である，ということである．従っ

て「同じ」スカラー場の「同じ」ベクトルに関する微分は等しくないといけない．このこ

とを式で表したのが (∗)である．実際には φが座標変換ではなく，U から V への写像で

あっても式 (∗)は適切に意味づけができて成り立つ．

ここからは少し難しくなる．講義の範囲で言えばベクトル解析の理解には必ずしも必要

ではないが，結局のところ「正体」に近いので知っておいた方がよりよく理解できる．

接ベクトルの座標変換について.

U, V ⊂ Rnを開集合とし，φ : U → V を C1級の微分同相写像（座標変換）とする．U

の座標を (x1, . . . , xn)，V の座標を (y1, . . . , yn)とすると，p ∈ U, q = φ(q) ∈ V について

v = v1
∂

∂x1 p
+ · · ·+ vn

∂

∂xn p
∈ TpU(= TpRn)

と

w = w1 ∂

∂y1 q
+ · · ·+ wn ∂

∂yn q

∈ TqV (= TqRn),

†2定義域をよく考えれば，括弧を付けなくとも意味の通る計算の順序が一意的に定まる．
†3物理風に言えば U と V は同じ空間の別な座標系，慣性系であって，φが変換則を与えている，という

ことである．
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ただし

wi =
n∑

j=1

∂φi

∂xj
(p)vj,

即ち

(∗∗)

w1

...
wn

 = Dφ(p)

v1

...
vn

 ,

が対応し，このとき w = φ∗pvと表すのであった．これは線型代数で扱った基底の変換

を用いると次のように考えることができる．TpU と TpV は本来は同じ空間の接空間で

あるはずなので，この接空間を仮に T とする．T は n次元実線型空間である．そこで(
∂

∂x1 p
, . . . ,

∂

∂xn p

)
と
(

∂

∂y1 q
, . . . ,

∂

∂yn q

)
，ただし q = φ(p)，は T の順序付き基底である

と考える．u ∈ T とすると uは

u = v1
∂

∂x1 p
+ · · ·+ vn

∂

∂xn p
(= v)

= w1 ∂

∂y1 q
+ · · ·+ wn ∂

∂yn q

(= w)

と（一意的に）表すことができる．ところで，φ∗p
∂

∂xj p
=

n∑
i=1

∂φi

∂xj
(p)

∂

∂yi q
が成り立つ．行

列の記法を用いれば

(∗ ∗ ∗)
(

∂

∂y1 q
· · · ∂

∂yn q

)
Dφ(p) =

(
∂

∂x1 p
· · · ∂

∂xn p

)
が成り立つ．

問 3.9. (∗ ∗ ∗)が成り立つことを示せ．
ヒント：講義で述べた変換則の特別な場合である．

式 (∗ ∗ ∗)は，φは T の順序付き基底
(

∂

∂x1 p
, . . . ,

∂

∂xn p

)
から

(
∂

∂y1 q
, . . . ,

∂

∂yn q

)
への

変換（変換行列）Dφ(p)を定めると理解することができる．従って，vと wが同じベクト

ル（今の場合 u）を表すためには (∗∗)が成り立つことが必要十分である．
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上下の添字について.

成分を用いて計算するならば

φ∗pv(g) =

(
m∑
i=1

n∑
j=1

∂φi

∂xj
(p)vj

∂

∂yi φ(p)

)
g

=
m∑
i=1

n∑
j=1

∂φi

∂xj
(p)vj

∂g

∂yi
(φ(p)),

v(φ∗g) =

(
n∑

j=1

vj
∂

∂xj p

)
(g ◦ φ)

=
n∑

j=1

vj
m∑
i=1

∂g

∂yi
(φ(p))

∂φi

∂xj
(p)

が成り立ち，等しい．上に付いている添字（例えば xjの j）は
∂

∂xj
の用に「分母」に現

れるときには下に付いていると考えると，いずれの式についても上付きの添字と下付きの

添字が組になっている．これらは打ち消しあうと考えると，得られるものは上にも下にも

添字が付いていないということになる．これは得られるもの（φ∗pv(g) = v(φ∗g)）がスカ

ラー場であって，座標系の取り方によらないことに対応する．一方，本来 u ∈ T で表さ

れるようなベクトルがあるとして，U を用いれば uは

v = v1
∂

∂x1 p
+ · · ·+ vn

∂

∂xn p
∈ TpU(= TpRn)

と表され，V を用いると uは

w = φ∗pv = w1 ∂

∂y1 q
+ · · ·+ wn ∂

∂yn q

∈ TqV (= TqRn)

と表されるとする．すでに調べたように，一般には vi = wiは成り立たない（実際には (∗∗)
が成り立つ）．つまり，vや wは，viを wiに，

∂

∂xi p
を

∂

∂yi q
に形式的に取り替えれば同

じ対象 uを表すと言う意味で座標の選び方に依らない．一方，成分 viや wi自体は座標

の選び方に依存する．これも vや wにおいては添字の上下が打ち消し合っているが，vi

や wjそのものは上付きの添字があることに対応する．一般には上下に二つ以上の添字を

持つ量（テンソル）や，上にも下にも同時に添字を持つ量も扱う．これについては追々述

べる．

（以上）
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