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行列のノルムについて簡単に復習しておく．

定義 12.1. A = (aij) ∈ Mm,n(C)について ∥A∥ =

√∑
i,j

|aij|2と置き，Aのノルムと呼ぶ．よ

り細かくは，2-ノルム，標準的なノルム，などと呼ぶ．

次が成り立つのであった．

補題 12.2. A ∈ Mm,n(C), B ∈ Mn,l(C)について ∥AB∥ ≤ ∥A∥ ∥B∥が成り立つ．

実行列については既に述べたが，複素行列についても同様に成り立つ．証明はほとんど同

一であるが，ユークリッド計量の代わりにエルミート計量を用いる．興味があれば示してみ

るとよいが，とりあえず認めてしまって良い．

ここからが本題である．

問 12.3. m ∈ Nについて sm(x) =
m∑

n=0

1

n!
xnと定める．a < b ∈ Rとすると，(sm)m∈Nは [a, b]

上一様に絶対収束することを示せ．

注. 一般に，R上の函数列 (fn)n∈Nが，任意の閉区間 [a, b]上一様収束することを (fn)n∈Nは

広義一様収束あるいはコンパクト一様収束すると言う．

問 12.4 ∗∗. R上の函数列 (fn)n∈Nはコンパクト一様収束すると仮定する．a < bを固定する

と (fn)n∈Nは [a, b]上の函数に一様収束するから，収束極限を fa,bとする．

1) c ≤ a < b ≤ dとすると，fc,d|[a,b] = fa,bが成り立つことを示せ．

2) f : R → Rを，a ≤ x ≤ bなる a < bを選んで

f(x) = fa,b(x)

とすると，f は a, bの選び方に依らずに定まることを示せ．

3) 各 fnが連続ならば f は連続であることを示せ．

問 12.5. A ∈ Mn(C)とし，

expA =
+∞∑
m=0

1

m!
Am = lim

l→+∞

l∑
m=0

1

m!
Am

と置く．

1) A = (aij) ∈ Mn(C)とすると，|aij| ≤ ∥A∥が成り立つことを示せ．
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2)
1

m!
Amの (i, j)-成分を bij(l)とし，sij(l) =

l∑
k=0

bij(l)とする．(sij(l))l∈Nはコーシー列

であることを示せ．したがって (sij(l))l∈Nは l → +∞のとき収束するので，収束極限
を xijとすれば，expA = (xij)が成り立つ．

3) 級数 (sij(l))l∈Nの収束は絶対収束であることを示せ．即ち，Sij(l) =
l∑

k=0

|bij(l)|とする

と (Sij(l))l∈Nは収束することを示せ．

ヒント：C = (|aij|)i,j) ∈ Mn(R)とする．2)によって expCの各成分は収束している．
1

m!
Cmと

1

m!
Amの (i, j)-成分を比較してみよ．

4) R > 0を固定し，MR = {A ∈ Mn(C) | ∥A∥ ≤ R}とする．級数 (sij(l))l∈Nの収束は次

の意味で MR上で一様であることを示せ，即ち，

∀ ϵ > 0, ∃N ∈ N, A ∈ MR, n ≥ N ⇒ |sij(l)− xij| < ϵ

が成り立つ．また，(Sij(l))l∈Nの収束極限を yijとすると，

∀ ϵ > 0, ∃N ∈ N, A ∈ MR, n ≥ N ⇒ |Sij(l)− yij| < ϵ

が成り立つことを示せ．この意味で，級数 (sij(l))l∈NはMR上で一様に絶対収束する．

ヒント：後半の証明は 3)と同様にできる．問題は前半である．sij(l)や Sij(l)は Aに

依存することに注意せよ．

問 12.6. f, g : R → Rとする．

1) f(x) =

x2 sin
1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0,
g(x) = xとする．f は x = 0で微分可能であることを示

せ．また，lim
x→0

f

g
(x)は存在するが lim

x→0

Df

Dg
(x)は存在しないことを示せ（収束しないこ

とはきちんと収束の定義に基づいて示すこと）．

2) f(x) = sin x, g(x) = xとする． lim
x→+∞

f

g
(x)は存在するが lim

x→+∞

Df

Dg
(x)は存在しない

ことを示せ（収束しないことはきちんと収束の定義に基づいて示すこと）．

（以上）
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