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問 11.1. a ∈ R，f : I → Rとする．

1) 級数
+∞∑
n=0

an(x − a)nは I ⊂ R上 f = f(x)に一様収束するとする．x ∈ I について

lim
m→+∞

m∑
n=0

an(x− a)n = f(x)が成り立つことを示せ．

2) 級数
+∞∑
n=0

an(x− a)nが I ⊂ R上 f = f(x)に一様収束することと，条件

∀ ϵ > 0∃N ∈ N, n ≥ N ⇒ sup
x∈I

∣∣∣∣∣f(x)−
+∞∑
n=0

an(x− a)n

∣∣∣∣∣ < ϵ

が成り立つことは同値であることを示せ．

問 11.2 (講義の例 2.1.2も参照のこと). n ∈ Z, n > 1とする．fn : R → Rを

fn(x) =


n2x, 0 ≤ x <

1

n
,

2n− n2x,
1

n
≤ x <

2

n
,

0, その他

により定める．また，f = 0（恒等的に 0である函数）とする．このとき，(fn)n>1は f に R
上各点収束するが，一様収束しないことを示せ．

問 11.3. I ⊂ Rとし，(fn)n∈Nを I上の連続な函数列（連続な函数からなる函数列）とする．

また，f : I → Rとし，n → +∞で (fn)n→+∞は I上 f に一様収束するとする．この時，f

は I上連続であることを以下に従って示せ．a ∈ I, ϵ > 0とする．目標は

∃ δ > 0, x ∈ I, |x− a| < δ,⇒ |f(x)− f(a)| < ϵ

が成り立つことを示すことである．

1)

∃n ∈ N, ∀x ∈ I, |f(x)− fn(x)| <
ϵ

3
が成り立つことを示せ．

2) 1)の nについて，

∃ δ > 0, x ∈ I, |x− a| < δ ⇒ |fn(x)− fn(a)| <
ϵ

3

が成り立つことを示せ．
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3) 2)の δについて，

x ∈ I, |x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ϵ

が成り立つことを示せ．

ヒント：f(x)− f(a) = (f(x)− fn(x)) + (fn(x)− fn(a)) + (fn(a)− f(a))が成り立つ．

問 11.4. 1) s ∈ N, s > 0とする．
+∞∑
n=1

(−1)n
1

ns
は sによらず収束し，収束が絶対である

ことと s ≥ 2であることは同値であることを示せ．

2) s ∈ R, s > 0とする．
+∞∑
n=1

(−1)n
1

ns
が収束することと s ≥ 1が成り立つことは同値で

あることを示せ．また，収束が絶対であることと s > 1であることは同値であること

を示せ．

問 11.5. f : R → Rを f(x) =
1

1 + x2
により定める．

1) f は C∞級であることを示せ．

2) f は Cω級であることを示せ．

3) f の 0 ∈ Rにおけるテーラー展開は

f(x) =
+∞∑
n=0

(−1)nx2n

で与えられることを示せ．4)の右辺は x = 1で収束しないことを示せ．また，x = 1

における f のテーラー展開を求めよ．

問 11.6. 以下の函数の，a ∈ Rnにおけるテーラー展開を求めよ（a, nは個別に定める）．

1) f(x) = ex, a = 0 ∈ R
2) f(x) = ecosx, a = 0 ∈ R
3) f(x) = tan x, a = 0 ∈ R
4) f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ arx

r, a = b ∈ R
5) f(x) = arctan x, a = 0 ∈ R，ただし，arctanは arctan 0 = 0であるように定める．

6) f(x, y) = ex+y, a = (0, 0) ∈ R2

（以上）
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