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問 9.1. f : Rn → Rmを線型写像とすると，f は C∞級であることを示せ．

問 9.2. f : R → Rを

f(x) =

{
e−

1
t , t > 0,

0, t ≤ 0

により定める．

1) f は C∞級であることを示せ．

2) a0, a1, . . . ∈ Rが存在して，∀x ∈ R, f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · が成り立つとす

る．より正確には，任意の x ∈ Rについて lim
n→+∞

n∑
m=0

amx
mが成り立つとする（ただ

し，x ∈ Rについて x0 = 1と定める）．このとき，a0 = a1 = · · · = 0が成り立つこと

を示せ．

3) ∀x ∈ R, f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · は成り立たないことを示せ．また，Iを 0を含

む開区間とすると ∀x ∈ I, f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · は成り立たないことを示せ．

0を含む開区間 Iが存在して ∀x ∈ I, f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · が成り立つ時，f は 0

においてテーラー展開可能であると言う．等号がどのような意味で成り立つか，といった詳

しいことは後日扱う．ここでは C∞級の函数でもテーラー展開可能とは限らない，というこ

とを理解すれば良い．

問 9.3 ∗. 一変数函数についての逆函数定理（定理 4.4.5）をいわゆる ε–δ論法を用いて示せ．

また，最後の主張 f(V ) = (s, t)が成り立つことを示せ．さらに，実際には s = f(p− ε), t =

f(p+ ε)が成り立つことを示せ．

問 9.4. f(x) = x3 − xとして，p = 0，p = 1，p = −1の場合に逆函数定理がどのように成

り立つか調べてみよ．また，p =
1√
3
の時に定理の仮定がみたされず，結論も成り立たない

ことを確かめよ．

f が線型写像の場合には，逆函数定理や陰函数定理は理解しやすい．なお，問 9.5と 9.6

は純粋に線型代数の問題である．「線型代数学」で行列のランクや次元について学んでから解

けば良い．

問 9.5. f : Rn → Rmを線型写像とする．

1) f の表現行列を A ∈ Mm,n(R)とすると Df = Aが成り立つ（∀x ∈ Rn, Df(x) = A

が成り立つ）ことを示せ．
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2) f が線型同型写像であるならば n = mが成り立つことを示せ．

3) n = mであって，detDf ̸= 0が成り立つならば，fは線型同型写像であることを示せ．

問 9.6. f : Rn×Rm → Rmを線型写像とする．二つある Rmを区別するため Rn×Rmの Rm

を V，もう一方の Rmを W とする．また，Df = (P1 P2)と P1 ∈ Mm,n(R), P2 ∈ Mm(R)
と区分けすると P2 ∈ GLm(R)が成り立つとする．

1) Rnから V = Rmへの線型写像 gが存在して f(x, g(x)) = o ∈ Rmが成り立つことを

示せ．

ヒント：fの表現行列を F，gの表現行列を Gとするならば，F = (P1 P2)，F
(
En

G

)
=

Om,nが成り立つ．

2) (x, y) ∈ Rn × Rmについて f(x, y) = oが成り立つならば，1)の gについて y = g(x)

が成り立つことを示せ．

（以上）
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