
２０１７年度微分積分学（理 I 24–27組向け，足助担当）演習問題 ８ v3 2017/6/5（月）

’17/6/4：定義 8.9と問 8.10を追加．

’17/6/6：問 8.7の 1)の誤植を修正．

問に時々付けている「∗」は難しかったりやや脱線気味であって，場合によっては外の問を優先
して解いてもよいことを意味する．「∗」の数が多ければ多いほどその度合いが高い．

問 8.1. f : R → Rmを写像とする．f が a ∈ Rにおいて微分可能であることと，f が aにおい

て左右から微分可能であって，しかも左右の微分係数が一致することは同値であることを示せ．

また，このとき，f の aにおける微分係数は，f の aにおける左右の微分係数と等しいことを

示せ．

問 8.2. 1) K = Rあるいは K = Cとする．φ : Mm,n(K) → Kmnを，A = (aij) ∈ Mm,n(K)

について

φ(A) =



a11
a12
...

a1n
a21
...

a2n
...

amn


∈ Kmn

により定める．φ : Mm,n(K) → Kmnは（K-）線型同型写像であることを示せ．

2) 1)で，成分の並べ方を外の並べ方に変えて，φと同様に写像を定めてもやはり線型同型

写像が得られることを示せ．

Mm,n(K)を定義域や値域とする写像を考える際には，しばしばこのようにして Mm,n(K)を

Kmnとみなして議論を進める．

定義 8.3. x1, . . . , xnを変数とする．有限個の定数 ar1,...,rnを用いて

f(x1, . . . , xn) =
∑

r1,...,rn

ar1,...,rnx
r1
1 · · ·xrn

n

と表すことのできる函数を（n変数の）多項式と呼ぶ．変数や定数は実数であったり，複素数

であったり，もっと一般の「数」であったりする．

問 8.4. 1) 変数や定数は実数とする．n変数の多項式を Rnから Rへの写像とみなすと C∞

級であることを示せ．
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2) 変数や定数は複素数とする．実部と虚部を分けて並べることにより Cnを R2nとみなす．

n変数の多項式を Cn = R2nから C = R2への写像とみなすと C∞級であることを示せ．

問 8.5. 1) det : Mn(R) → Rを行列式（を写像とみなしたもの）とする．Mn(R)を Rn2

と

同一視し，det : Rn2 → Rとみなすと detは C∞級であることを示せ．

2) det : Mn(C) → Cを行列式とする．Mn(C)を Cn2

と同一視し，更に，Cn2

の元を実部と

虚部に分けて並べることにより Cn2

を R2n2

とみなす．値域の Cも R2とみなす．この

とき，det : R2n2 → R2は C∞級であることを示せ．

問 8.6. U ⊂ Rnを開集合とし，a ∈ U とする．また，f : U → Mn(R)は aにおいて連続だと

する．

1) det ◦f : U → Rは aにおいて連続であることを示せ．ここで det ◦f(x) = det f(x)であ

る．det ◦f は det f と略記することが多い．

2) f(a) ∈ GLn(R)ならば，δ > 0が存在して x ∈ U, ∥x− a∥ < δ ⇒ f(x) ∈ GLn(R)が成り
立つことを示せ．

問 8.7. U ⊂ Rnを開集合とし，a ∈ U とする．また，f : U → Mn(R)とし，f は aにおいて微

分可能だとする．

1) det f : U → Rは aにおいて微分可能であることを示せ．

2) f(a) ∈ GLn(R)とする．このとき，δ > 0が存在して，V = {x ∈ U | ∥x− a∥ < δ}とお
くと x ∈ V について f(x) ∈ GLn(R)であって，V 上で

d

dx
f(x)−1 = −f(x)−1 df

dx
(x)f(x)−1

が成り立つことを示せ．

ヒント：2)の前半は問 8.6そのものである．後半は f(x)f(x)−1 = Enの両辺を微分して

みよ．

問 8.8. a < bとし，f : (a, b) → Rは微分可能であるとする．ただし，a = −∞あるいは b = +∞
の場合も許すことにする．このとき，以下が成り立つことを示せ．

1) ∀x ∈ (a, b), Df(x) ≥ 0であれば f は (a, b)で単調増加である．

2) ∀x ∈ (a, b), Df(x) > 0であれば f は (a, b)で狭義単調増加である．

3) ∀x ∈ (a, b), Df(x) = 0であれば f は (a, b)で定数である．

注意：f は [a, b]上で定まっているとは限らないので，講義における命題 4.2.4を用いるのであ

れば工夫が要る．
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定義 8.9 (復習). U ⊂ Rnが開集合であるとは，条件

∀ p ∈ U, ∃ δ > 0, x ∈ Rn, ∥x− a∥ < δ ⇒ x ∈ U

が成り立つことを言う．

問 8.10 ∗. U ⊂ Rnを開集合，f : U → Rは連続だとする．V = {x ∈ U | f(x) ̸= 0}とすると V

は開集合であることを示せ．

ヒント：a ∈ V とする．δ > 0が存在して x ∈ U, ∥x− a∥ < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < |f(a)|
2
が成り

立つ．最後の式を少し変形して |f(x)|に関する式に書き換え，V が開集合であることの定義と

比べてみよ．

（以上）
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