
２０１２年度数学 IA演習（理 I 35–39組）　第３回 ’12/5/22（火）４限

※ ’12/5/22，’12/5/23，’12/6/19，’12/6/20，’12/8/25に修正を加えた．

特に断らなければ ε ∈ R, N ∈ N+とする．また，時々ヒントを記すが無理に用いる必

要はない．一方，用いるのであればヒントに書かれていることもよほど当たり前のことで

ない限り示すこと．

問 3.1 (これは黒板では発表せず，自習†1せよ). z ∈ Cとする．z = x +
√
−1y, x, y ∈ R

と表し，f(z) =

(
x

y

)
∈ R2とすると f : C → R2が定まる．

1) f は全単射であることを示せ．つまり，∀ v ∈ R2, ∃ z ∈ C s.t. f(z) = v（全射性）

及び z1, z2 ∈ C, f(z1) = f(z2) ⇒ z1 = z2（単射性）が成り立つことを示せ．

2) z1, z2 ∈ C, λ, µ ∈ Rについて f(λz1 + µz2) = λf(z1) + µf(z2)が成り立つことを示

せ．これは f が Cから R2への実線型写像であることを意味する．

3) λ ∈ Cとする．λ = α +
√
−1β, α, β ∈ Rとする．すると，ある 2行 2列の実行列

Aが存在して ∀ z ∈ C, f(λz) = Af(z)が成り立つ．Aを α, βを用いて表せ．

4) z̄ = x −
√
−1yと置き，zの複素共役（複素共軛†2）と呼ぶ．f

(
f−1

(
x

y

))
を x, y

で表せ．

問 3.1の f を用いて R2を Cとみなしたもの（同一視したもの）をガウス平面あるい

は複素平面と呼ぶ†3．

定義 3.2. z ∈ Cとする．|z| =
√
zz̄ と置いて z の絶対値と呼ぶ．また，|z| ̸= 0の時，

z = |z| e
√
−1θ = |z| (cos θ +

√
−1 sin θ)が成り立つような θ ∈ Rを zの偏角と呼び，arg z

などと表す．θが zの偏角であれば n ∈ Zについて θ+2πnも zの偏角である．これでは

不便な場合には，例えば偏角は [0, 2π)や [−π, π)に属すると人為的に仮定する，

定理 3.3 (前期あるいは後期のいずれかで扱う). z, z1, z2 ∈ Cとする．

1) ez1+z2 = ez1ez2が成り立つ．

2) z ∈ Rとすると e
√
−1z = cos z +

√
−1 sin zが成り立つ．

問 3.4. z, z1, z2 ∈ Cとする．

1) |z| ≥ 0が成り立つことを示せ．また，|z| = 0と z = 0は同値であることを示せ．
†1自習と独習とは必ずしも一致しない．
†2常用漢字表あるいは指導要領の都合だと思うが，「役」と「

くびき

軛」では意味が異なる．本来は後者である．
†3複素数平面というのは恐らく教科書用の造語である．



2) |z1z2| = |z1| |z2|が成り立つことを示せ．

3) z1, z2 ̸= 0とする．すると z1と z2の偏角の和と z1z2の偏角は等しいことを示せ．

4) |ez|を zの実部と虚部を用いて表せ．

5) z ∈ C, z ̸= 0とする．このとき w ∈ Cが存在して z = ewが成り立つことを示せ．

また，このような wを全て求めよ．

6) |z̄| = |z|が成り立つことを示せ．また，arg z̄ = −arg zが成り立つことを示せ．

7) z ∈ Cとし，z = x+
√
−1y, x, y ∈ Rと表す．|z| =

∥∥∥∥(xy
)∥∥∥∥が成り立つことを示せ．

問 3.5. z1, z2 ∈ Cとする．また，z1, z2の実部と虚部はそれぞれ正の実数であるとする．

1) z1 + z2を作図せよ．

2) |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|が成り立つことを示せ．

3) z1z2を作図せよ．

問 3.6. {an}n∈N+を複素数列とする．

1) an = rne
√
−1θn と rn ≥ 0, θn ∈ Rを用いて表す． lim

n→+∞
an = 0が成り立つことと，

lim
n→+∞

rn = 0が成り立つことは同値であることを示せ．

2) a ∈ C, a ̸= 0とする．r > 0, θ ∈ Rを用いて a = re
√
−1θと表す．このとき，以下

は同値であることを示せ．

(a) lim
n→+∞

an = aが成り立つ．

(b) 十分大きな nについて an ̸= 0が成り立ち，かつ θn ∈ (θ−π, θ+π)が一意的に存

在して an = |an| e
√
−1θnが成り立つ．更に，{an}, {θn}に関して lim

n→+∞
|an| = |a|

かつ lim
n→+∞

θn = θが成り立つ．

ヒント：(a)が成り立つならば ∀ r > 0, ∃N > 0 s.t. n ≥ N ⇒ an ∈ Ba(r)が成り立

つ．一方，rが十分小さければ Ba(r) ⊂ C \ {0} = {z ∈ C | z ̸= 0}が成り立つ．さら

に，Ba(r)は中心角が小さい扇形に含まれる．

定義 3.7. v = t(v1 · · · vn) ∈ Cnとする．また，p ∈ R, p ≥ 1とする．∥v∥p = (|v1|p +

· · ·+ |vn|p)
1
p (∈ R)と置いて vの p-ノルムと呼び，∥ · ∥を Rnの p-ノルムと呼ぶ†4．また，

∥v∥∞ = max
1≤i≤n

|vi|と置いて vの最大値ノルムと呼ぶ．1-ノルムを絶対値ノルムと呼ぶこと

がある．

†4p-進ノルムと呼ばれるノルムも存在する（ここでは扱わない）が，混同しないこと．なお，p-進ノルム
は Rn 上のノルムではない．



2-ノルムは高校までで用いてきたベクトルの長さと同じものである．また，複素数の絶

対値は Cをガウス平面と考えて R2と同一視すれば R2の 2-ノルムである．一般の p-ノ

ルムも，ベクトルの長さの持ついくつかの性質をそのまま持つ．

問 3.8. p ≥ 1あるいは p = ∞とする．また v, w ∈ Cnとし，λ ∈ Cとする．以下の性

質のうち 1)と 2)が成り立つことを示せ（3)は少し大がかりになるので問 3.10と 3.11に

回す）．

1) ∥v∥p ≥ 0であって，等号が成立することは v = 0と同値である．

2) ∥λv∥p = |λ| ∥v∥pが成り立つ．

3) ∥v + w∥p ≤ ∥v∥p + ∥w∥pが成り立つ．

一般に，V が線型空間であるとき，上の三つの性質を持つ V から Rへの写像をV（上）

のノルムと呼ぶ．

2-ノルムは内積（計量）と関係が深く，次が成り立つ．

問 3.9. ⟨ · | · ⟩で Rnの標準内積を表す．つまり，v = t(v1 · · · vn), w = t(w1 · · · wn) ∈ Rn

について，⟨v|w⟩ =
n∑

i=1

viwiと置く．また，vの 2-ノルムを ∥v∥で表す．

1) ∀ v ∈ Rn, ∥v∥2 = ⟨v|v⟩が成り立つことを示せ．

2) ∀ v, w ∈ Rn, ⟨v|w⟩ = ∥v + w∥2 − ∥v∥2 − ∥w∥2

2
が成り立つことを示せ．

3) n > 1とし，p ≥ 1あるいは p = ∞とする．Rnのある内積（標準内積とは限らな

い） ⟨ · | · ⟩′について 1)と同様の性質 ∀ v ∈ Rn, ∥v∥2p = ⟨v|v⟩′が成り立つのであれ

ば p = 2であることを示せ．

4) p ≥ 1あるいは p = ∞とする．R1上では p-ノルム達は全て同一であることを示せ．

問 3.9と同様のことは Cnと，Cn上の p-ノルムについても成り立つが，やや煩雑にな

るので省略する．

問 3.10. a, b ≥ 0とする．また，p ≥ 1とし，f : R → Rを f(x) = xp−1により定める．

1) f のグラフと x-軸及び直線 x = aにより囲まれる有界な図形の面積を aと pを用

いて表せ．

※ 図形が一点からなる場合もある．

2) q =
p

p− 1
と置く．f のグラフと y-軸及び直線 y = bにより囲まれる有界な図形の

面積を bと qを用いて表せ．



3) （ヤング（Young）の不等式）．p, q ≥ 1,
1

p
+

1

q
= 1の時 ab ≤ ap

p
+

bq

q
が成り立つ

ことを示せ．また，等号が成り立つための a, b, p, qに関する（必要十分）条件を求

めよ．

問 3.11. v = t(v1 · · · vn), w = t(w1 · · · wn) ∈ Cnとし，p, q ≥ 1,
1

p
+

1

q
= 1あるいは

（形式的に）p = 1, q = ∞とする．

1) （ヘルダー（Hölder）の不等式）．
∣∣∣∣ n∑
i=1

viwi

∣∣∣∣ ≤ ∥v∥p ∥w∥qが成り立つことを示せ．

ヒント：v = 0あるいは w = 0である場合には容易である．v, w ̸= 0であるときには
|vi|
∥v∥p

と
|wi|
∥w∥q

にヤングの不等式を適用してみよ．q = ∞の時には別に処理する必要がある．

2) （ミンコフスキー（
Minkovski

MIHKOBCKI）の不等式）．∥v + w∥p ≤ ∥v∥p + ∥w∥pが成り立

つことを示せ．

ヒント：v + w = 0の時には容易である．v + w ̸= 0の時には ∥v + w∥pp を |vi + wi|と

|vi + wi|p−1 の積の和として表してヘルダーの不等式を適用する．q = ∞ の時には別に

処理する必要がある．

p-ノルム達には次のような関係がある．

問 3.12. p, q ≥ 1あるいは p, qの一方を ∞とすると，ある Cp,q ∈ R, Cp,q > 0が存在し

て，任意の v ∈ Rnについて
1

Cp,q

∥v∥q ≤ ∥v∥p ≤ Cp,q ∥v∥qが成り立つことを示せ．

問 3.12のような関係にあるノルムを同値なノルムと呼ぶ．つまり，p-ノルム達は同値

である．

問 3.13. ∥ · ∥ , ∥ · ∥′を Rn上の（p-ノルムとは限らない）ノルムとする．

1) n = 1であれば x ∈ Rについて ∥x∥ = |x|が成り立つことを示せ．

2) n > 1とする．Sn−1 = {v ∈ Rn | ∥v∥2 = 1}と置く．v ∈ Sn−1について，f(v) =
∥v∥
∥v∥′

と定めることができて（注 3.16も参照のこと），連続であることを示せ．

ヒント：定義さえできてしまえば，分子と分母がそれぞれ連続であることを示せば

よい（なぜか？）．

3) ∥ · ∥と ∥ · ∥′は同値であることを示せ．

Cn上のノルムについても同様のことが示せる．



r > 0とし，B(r)p = {x ∈ Cn | ∥x∥ < r}と置く．B(r)pは，ベクトルの長さを p-ノル

ムで測ることにしたときの半径 rの開球である．問 3.12により B

(
r

Cp,q

)
q

⊂ B(r)p ⊂

B(Cp,qr)qが成り立つ†5．

定義. R2の部分集合 S1を S1 = {t(x, y) ∈ R2 | ∃ θ ∈ R s.t. t(x, y) = t(cos 2πθ, sin 2πθ)}に

より定め，単位円周と呼ぶ．ただし，S1でより一般の円周（例えば R3内の，{t(x, y, z) ∈

R2 | ∃ θ ∈ R s.t. t(x, y, z) = t(cos 2πθ, sin 2πθ, 0)}で与えられる図形など）を表すことも

ある．

問 3.14. F : R → Rは連続であるとし，条件 ∀x ∈ R, k ∈ Z, F (x+ k) = F (x) + kをみ

たすとする．t(x, y) ∈ S1であるとき，t(x, y) = t(cos 2πθ, sin 2πθ)と表して

(3.15) f(x, y) = t(cosF (θ), sinF (θ)) ∈ S1

と置く．

1) f はきちんと定まっていることを示せ．つまり，（上のような θの選び方は複数ある

が）f(x, y)の値は θの選び方に依らず定まることを示せ（注 3.16も参照のこと）．

2) f を S1から R2への写像とみなすと連続であることを示せ．

注 3.16. 問 3.13の 2)の f や，問 3.14の f の定義には，それぞれ一見きちんと定まって

いるか問題がある（前者は分母が 0になっているかもしれないし，後者は θの選び方に

依るかもしれない）が，実際には問題がなく定義できている．このような状況を（日本語

の文章であっても）「（f は）well-definedである」と言う．

問 3.17 (問 3.14の続き). f : S1 → S1を連続な全単射とする（このとき f の逆写像も連

続であることが示される）．また，f は S1の「向き」を保つとする（ここでは p ∈ S1が

左回りに動くとき，f(p)もそうである，と考えればよい）．すると，問 3.14にあるよう

な連続写像 F が存在し，f は (3.15)のように表されることが知られている．F は一意的

ではないので，一つ選んで固定する．以下では F 0(x) = x，F n+1(x) = F (F n(x))とする．

1) x ∈ Rとする． lim
n→+∞

F n(x)

n
が存在することと， lim

n→+∞

F n(x)− x

n
が存在すること

は同値であることを示せ．また，これらが存在するのであれば等しいことを示せ．

2) x ∈ Rとし，k ∈ N+について，Gn : R → Rを Gn(x) = F n(x) − xにより定める．

k ∈ Zについて Gn(x+ k) = Gn(x)が成り立つことを示せ．
†5このことからベクトルの長さをどの p-ノルムで測っても Rn や Cn の開集合という概念が変わらない

ことが分かる．講義の本論からは外れるのでこの脚注に関しては気にしなくて良い．



3) Gn : R → Rは一様連続であることを示せ．また，最大値と最小値が存在すること

を示せ（ヒント：Gnは [0, 1]上の連続函数のように扱うことができる）．

4) F nは狭義単調増加であることを示せ．また，x2 < x1 < x2 + 1とすると Gn(x2)−

Gn(x1) < 1が成り立つことを示せ．

5) an = max
x∈R

Gn(x)，bn = min
x∈R

Gn(x)とすると an − bn < 1が成り立つことを示せ．

ヒント：4)の後半の式で x1, x2に関して最大，最小を適当に（適切に）取れば示

せるが，迂闊に処理をすると不等号が「≤」となってしまうので注意せよ．

6) x ∈ R, k ∈ N+とすると F kn(x) = F (k−1)n(x) + Gn(F
(k−1)n(x))が成り立つことを

示せ．また，bn ≤ F kn(x)− F (k−1)n(x) ≤ anが成り立つことを示せ．

7) x ∈ R, m ∈ N+とすると mbn ≤ Fmn(x)− x ≤ manが成り立つことを示せ．

8) 上の式で mを 1とすれば bn ≤ F n(x)−x ≤ anを得る．このことに注意して，xのみ

に依存する正の実数 Cと，正の整数Nが存在してm,n ≥ N ⇒
∣∣∣∣Gmn(x)

mn
− Gn(x)

n

∣∣∣∣ <
C

n
が成り立つことを示せ．

9) x ∈ Rを固定する．このとき
{
Gn(x)

n

}
n∈N+

はコーシー列であることを示せ．従っ

て
{
Gn(x)

n

}
は n → +∞の時収束するので極限を ρ(x)とする．

10) x, y ∈ R, x < yとする． lim
n→+∞

|F n(x)− F n(y)|
n

= 0が成り立つことを示せ．

11) ρ(x)は xに依らないことを示せ．

定義 3.18. 上のように定めた ρ (= ρ(x))を f の回転数と呼ぶ．回転数は F の選び方に依

るが，ρを 1で割った余り ρ mod Zは F の選び方に依らない．後者を fの回転数と呼ぶ

ことも多い．

問 3.19. R2をガウス平面と考えて Cとみなし，S1 ⊂ Cと考える．

1) S1 = {z ∈ C | |z| = 1}であることを示せ．

2) θ ∈ Rとし，f : C → Cを f(z) = e2π
√
−1θzにより定める．z ∈ S1であれば f(z) ∈ S1

が成り立つことを示せ．また，f を S1から S1への写像とみなしたとき，f の回転

数を求めよ（適当に F を固定してそのときの値を求めてもよいし，2πで割った余

りを求めても良い）．

（以上）


