
２０１１年度数学科学 III（足助担当）　演習問題 ’11/7/11（月）２限
’11/7/11 一部訂正

以下では特に断らなければ Rnには通常のリーマン計量をいれる．また，Rnの部分多様体には

Rnから定まるリーマン計量を入れ，それぞれ h · | · iで表す．

問 1. X ∈ X(R3)を X = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+

∂

∂z
により定める（左辺は X(x,y,z)とした方が丁寧だが

省略する）．

1) R3上の C∞級函数 f であって，grad f = Xが成り立つものを一つ求めよ．

2) Y ∈ X(R3)は Y (f) = 0（f は 1)で求めたもの）をみたすとする．このとき hX|Y i = 0
が成り立つことを示せ．なお，左辺は (x, y, z) ∈ R3 に対して hX(x,y,z)|Y(x,y,z)iを与える

函数である．

問 2. 1) f : R3 → Rを C∞級の函数とする．rot(grad f) = 0が成り立つことを示せ．

2) X ∈ X(R3)とする．div(rotX) = 0が成り立つことを示せ．

問 3. 1) Poincaréの補題と，rot，gradの定義を用いて，X ∈ X(R3)が rotX = 0をみたせ

ばある f ∈ C∞(R3)が存在して X = grad f が成り立つことを示せ．

2) Poincaréの補題と，div，rotの定義を用いて，X ∈ X(R3)が divX = 0をみたせばある

Y ∈ X(R3)が存在して X = rotY が成り立つことを示せ．

3) X = y3z2
∂

∂x
+ 3xy2z2

∂

∂y
+ 2xy3z

∂

∂z
と置く．rotX = 0であることを示し，grad f = X

なる f ∈ C∞(R3)を一つ求めよ．

4) X = e−y−z
∂

∂x
+ e−x−z

∂

∂y
+ e−x−y

∂

∂z
と置く．divX = 0であることを示し，rotY = X

なる Y ∈ X(R3)を一つ求めよ．

問 4. ω ∈ Ωk(Rn)とし，dω = 0とする．Poincaréの補題により，ある η ∈ Ωk−1(Rn)が存在して

ω = dηが成り立つ．ζ ∈ Ωk−1(Rn)について ω = dζ が成り立つとすると，ある μ ∈ Ωk−2(Rn)
が存在して η − ζ = dμが成り立つことを示せ．

問 5. B3 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 1}には R3 から自然に定まる向きを入れ，S2 には

B3の境界としての向きを入れる．

1) ω ∈ Ω2(R3)を ω = x3dy ∧ dz + y3dz ∧ dx+ z3dx ∧ dyにより定める．

Z
S2
ω を求めよ．

2) f(x, y, z) = x3 + y3 + z3とする．S2における f の最大値と最小値を求めよ（最大値・最

小値がなぜ存在するのかも考えてみよ）．



問 6. 以下に挙げる R2 \ {(0, 0)}上のベクトル場 Xを極座標表示に書き替えよ．より形式的に

言えば，f : R+ × R → R2 を f(r, θ) = (r cos θ, r sin θ)により定めるとき，Y ∈ X(R+ × R)で
あって f∗pYp = Xf(p)が任意の p ∈ R+×Rについて成り立つものを求めよ，ということである．

1) X = x2
∂

∂x
+ y2

∂

∂y

2) X = xy
∂

∂x
+

∂

∂y

3) X = log(x2 + y2)
∂

∂x
+

1

x2 + y2
∂

∂y

問 7. R3 と R2 の通常の座標をそれぞれ (x, y, z) と (u, v) とする．また，f : R3 → R2 を

f(x, y, z) = (x2 + y, xz)により定める．

1) ω = −vdu+ udvとするとき，f∗ωを求めよ．

2) R3の部分集合（実際には 1次元部分多様体）Cを C = {(x, y, z) ∈ R3 | x = 1, y2+z2 = 1}
により定める．Cには − z ∂

∂y
+ y

∂

∂z
が正の向きである（Cの向きと整合的になるよう

な）向きを入れる．このとき

Z
C

f ∗ωを求めよ．

問 8. M を Rmの境界のない k次元部分多様体，N を Rnの境界のない l次元部分多様体とす

る．M ×N = {(x, y) ∈ Rm × Rn | x ∈M, y ∈ N}と置く．

1) M ×N は Rm × Rn = Rm+nの境界のない (k + l)次元部分多様体であることを示せ．

2) f : Rm → R，g : Rn → Rとする．(x, y) ∈ Rm+n について h(x, y) = f(x) + g(y)と置く

と，grad h = grad f + grad gが成り立つことを示せ．ただし，Rm，Rn の座標をそれぞ

れ (x1, . . . , xm)，(y1, . . . , yn)とするとき，X ∈ X(Rm)を X + 0
∂

∂y1
+ · · ·+ 0 ∂

∂yn
と同一

視することにより X ∈ X(Rm+n)とみなす．Rn 上のベクトル場についても同様に Rm+n

上のベクトル場とみなす．

3) 2)と同じ状況で，f 0，g0でそれぞれ f, gの M，Nへの制限を表すこととする．h0を hの

M ×N への制限とすると grad h0 = grad f 0 + grad g0が成り立つことを示せ．

問 9. M,N をコンパクトで境界のない1 多様体，f : M → N を微分同相写像とする．また，g

を M の，hの N のそれぞれリーマン計量とする．

1) p ∈M，v, w ∈ TpM の時 (f∗h)p(v, w) = hf(p)(f∗pv, f∗pw)と定める．f∗hは M のリーマ

ン計量であることを示せ（本来は f ∗hがある意味で C∞級であることを示す必要がある

が，よく分からなければさしあたり各 p ∈Mについて (f ∗h)pが TpMの内積を定めるこ

とを示せばよい）．

2) f∗h = gが成り立つとする（このとき fは (M, g)から (N, h)への等長写像と呼ばれる）．

また，M,N は向き付けられていて，f は向きを保つとする．このとき vol gM = vol hN

が成り立つことを示せ．

（以上）

1更に M,N が「つながっている」（連結である）時には M,N は閉（closed）であると言う．


