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はじめに
タイトルにある通り、本稿の目的はある一つの特殊な領域が持つ特殊な性質の報
告であるが、その意味するところは背景の説明なしには伝えにくいので、準備と
して問題の出所を振り返っておこう。　　　　
多変数複素解析学においては、関数や写像をそれらの解析性を保ったままで拡張
する問題は様々な場面で現れ、重要である。解析接続によって写像の定義域が拡
張されて生ずる複素多様体は任意ではありえず、局所擬凸性という、凸性に似た幾
何学的な制約を受ける。ここから多変数関数論の基本的諸問題が生ずる。たとえ
ばこの多様体がCn上の領域である場合には、局所擬凸性から大域的な擬凸性すな
わち多重劣調和な皆既関数の存在が従い、その結果正則凸になる (岡の定理)。こ
の事実に基礎づけられた解析的方法により、関数の分解や近似に関わる種々の大
域的問題が、Cn上の領域に対してだけでなく、より一般な擬凸多様体上で、ある
ときは完全に一般化された設定で、またある時は自然な幾何学的条件の下で、増
大度や境界正則性の条件を付けて解かれてきた。これらの諸結果の多くは今日で
は Stein多様体上の定理としてまとめられている。

Stein多様体とは Stein[St]により 1951年に導入された複素多様体のクラスであ
り、「正則凸性」と「正則分離性」によって特徴づけられる。Steinの論文は、正
則領域上で Cousinの乗法的問題を解明した岡の第 3論文 (岡の原理)を一般化し
ているが、Stein多様体論そのものは大域的な座標の存在を踏まえた古典的な問題
への自然なアプローチであり、Severiらの代数幾何の影響を受けた考え方である
と言ってもよいだろう。岡の理論の複素多様体上への一般化は、まずH.Cartanに
よって岡の「不定域イデアル」を受けた形で、Stein多様体上の基本定理としてま
とめられた。その一つが解析的連接層のコホモロジー理論だが、これはC上の分
岐被覆面の高次元版にあたる Stein空間まで一般化された (cf. [G-R])。その結果、
解析関数論の基本的諸命題が Stein空間上の定理として記述され、その基礎の上
に、Riemann面のモジュライ理論の一般化にあたる種々の変形理論が展開された
ことは周知であろう。小平・Spencerによる複素構造の変形理論やGrauertの順像
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定理はその中でも特に重要な結果である。また、Serreによる射影的代数多様体上
の連接層の代数的理論や、それに続くGrothendieckによる代数幾何の新しい基礎
付けは、Stein空間論の代数幾何への feedbackと言えよう。
一方、岡の原理はCartanやGrauertらによる一般化のあと、Stein多様体上の正
則写像論の中でさらに研究が深められた。開 Riemann面が C上の Riemann領域
であることや、n ≥ 2のとき n次元 Stein多様体がCN(N = n +

[
n
2

]
+ 1)に複素閉

部分多様体として埋め込めることなどは有名な成果であるが、Stein多様体上でこ
れらを基礎づけるより一般的なホモトピー原理を求めて、新たに岡多様体の理論
が創出された。これは複素構造の変形の問題とも関連しながら進展中である。(cf.

[Ftn])。
さて、このような正則凸性からの展開とは別に、Grauertは岡の定理がLevi問題の
解に基礎づけられていることに注目し、学位論文 [G-1]で擬凸性と完備なKähler計
量の存在との関連性について初めて論じた。これは後に擬凸性の微分幾何的な意味
をそれ自身として掘り下げた研究 [G-2]へと展開し、さらにAndreotti-Vesentini[A-

V-1,2]やHörmander[Hm]のL2理論、およびFefferman[Ff]による強擬凸領域上の
Bergman核の漸近展開の解析へとつながった。
L2理論は本来は偏微分方程式論における関数解析的方法であるが、複素解析、微
分幾何、代数幾何への応用が広く、しかも解が精密な評価式つきで求められるとこ
ろに大きな利点がある。この方法は小平 [Kd]による多様体の代数性の特徴づけや
[Hm]におけるBergman予想の解決を起点として、Feffermanや平地 [Hi]らによる
微分幾何的な調和解析と連動しながら進展を続けてきた。特に 2012年の B locki、
Guan-Zhouによる吹田予想の解決以降、L2正則関数の評価付き拡張と Bergman

核のパラメータ依存性の関係が明確になったことは特筆すべき成果であろう。ち
なみに、後者は山口 [Y]によるRiemann面の解析族のRobin定数の変分の解析が
発端であり、それは西野 [Ni]が示したCの剛性のポテンシャル論的別証明であっ
た。このように、関数論のポテンシャル論的特性は時代とともに形を変えながら
伝わっている。

[G-2]で確立された強擬凸領域の正則凸性は一般の複素多様体上のLevi問題の解
であり、強擬凸領域上の連接層に対するコホモロジー有限性定理に基礎づけられ
ている。これによるコンパクトな例外集合の特徴づけである「ブローダウンが可
能 ⇐⇒ 強擬凸な基本近傍系が存在」は、解析空間の改変操作の理論において基
本的である (cf. [G-3])。Grauertと Riemenschneiderによる消滅定理 [G-Rms-1,2]

はそこからの展開の中で特筆すべき成果で、最近の乗数イデアルの理論にもつな
がるものである。なお、中野 [N]と藤木 [Fk]はGrauertらとは独立に、パラメー
タつきのブローダウン条件を研究し、より一般の擬凸多様体上の消滅定理を確立
した。
このように、多変数関数論の展開とともに次第に一般の擬凸領域上で多様な現
象が発見されるようになった。中でも、Grauertの「複素多様体上の注目すべき擬
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凸領域」と題された論文 [G-4]は、本格的な弱擬凸領域論への出発点である。ここ
では正則凸でない擬凸領域で強擬凸に近いものの例が与えられ、これにより境界
が次元のある解析的集合を含む場合も詳しく研究されるようになった。C2内の領
域に対してもこの方向で新境地が開かれ、特にDiederichと Fornaess[D-F]がワー
ムと呼ばれる特異な弱擬凸領域を発見したことは複素境界値問題の研究を一層深
める動機になった。その後、複素多様体上でも似た領域が発見されるなどしたこ
とから (cf. [D-Oh-1])、徐々にではあるがこうした例への総合的かつ一般的な理解
が進み (cf. [D-Oh-2])、弱擬凸領域は様々な視点から詳しく研究されるようになっ
たのである。

弱擬凸領域上のLevi問題からの１つの展開
複素多様体M と正則ベクトル束 E → M、および有界な局所擬凸領域 Ω ⊂ M

に対し、Ωの E-凸性すなわち E の正則切断に関する凸性が正則凸性にならって
Grauert[G-4]および Pinney[P]によって導入され、そうなるための幾何学的条件
が、[P], [A] および最近の [Oh-2,4]によって与えられた1。
念のため、複素多様体M の正則凸性は正則関数の集合O(M)を使って

∀γ ∈ MN s.t. γ(N)はM 内で非有界, ∃f ∈ O(M) s.t. f(γ(N))はC内で非有界

と書けることを思い出しておこう。ΩのE-凸性はこれに準ずる形で正則切断の集
合H0,0(Ω, E)によって

∀γ ∈ ΩN s.t. γ(N)は非相対コンパクト, ∃s ∈ H0,0(Ω, E) s.t. s(γ(N))はE|Ω内で非有界

で定義される。

問題は、この意味での凸性が結論できるためには領域の境界条件とベクトル束の
正値性がどれだけ必要かということだが、現状を一言でいうなら、擬凸多様体上
では岡・Grauert理論が自然に拡張されるのに対し、弱擬凸領域上でやってみると
微妙な問題が表れ、そこが障害となってまだ満足すべき精密な結果が得られてい
ないということになるだろう。例えばベクトル束係数の Bergman核についても、
境界挙動が最良と思われる形では示せていない (cf. [Oh-9])。
擬凸多様体への拡張が自明であったわけではなく、正直線束に関する凸性を小平
の埋め込み定理の拡張として予想したのは中野 [N-2]であったが、それは高山 [T-2]

が乗数イデアル層を解析することにより解決した。それに先だって得られたのが
負の標準直線束を持つ擬凸多様体の正則凸性であった (cf.[T-1])。これは Levi問題

1他の話題との関連が [Oh-7] でサーベイされている。
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の 1つの解であり、Grauertによる Stein多様体の特徴づけの 1つの拡張である一
方、藤田 [F]、武内 [Tk]、上田 [U]らによる PnやGrassmann多様体上の Levi問題
の解を、さらに弱い曲率条件下で拡張したことになっている。よって岡理論の延
長としても自然なものであろう。これはごく最近、[Oh-5]で標準直線束が無限遠
で負であるような擬凸多様体の正則凸性へと拡張されたが、これは強擬凸性とい
うGrauert流の正則凸性条件の拡張でもある。
同様のことが局所擬凸領域上でどこまで成立するかを調べた結果、[T-1]のもう
一つの拡張が [Oh-3,6]で得られたが、これは一定の曲率条件および境界正則性条
件の下で、有界な局所擬凸領域が CN の局所閉な解析集合の上へとプロパーに写
像されるというものであり、正則凸性が完全に結論付けられるところまでは行か
なかった。
ここで結論が正則凸性にまで届かなかったことに、かえって一つの新しい興味が
生まれた。それは Serreの問題の反例の一つがこれに似た状況を呈していたからで
ある。

Serreの問題とは Stein多様体をファイバーとし Stein多様体を底空間とするファ
イバー束が Steinかどうかを問う問題で、1953年に Serreが出題して以来、ファイ
バーと構造群をさまざまな場合に限定しながら多くの肯定的結果が得られた。そ
の中でも松島と森本の結果 [M-M]は有名で、Grassmann多様体上のLevi問題の解
決に応用された (cf. [U])。1977年に SkodaがC2束の場合に反例を構成し、その後
は主に種々の反例の研究が続いたが、中には岡の原理が成立するなど Stein的なも
のもある (cf. [R])。
さて、E-凸性の研究 [Oh-3,6]に関連する反例はC2の有界領域をファイバーとす
るもので、Coeuréと Loeb[C-L]により発見された。このファイバーは 2重円板を
Z2のある作用で約したもので、|z1|λ1 < |z2| < |z1|λ2 の形をしたReinhardt領域で
ある。一般に、ファイバーが有界正則領域であるときは全空間は正則分離性を持
ち、さらにファイバーの 1次元Betti数が 0である場合には正則凸であることも知
られている (cf. [S])。したがってこの例は特に珍しいものだったのだが、Colţoiu

とDiederichが [C-D]で指摘したように、これは局所擬凸性による Stein性の特徴
づけがCn内の解析的な局所閉集合に対しては成立しないことを示す最初の例でも
あった。
そこで [C-L]の例について調べた結果、まず次を示すことができた。
定理 1. C2の有界正則領域 F と σ ∈ AutF で次を満たすものが存在する。
1) σは固定点を持たず、AutF の真性不連続な無限巡回部分群 Γ = {σk; k ∈ Z}
を生成する。
2) 穴あき円板 D∗ := {z ∈ C; 0 < |z| < 1}と基本群 π1(D∗)からAutF への準同
型 ρで Imρ = Γを満たすものに対し、ファイバー束D∗ ×ρ F は Stein多様体では
ないが完備なKähler計量を持つ。
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Demaillyの学位論文 [Dm]や筆者の結果 [Oh-1]により、完備なKähler多様体上
ではL2理論が使いやすく、擬凸でなくても面白い結果が出せることがある。そこ
で定理１の応用を捜したところ、より詳しく次の事実が判明した。
定理 2. 商多様体 F/Γは正則分離的であるが正則凸ではない。

Coeuré-Loeb領域
ΩをCn内の有界な正則領域とする。Ωの正則自己同型群をAutΩで表す。固定
点を持たないAutΩの元で生成される無限巡回群 Γによる商空間Ω/Γは、一般に
は Stein多様体にはならない。以下ではこの点に潜む問題について論じる。
AutΩが Ωに推移的に作用するとき、すなわち Ωが等質有界領域であるときに
は、Ω/Γは Stein多様体であることが知られている (cf. [M])。このことより特に、
穴あき円板D∗上の解析的ファイバー束でファイバーが等質有界領域であるものは、
すべて Stein多様体になることがわかる。

Ωが等質的であれば、Bergman核KΩ(z, w)によって定まるBergman計量∂∂ logKΩ(z, z)

はAutΩの作用で不変であり、したがってΩ上の完備なKähler計量である。さら
にこのときそのポテンシャル関数である logKΩ(z, z)は

lim
z→∂Ω

logKΩ(z, z) = ∞

かつ
sup |∂ logKΩ(z, z)|∂∂ logKΩ(z,z)

< ∞

を満たす (cf. [K-Oh])。その結果、ある定数C > 0が存在して −1

log (KΩ(z, z) + C)
はΩ上の有界な強多重劣調和皆既関数となる。一般に、強多重劣調和な有界皆既
関数を持つ複素多様体は超凸多様体と呼ばれる。ファイバーが超凸であるときに
は、Stehlé [St]により Serreの問題の答えは肯定的であることが知られている。し
たがって、Stein多様体上の解析的ファイバー束は、ファイバーが等質な有界領域で
あれば Steinである。(このことは [K-Oh]に注意として書き加えておいてもよかっ
たことであろう。)

この一方で、C2内の有界な擬凸Reinhardt領域 F で次の性質を持つものが存在
する。

Ω = {z ∈ C; |ζ| < 1} × F のとき、AutF の元 σに対して σ̂ ∈ AutΩを

σ̂(ζ, z) :=

(
(2i− 1)ζ + 1

−ζ + 1 + 2i
, σ(z)

)
で定めるとき、Ω̂ := Ω/{σ̂k; k ∈ Z}が Steinでないような σが存在する。
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D∗の基本群 π1(D∗)からの準同型 ρ : π1(D∗) → AutF が ρ(π1(D∗)) = {σk; k ∈ Z}
を満たせば Ω̂ ∼= D∗×ρ F となることから、特にF をファイバーとするD∗上のファ
イバー束で Steinでないものが存在することになる。定義より、このファイバー束
はC∗上の束へと自然に拡張される。さらに後で示すように、σとしてC∗ ×C∗ ま
で作用が延長されるものがとれる。この作用は (1, 1)を固定点に持つが、F 上で
は真性不連続な Z作用を生成する。定理 1と定理 2はこの Z作用に関するもので
ある。

Stehléの定理により F は超凸ではない。実際 F の Bergman計量は完備ではな
い。(超凸ならBergman計量が完備になることは [B-P], [H], [C]により示されてい
る。)　そもそも F が Zの作用で約せるということ自体が驚きであったし、まし
てや F がZ不変な完備Kähler計量を持つということは全然期待していなかった。
そこで慎重を期すために、[C-L]に従って F の構成を復習しよう。

F の構成：　 H = {u ∈ C; Imu > 0}, T =

(
1+

√
5

2
1−

√
5

2

1 1

)
, V = T (H2) ⊂

C2 = {(z1, z2); z1, z2 ∈ C}, F = V/Z2. ただし Z2の作用は
(

z1

z2

)
7→

(
z1 + 1

z2

)

と
(

z1

z2

)
7→

(
z1

z2 + 1

)
で生成されるものとする。同じ作用により商空間C2/Z2

を作れば、写像 α :

(
z1

z2

)
7→

(
e2iπ(z1+z2)

e2iπz2

)
により C2/Z2 ∼= C∗ × C∗ ={(

v1

v2

)
; v1 ∈ C∗, v2 ∈ C∗

}
, F ∼= α(V ) である。

言い換えれば、
(

2 1

1 1

)
の固有値 λ1 =

3 +
√

5

2
および λ2 =

3 −
√

5

2
に属する

固有ベクトルX1 =

(
λ1 − 1

1

)
およびX2 =

(
λ2 − 1

1

)
に対して

V =
{
u1X1 + u2X2; u1, u2 ∈ C, Imu1 > 0, Imu2 > 0

}
であり(

(λ1 − 1)u1 + (λ2 − 1)u2

u1 + u2

)
=

(
z1

z2

)
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なので、α

(
z1

z2

)
=

(
e2iπ(λ1u1+λ2u2)

e2iπ(u1+u2)

)
となることから

α(V ) =
{( v1

v2

)
∈ (D∗)2; |v2|λ1 < |v1| < |v2|λ2

}
(1)

が得られる。よって特に α(V )は対数凸なReinhardt領域であり、従って擬凸であ
る2。以下では F を α(V )と同一視する。∂F は原点以外では局所的に Lipschitz連
続な関数のグラフになっているが、原点の近くではHartogsの三角領域 |z1| < |z2|
のように、領域内部の複素曲線をブローダウンしてできる境界点になっている。ト
ポロジカルには、∂F は 3次元トーラス内で 2次元トーラスを一点につぶした形を
している。
F = V/Z2でありA ∈ SL(2,Z)であるから、Aは V に作用するだけでなく F の
自己同型 σAを誘導している。σとしてこの σAをとれば上の Ω̂は Steinでないと
いうのが [C-L]の主定理である。そこの非 Stein性の証明は面白いが、定理１の主
要な主張は完備Kähler性なのでここでは深入りしない。
ちなみに、座標 (v1, v2)を用いれば、Aにより (v1, v2) = (e2iπ(z1+z2), e2iπz2)が

(e2iπ(2z1+z2+z1+z2), e2iπ(z1+z2)) = (v31v
−1
2 , v1)に対応付けられるので、σAは C∗ × C∗

の自己同型へと拡張される。よってこれに付随したC∗上のC∗×C∗束が定まるが,

Ω̂が Steinではないのでこの束も Steinではない3。
容易にわかるように {σk

A(v1, v2); k ∈ Z} は F 内に集積点を持たないから F̂ :=

F/{σk
A; k ∈ Z} は複素多様体である。実際、これは集合

(
3 −1

1 0

)ℓ(
x

y

)
+

(
2mπi

2nπi

)
; ℓ,m, n ∈ Z


が任意の

(
x

y

)
∈ C2 \

√
−1R2　に対して C2 \

{(
0

0

)}
内で離散的であるこ

とから分かる。 Aの形からこの多様体のエンドは 2個の連結成分を持つ4ので、こ
れが非 SteinであることはBochner-Hartogs型拡張定理の簡単な帰結である (定理
2の後半部の証明)。

定理１の証明
F̂ は D2の商空間なので、D2上の Bergman計量が F̂ 上の完備なKähler計量を
誘導することは明白。

2[C-L]に従って書いたのでこういう説明になったが、V ∼= D×Dなので、α(V )の擬凸性は既に触れたようにMiebach
の定理に含まれている。しかし α(V ) ∼= D∗ × D∗ であろうと即断してはいけない。すぐ述べるように、α(V ) は軌道が相
対コンパクトではない Z 作用を持つ。

3Stein 多様体内の任意の局所擬凸擬凸領域は Stein である。
4σA の作用は ∂F \ ({(0, 0)} ∪ {|v1| = 1} × {|v2| = 1}) 上に離散的な作用として延び、その商空間としてコンパクト

な 3 次元の Levi 平坦多様体が生じる。
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du1 ∧ du2は σA-不変なので F 上では Bergman核だけでなく Bergman核関数も
σA-不変である。よって F̂ は標準束が自明な完備Kähler多様体で、しかも F̂ 上の
自明束は正であるので、L2評価の方法により F̂ が正則分離的であることを結論付
けることができる (定理 2の前半部の証明)。

ちなみに、 無限積

· · · (1 − v−3
1 v82)(1 − v−1

1 v32)(1 − v2)(1 − v1)(1 − v31v
−1
2 )(1 − v81v

−3
2 ) · · · (2)

が F 上で局所一様に収束することが言えれば F̂ 上の非定数正則関数の具体例に
なるのだが、この収束には微妙な点があるようで、一つの課題として残っている。
この観察を拡げて F̂ の正則分離性が示せるところまで進めれば面白いかもしれな
い5。 また、Aに限らず SL(2,Z) \

{( 1 0

0 1

)}
に属する任意の対称行列につい

ても同様の現象が観察できるであろう6。.

また、完全 Reinhardt領域の正則自己同型群は砂田 [Sd]により決定されている
ので、次の問いはそれほど無謀なものではないだろう。

問題. 有界な対数凸完全 Reinhardt領域の真性不連続な Z作用による商空間は
Steinか。

完備Kähler多様体上の完備Kähler束
Serreの問題と同様に、定理 1をふまえて「完備Kähler多様体上をファイバー束
とする完備Kähler多様体は完備なKähler計量を持つか」という問題が考えられ
る。定理１の状況ではファイバー F の Bergman計量は完備ではないが、(u1, u2)

という局所座標に関してたまたま du1du1

(Imu1)2
+

du2du2

(Imu2)2
が好都合にもその欠点を補っ

てくれているという見方もできる。このファイバー束を含むC∗ × C∗束も完備な
Kähler計量を持つ。du1du1

|u1|2
+

du2du2

|u2|2
がAの作用で不変だからである。より一般

には次が成立する。
定理 3. 完備 Kähler 多様体 X の基本群 π1(X)から GL(n,Z)への群準同型 ρ :

π1(X) → GL(n,Z)に対し、#ρ(π1(X)) < ∞または ρ(π1(X)が同時対角化可能
ならば、X上のファイバー束X ×ρ (C∗)nは完備なKähler計量を持つ。

5この原稿の元になるプレプリントを書いた後、足立真訓氏に [Z] を教えていただいた。そこでは Ω̂ 上の正則関数が無
限級数によって構成されており、それらの解析接続を調べることによって Ω̂ の非 Stein 性の別証が与えられている。[Z,

Proposition 5.1] には F̂ 上の正則関数を表す (v1, v2) の Laurent 級数が Hirzebruch[Hrz] に基づいて記されている。
6この点については [C-L] にも同様の注意があるが、後に Dloussky[Dl-1,2,3] によって詳しく調べられた。
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問題. 定理 3を可能な限り一般化せよ。
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[C-D] Colţoiu, M. and Diederich, K., The Levi problem for Riemann domains over Stein spaces

with isolated singularities, Math. Ann. 338 (2007), 2, 283-289.

[Dm] Demailly, J.-P., Estimations L2 pour l’opérateur ∂ d’un fibré vectoriel holomorphe semi-
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[St] Stehlé, J.-L., Fonctions plurisousharmoniques et convexité holomorphe de certains fibrés
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補足
[C-L]においては変換σAによるC∗上のF束 Ω̂が非Steinであることが主要結果で
あり、F̂ が正則分離的であるが正則凸でないことはそれに触発された観察であった
が、[Z]では [H]で F̂ 上の正則関数が決定されていることの他に、F̂ とHirzebruch-

Inoue曲面の関係が次のように指摘されている。

In 1973 Hirzebruch considered certain quotients of the bidisc, that can be par-

tially compactified to obtain Stein complex spaces with an isolated singularity. He

called these spaces“ cusps”, and gave explicitly their minimal desingularization,

whose exceptional set consists of a cycle of rational curves. Then in 1977 Inoue

constructed new surfaces (i.e. two-dimensional compact complex manifolds) which

are gluings of a pair of desingularized cusps. These “Inoue-Hirzebruch surfaces”

have algebraic dimension zero, Betti numbers b1 = 1 and b2 > 0, thus belong

to Kodaira ’s class VII0, which is still not completely understood (examples are

known, but the existence of other ones remains an open problem). One can also

construct the Inoue-Hirzebruch surfaces by the methods of toroidal embeddings

(see Oda’s book). On the other hand Kato pointed out that they contain“global

spherical shells”and this led Dloussky to give in 1988 a simpler construction and

study of these.

より詳しくは、F̂ の (0, 0)の側のエンドに 1点 P を加えた空間 V は P を孤立特
異点とする Stein空間である。これを上ではカスプ (cusp)と呼んでいるが、孤立
特異点 (V, P )をカスプと呼ぶことも多いようである。解析空間の孤立特異点につ
いてはさまざまな視点から多くの研究結果があるが、(V, P )は特異点解消が具体
的に記述しうる例であり、リンクが興味深い位相構造を持ちうる系列の一部であ
り、また楕円曲線のモジュライのHilbertによる一般化に表れる特異点であるとい
う理由により、ある意味で避けて通れない特異点でもある (cf.[H], [M], [E-K])。他
方、F̂ のもう一方のエンドに Levi平坦な実超曲面が貼り付くということは、本文

12



で述べたように適当な座標を使って式を書いてみれば明瞭であるが、二つのカス
プをこの実超曲面Qに沿って貼り合わせた後特異点解消を経て作られるコンパク
トな複素曲面が、VII0型曲面のうちでHopf曲面に次いで解明が進められたものの
１つである井上曲面であるということは、もっと広く知られていてもよかったし、
さらに [A-B]において注意されているような、Q上の Levi葉層がアファインであ
るという事実のモジュライ理論における意味も、将来 Levi平坦多様体の例が集積
された暁にはもっとはっきりと理解されるようになるかもしれない。
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