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1 Loop-erased random walk

ω = (ω0, ω1, . . . , ωn) に対し、s0 := max{k ≥ 0 : ω0 = ωk}, sm := max{k ≥ 0 :

ωsm−1+1 = ωk}, l := min{m ≥ 0 : ωsm = ωn}とする。ω の loop erasure L[ω]を次のよ

うに定義する。
L[ω] := (ωs0 , . . . , ωsl

)

ω の time-revarsalを ω∗ := (ωn, ωn−1, . . . , ω0)と表す。

X を可算集合とし、Sn を X 上のMarkov連鎖とする。Dを S の部分集合とし、Dから

の脱出時刻を τD := min{n ≥ 0 : Sn 6∈ D}とする。

定理 1.1

Sn は次を満たす X 上の不変測度 π をもつとする。

0 < π(x) < ∞ for all x ∈ X

このとき、ω = (ω0, ω1, . . . , ωn)に対し、

P(L[(S0, S1, . . . , SτD
)] = ω) = P(L[(S0, S1, . . . , SτD

)∗]∗ = ω)

が成立する。

2 Schramm-Loewner evolutions

D := {z ∈ C : |z| < 1}とする。Bt を１次元 Brown運動（但し、B0 は [0, 2π)上一様

分布とする）とし、次の初期値問題の解を radial Schramm-Loewner evolutions(SLEκ)

という。
∂

∂t
gt(z) = −gt(z)

gt(z) + ei
√

κBt

gt(z) − ei
√

κBt
, g0(z) = z

1



SLEκを生成する ∂D上から出発し原点に向かう曲線を radial SLEκ曲線と呼ぶ。SLEκ

曲線はいくつかの２次元離散格子モデルの連続極限として現れるが、κ = 2 の場合は

Loop-erased random walk (LERW)と対応していることが知られている。

定理 2.1 ( [2] )

Sn を正方格子（または三角格子）上の原点から出発する simple random walk とする。

このとき、L[(S0, S1, . . . , SτD)]∗ の連続極限は radial SLE2 曲線になる。

この結果の拡張として次が知られている。

定理 2.2 ([3])

Gを既約な重みつき有向平面グラフとし、Sn を G上に自然に定まる random walkとす

る。(S0, S1, . . . , SτD) の連続極限が原点から出発する２次元 Brown 運動になるならば、

L[(S0, S1, . . . , SτD)∗]の連続極限は radial SLE2 曲線になる。

SLEκ 曲線は領域Markov性によって特徴付けられるが、SLEκ 曲線と LERWは向きが

異なるため、自然に領域Markov性をもつ L[(S0, S1, . . . , SτD)∗]を定理 2.2では考えてい

る。しかし、LERW の univarsality を示すという点からは L[(S0, S1, . . . , SτD)]∗ を考え

るほうが自然なので、その点を定理 1.1を用いて改良し次を得た。

定理 2.3

Gを既約な重みつき有向平面グラフとし、Sn を G上に自然に定まる random walkとす

る。Sn は定理 1.1 の仮定を満たすとする。(S0, S1, . . . , SτD) の連続極限が原点から出発

する２次元 Brown 運動になるならば、L[(S0, S1, . . . , SτD)]∗ の連続極限は radial SLE2

曲線になる。

参考文献

[1] G.F. Lawler. Loop-erased random walk. In Perplexing problems in probability,
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