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� � �����が連結な有限グラフであるとする。辺集合 � の部分集合 �
�

によって定まる�の部分グラフ�
�

�
����

�

�が �������� 	
�� であるとは、�
�

が連結であってかつ ����を含まないことを言う。図 �のように、有
限グラフ列 ��� � ���� ��������������� の極限図形として �次元 �
�����
������� �����	 �� � ���� ���を定義す
る。我々の目的は、�
�����
������� �����	における 
����� �������� 	
�� �����
�を以下の手順で構成すること
にある。

� �
�����
������� �����	 �� の有限部分グラフ�� における �������� 	
��のある確率分布�� を与え、

� �� � �� としたときの極限測度 �������� � �� の存在を示す。

�� の �������� 	
��全体の集合を�� で表す。�� の元をランダムに選ぶ方法として、次の �つが重要である。

�������	 
������ ����� �� の元を一様分布に従って選ぶ。

�����	�� 
������ ����� ��の各辺 � � ��に ��� ��一様分布に従う独立な確率変数��を与え、��の和が最
小となるような�� の元を選ぶ。

これらの確率分布の極限として��上の 
����� �������� 	
�� �����
�を構成する方法は、�� などにおける構成
法と同様のものである。ただし、有限部分グラフで �������� 	
��についての確率分布を指定しても、その極限分布
から得られる無限グラフ上の ������
�	���は連結とは限らないことに注意しておく。例えば、��、� � �における
�����
� �������� 	
��では極限分布で連結とはならない（�����	���� ��）。一般的に極限分布を �������� 	
��でな
く �������� ��
��	と称しているのはこのためである。�����
� �������� 	
�� ���
��	�については!��"������#����
��
�����$
����!#����� などを、������� �������� 	
�� ���
��	� については #������
�����$
����#���%� な
どを参照されたい。
ここでは特に �
�����
������� �����	での �����
� �������� 	
��について考える。�� の元の個数は下記の通り

知られている。
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��の元の個数がわかっているため、��上の一様分布��を � � ��に対して������� � ������として具体的に
定めることができる。��の各要素 �は!� � ��� ���� の元とみなす。ここで、� � ��� � � ��に対して ���� � �
（
���'� �）であるとは、�������� 	
�� �に辺 �が含まれている（
���' 含まれていない）ことを意味している。
一般に、有限グラフにおける �������� 	
�� を一様分布に従って選ぶアルゴリズムとして、(����� の方法

（(������( %�）がよく知られている。このアルゴリズムによれば、�� の �������� 	
�� を一様分布に従って
選んだときこの 	
��上での 	 から 
� への ������)������ ��	$は、	 を出発し 
� に到達するまでの ������
����
������ 
����� *���の軌跡と考えることができる。この ��	$の長さを �����と表すとき、���での漸近挙動
として以下のことが成り立つ。（��� 	 ����とは ������ �������� � �であるものとする）
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図 �+ �次元 �
�����
������� �����	
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図 �+ ����
� の密度関数の概形
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ここで#��$���は��に関する期待値と分散を表し、��
�� ,
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������-- � � �である。

������	 % �����で定義されたある非負関数  が存在して、� � 
 � � ��に対して
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すなわち、�� 上の一様分布に従って得られる	から 
� への ��	$の長さは ��のオーダーであり、���のと
きの ��	$の連続極限の0�����
1次元は ����������� �� � ��� &  � � � であることを示している。なお、 の概形
は図 �のようになる。
��の極限として !� � ��� ���� 上の測度 �� を構成する。具体的に言えば、��の有限部分集合 � に対して

� � �� となるように � を選び、任意の �	 � ��� ��	 についての !� の ������
 �)��	 �� � !� + ��	 � �	 �
の確率を（ここで ��	 は �を � 上に制限したものを表す）

�����	 � �	 � � ���
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と定める。このとき ���の右辺の極限値は確かに存在し、��を!�上の確率測度として定めることができる。以
下、� � !� を �� に従って選び、�の部分グラフ���� � ���� �����が ���� � �� � �� + ���� � ��の意味
で定まるものとすると、��  
����で ����は連結であり、��  
����で����は ����を持たないこともわか
る。このことから、��は �次元 �
�����
������� �����	上の �����
� �������� 	
�� �����
�と呼んで差し支えな
いと言える。このときの �������� 	
��では、��  
���� で、	を出発する �����	� ������)������ ��	$が ����
上一意的に定まる。

������	 & 上のように定まる ������)������ ��	$を� ��� � ������ � 	������������� � � ��とするとき、任意
の � � �に対して �によらない定数 � � �� � �� ��が存在して

���
�� � #������ � ���

�� �

� � ���� ��������� � ��-&.�� � � � が成り立つ。
�
�����
������� �����	上の ������)������ ��	$の�乗平均変位の指数が� � ��. - � � � である（0�		�
��2�������02 ��）
ことと比べると、�����
� �������� 	
�� �����
�によって得られる �����	� ������)������ ��	$（������
���� 
���
��� *���に対応する ��	$）のほうが真に広がりやすくなっており、別々の ���)�
����	 �����に属していること
を示している。これは、�� における ������)������ *���の指数が �

� と予想され（例えば3��
���������3� &�参
照）、������
���� 
����� *���の指数が �

� である（2�����2���）こととも対応している。

�



同様の考察は &次元 �
�����
������� �����	（定義については服部 �0�/�などを参照）においても行うことがで
きる。このときの �������� 	
��の個数も �445�.�で知られており、�����
� �������� 	
��について具体的に計
算を実行すると �

��	
� の �頂点間の距離 �

��	
� の期待値は � ����

�6 �� � ����  � � � � となる。このときにできる
�������� 	
��内の �����	� ������)������ ��	$の �乗平均変位の指数は ���� ���������� � ��.&.& � � � となり、通
常の ������)������ *��� での値が ��%./� � � � である（0�		�
��0�		�
��2�������002 &�）ことと比べ、やはり真に
広がりやすくなっていることがわかる。表 �に �乗平均変位の指数についてまとめる。

�
� �次元 �'7' &次元 �'7'

8����� (��� ��� ��/&� � � � ��&-% � � �
�����9)������ (��� &�/� ��. - � � � ��%./ � � �

#����:
���� 8����� (��� /�� ��-&. � � � ��.&. � � �
表 �：�乗平均変位の指数（;は予想の値）

なお、講演では �次元 �
�����
������� �����	における������� �������� 	
��の構成にも触れ、�����
� ��������
	
��との主な相違点について言及する予定である。
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