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本講演では, Bohr-Jessen の極限定理に現れる極限分布の σ ↘ 1
2 のときの挙動について話したい

と思う. Bohr-Jessen の極限定理を述べる前に, それに現れる, もしくは関連のある記号について簡単
に説明しよう:

• B を実数値概周期関数全体, RB = {(xf )f∈B;xf ∈ R (f ∈ B)} とし, RB 上に次のような確率測度
P を導入する (cf. [2]): T > 0 に対して, PT を [−T, T ] 上の一様分布とする. f1, . . . , fn ∈ B に対
して, 連続写像

R 3 t 7→ (
f1(t), . . . , fn(t)

) ∈ Rn

による PT の像測度を P
(f1,...fn)
T と表す. このとき

∃P(f1,...,fn) :
(
Rn,B(Rn)

)
上の確率測度 s.t. P

(f1,...,fn)
T ⇒ P(f1,...,fn) as T →∞.

P(f1,...,fn) (f1, . . . , fn ∈ B, n ≥ 1) は両立条件をみたす. 従って, Kolmogorov の拡張定理より

∃P :
(
RB,BK(RB)

)
上の確率測度

s.t.




∀n ∈ N, ∀f1, . . . ,

∀fn ∈ B with fi 6= fj if i 6= j に対して

P ◦ π−1
(f1,...,fn) = P(f1,...,fn).

(このとき P
(f1,...,fn)
T ⇒ P◦π−1

(f1,...,fn) as T →∞となることに注意.) ただし π(f1,...,fn) : RB → Rn

は π(f1,...,fn)((xf )f∈B) := (xf1 , . . . , xfn), BK(RB) := σ(πf ; f ∈ B) とする.

• 各 λ ∈ R\{0} に対し, e(λ) : RB → C を

e(λ)((xf )f∈B) := xcos λ· +
√−1 xsin λ·

と定義する. ただし, cos λ·, sin λ· はそれぞれ周期関数 t 7→ cosλt, t 7→ sin λt を表す. このとき,
s ∈ C, Re s > 1

2 に対して, P の下で無限級数

X(s) :=
∑

p:素数

− log
(
1− e(− log p)

ps

)

は概収束する. さらに {X(s)}s;Re s> 1
2
は連続変形をもつ. これを {X̃(s)}s;Re s> 1

2
とする.

• ζ を Riemann の zeta 関数とし, ζ(s) 6= 0 (s ∈ G) となるように適当な単連結領域 G を構成して,
G 上で log ζ(s) を定義する.

• T > 0 に対して, UT は [−T, T ] 上の一様分布に従う確率変数とする.

以上の準備の下で, Bohr-Jessen の極限定理を述べると

Fact 1 (cf. [1]). T > 0, σ > 1
2 に対して

X̃T (σ) := 1G(σ +
√−1UT ) log ζ(σ +

√−1UT )

とおく. このとき
X̃T (σ) の分布⇒ X̃(σ) の分布 as T →∞.
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我々の関心事は, 上記の極限分布, 即ち X̃(σ) の分布の挙動である. X̃(σ) は複素確率変数である
が, 扱いやすくするために, R2 値の確率変数とみなし, その分布を pσ, 即ち, σ > 1

2 に対して

pσ(dxdy) = P
((

Re X̃(σ), Im X̃(σ)
)
∈ dxdy

)
, x, y ∈ R (1)

とおく.

Fact 2 (cf. [3]). pσ(dxdy) は R2 の Lebesgue 測度に関して絶対連続で, その密度関数 pσ(·, ∗) は
C∞ となる. そして

pσ(·, ∗) ⇒ 0 as σ ↘ 1
2

が成り立つ.

これは, σ ↘ 1
2 のとき pσ(dxdy) 自体は弱収束しないことを示唆する. しかし, 適当なスケーリン

グをすれば弱収束する:

Claim 1. σ > 1
2 に対して

Cσ :=
1
2

∑
p

1
p2σ

(
∼ 1

2
log

1
2σ − 1

as σ ↘ 1
2

)

とおく注1. このとき ∀(ξ, η) ∈ R2 に対して

lim
σ↘ 1

2

p̂σ

( ξ√
Cσ

,
η√
Cσ

)
= e−

ξ2+η2

2 .

ただし p̂σ は pσ(dxdy) の特性関数である. この収束は言い換えると

X̃(σ)√
Cσ

の分布⇒ C の標準正規分布 as σ ↘ 1
2 .

eX(σ)√
Cσ
を R2 値の確率変数とみなしたとき, その分布は R2 の Lebesgue 測度に関して絶対連続で,

その確率密度関数は Cσpσ(
√

Cσx,
√

Cσy), 即ち

P

((
Re

X̃(σ)√
Cσ

, Im
X̃(σ)√

Cσ

)
∈ dxdy

)
= Cσpσ(

√
Cσx,

√
Cσy)dxdy

となる. 従って, Claim 1 の主張は

Cσpσ(
√

Cσx,
√

Cσy)dxdy ⇒ 1
2π

e−
x2+y2

2 dxdy as σ ↘ 1
2

と書くことができる.
この収束は確率密度関数レベルでも成り立つ:

定理 1. (i) ∀(x, y) ∈ R2 に対して

Cσpσ(
√

Cσx,
√

Cσy) → 1
2π

e−
x2+y2

2 as σ ↘ 1
2 .

(ii) この収束は L1 でも成り立つ. 即ち

lim
σ↘ 1

2

∫∫

R2

∣∣∣Cσpσ(
√

Cσx,
√

Cσy)− 1
2π

e−
x2+y2

2

∣∣∣dxdy = 0.

注1
P

p は 素数 p についての和である. なお, p2σ は素数 p の 2σ 乗, しかし pσ は (1) で定義される確率分布である. 上
ツキと下ツキで別物になるので注意が要!
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系 1.

sup
(x,y)∈R2

pσ(x, y) ∼ 1
2πCσ

as σ ↘ 1
2 .

これは, Fact 2 で述べた収束の速さを確定している.
定理 1 (i) より Cσpσ(

√
Cσx,

√
Cσy) − 1

2π e−
x2+y2

2 → 0 as σ ↘ 1
2 であるが, この収束の速さは次

のようになる:

定理 2.

lim
σ↘ 1

2

sup
(x,y)∈R2

∣∣∣∣Cσ

(
Cσpσ(

√
Cσx,

√
Cσy)− 1

2π
e−

x2+y2

2

)

+
1
4π

∑
p

∞∑

k=2

1
k2

1
pk

(
1− x2 + y2

2

)
e−

x2+y2

2

∣∣∣∣ = 0.

定理 2 を言い換えると

Cσpσ(
√

Cσx,
√

Cσy)

=
1
2π

e−
x2+y2

2 − 1
4πCσ

(∑
p

∞∑

k=2

1
k2

1
pk

)(
1− x2 + y2

2

)
e−

x2+y2

2

+ o
( 1

Cσ

)
as σ ↘ 1

2 uniformly in (x, y) ∈ R2

となるが, 右辺はさらに次のように展開できる:

定理 3.

Cσpσ(
√

Cσx,
√

Cσy)

=
1
2π

e−
x2+y2

2 − 1
Cσ

1
4π

(∑
p

∞∑

k=2

1
k2

1
pk

)(
1− x2 + y2

2

)
e−

x2+y2

2

− 1

C
3
2
σ

1
4π

(∑
p

∞∑

k1,k2=1

1
k1k2(k1 + k2)

1
pk1+k2

)
x
(
1− x2 + y2

4

)
e−

x2+y2

2

+ O
( 1

C2
σ

)
as σ ↘ 1

2 uniformly in (x, y) ∈ R2.

定理 2, 3 より, Cσpσ(
√

Cσx,
√

Cσy) は

Cσpσ(
√

Cσx,
√

Cσy)

∼= 1
2π

e−
x2+y2

2 +
∞∑

k=1

( 1√
Cσ

)k

ϕk(x, y) as σ ↘ 1
2 uniformly in (x, y) ∈ R2

と漸近展開できるのではないかと予想される. そこで次の目標としては, 一般項 ϕk(x, y) を求めるこ
とにより, 上の漸近展開が可能であることを示すことである.
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