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1． 新しい数列空間

1.1. 定義． f( ̸= 0) ∈ Lp = Lp(IR, dx), 1 ≤ p < +∞ に対して数列空間Λp(f) を

Ψp(a; f) ≡↽
∞∑
k=1

∫ +∞

−∞
|f(x− ak)− f(x)|p dx, a = {ak} ∈ IR∞,

Λp(f) ≡↽ {a ∈ IR∞ |Ψp(a; f) < +∞}

で定義する．また ”Ip(f) < +∞” とは f = f(x) が IR 上で絶対連続かつ

Ip(f) ≡↽
∫ +∞

−∞
|f ′(x)|pdx < +∞

を意味するものとする．さらに Λp(f) 上の距離を次で定義する．

dfp(a, b) ≡↽ Ψp(a− b; f)
1
p , a, b ∈ Λp(f).

1.2. 基本的な性質．
Theorem 1.1.[4] f (̸= 0) ∈ Lp, 1 ≤ p < +∞ とする．
1. Λp(f) ⊂ ℓp.

2. Ip(f) < +∞ ⇒ Λp(f) = ℓp.

3. 特に 1 < p < +∞ の場合 Λp(f) = ℓp ⇔ Ip(f) < +∞.

Theorem 1.2.[5] f, g(̸= 0) ∈ Lp, 1 ≤ p < +∞ とする．

Ip(f − g) < +∞ ⇒ Λp(f) = Λp(g).

Theorem 1.3. f (̸= 0) ∈ Lp, 1 ≤ p < +∞ とき (Λp(f), d
f
p) は完備可分位相加群である．

1.3. Example. f(x) ≡↽
√
xe−xI[0,+∞)(x) とする．このとき

1 ≤ p < 2 ⇒ Λp(f) = ℓp, p > 2 ⇒ Λp(f) = ℓ1+ p
2
,

p = 2 ⇒ Λ2(f) = ℓ2− ≡↽
{
a = {ak}

∣∣∣∣∣∑
k

a2k(1 + | log |ak||) < +∞
}
.

Λp(f) は加群ではあるが，線形空間とは限らない [2]．本講演の目的は非負値非減少関数
に対する古典的な doubling condition を一般の非負値関数に拡張することによって Λ2(f)

の線形性を特徴付けることにある．しかしその前にまずこの新しい数列空間の定義が確率
解析から動機付けられたものであることを紹介する．



2． なぜこのような空間を考えたか？· · · · · ·確率解析．
2.1. Wiener 空間． µ をW ≡↽ {w|[0, 1] → IR,連続, w(0) = 0} 上の Wiener 測度と
する． µ はCameron-Martin 空間

Hµ ≡↽
{
w ∈ W

∣∣∣∣∃ẇ ∈ L2[0, 1] such that w(t) =
∫ t

0
ẇ(s)ds

}
に関して準不変 [1]かつエルゴード的 [10]である．それではこのような性質は何故成り立つ
のであろうか？
2.2. 無限直積測度の準不変性． dm(x) = ρ(x)dx を ρ(x) > 0, a.e.(dx) なる IR 上
の確率測度，m ≡↽ m∞ を IR∞ 上の無限直積測度，a = {ak} ∈ IR∞ に対して ma(A) ≡↽
m(A− a) と定義する．
Theorem 2.1.[7] m ∼ ma（互いに絶対連続）またはm ⊥ ma（特異）のいずれかで
あり

m ∼ ma ⇔
∑
k

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣√ρ(x− ak)−
√
ρ(x)

∣∣∣∣2 dx < +∞.

Theorem 2.2.[9] m ∼ ma ⇒ a ∈ ℓ2.

m ∼ ma for ∀a ∈ ℓ2 ⇔
∫ +∞

−∞

ρ′(x)2

ρ(x)
dx < +∞.

上の結果を私たちの立場から書きなおすと Λ2(
√
ρ) ⊂ ℓ2,また Λ2(

√
ρ) = ℓ2 ⇔ I2(

√
ρ) <

+∞. となる．
ちなみに γ(x) ≡↽ (2π)−

1
2 e−

x2

2 の場合には I2(γ) < +∞ であり，この事実の反映が
Cameron-Martin 空間の準不変性，エルゴード性である．[8]

３． Doubling condition と Λ2(f) の線形性．[4]

3.1. Λ2(f) の線形性． p = 2 の場合には Fourier 解析を適用することによって詳し
い解析をすることが出来る．実際 f ∈ L2 の Fourier 変換を f̂ とすると a = {ak} に対して

Ψ2(a; f) = 4
∫ +∞

0
(1− cos akα)

∣∣∣f̂(α)∣∣∣2 dα.
Theorem 3.1. f( ̸= 0) ∈ L2 とするとき Λ2(f) が線形空間となるための必要十分条件は，
任意の a = {ak} ∈ Λ2(f) に対して次の２条件の成り立つこと．

(S.1)
∑
k

a2k

∫ 1
|ak|

0
α2
∣∣∣f̂(α)∣∣∣2 dα < +∞,

(S.2)
∑
k

∫ +∞

1
|ak|

∣∣∣f̂(α)∣∣∣2 dα < +∞.

ここで f (̸= 0) ∈ L2 に対して関数 φf (x) ≡↽
∫ x

0
α2
∣∣∣f̂(α)∣∣∣2 dα により次の空間を定義する．

Λφ
2 (f) ≡↽

{
{ak}

∣∣∣∣∣∑
k

a2k

[
1 + φf

(
1

|ak|

)]
< +∞

}



Theorem 3.2. f (̸= 0) ∈ L2 とするときΛ2(f) ⊂ Λφ
2 (f).

3.2. Doubling condition. [0,+∞) 上の関数 φ(x) が doubling condition を満たすと
は，ある h ∈ IR に対して

D(h;φ) ≡↽ lim sup
x→+∞,φ(x)>0

sup
T≥1

φ(Tx)

φ(x)T h
< +∞

となること．また H(φ) ≡↽ inf {h ∈ IR |D(h;φ) < +∞} を φ の doubling dimension と言
う．
Theorem 3.3. f (̸= 0) ∈ L2 がある R ≥ 0 に対して |f̂(α)| > 0, α ≥ R, であり，かつ |f̂ |
が doubling condition を満たせばΛ2(f) は線形空間である．
Theorem 3.4. f (̸= 0) ∈ L2 について H(φf ) < 2 であればΛ2(f) = Λφ

2 (f) であり Λ2(f)

は線形空間である．
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