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１．概要
向きづけられた格子 Z+ × Zd 上の oriented percolationについて, (0, 0)と (n, x)を結ぶ open

pathの数Nn,xを考える. Nn := (Nn,x)x∈Zd はZ+を時間と見れば [0,∞)Zd
上のランダムに時間発

展する成長模型であり, 後で述べるように分枝法則が粒子の位置に強く依存する分枝過程と見なす
こともできる. さて, 古典的なGalton-Watson分枝過程については

絶滅しない =⇒ 総人口は指数増大する

という関係が知られている（例えば [1]参照）. 本研究では同じ関係が oriented percolationの open
pathを含む広いクラスの成長模型に対して成り立つことを示した [2].

２．一般化されたモデル
Oriented percolationにおいて (n, x)と (n + 1, y)を結ぶ辺の open (⇔ 1), closed (⇔ 0) に対応

する確率変数をAn+1,x,y とおくと上記の成長模型の時間発展は

Nn+1,y =
∑
x∈Zd

Nn,xAn+1,x,y (1)

と記述される. これを以下のように一般化する：

1. {(An,x,y)x,y∈Zd}n∈Nは独立同分布なランダム行列,

2. 全ての (n, x, y)に対してAn,x,y ∈ {0} ∪ [1,∞),

3. 任意の z ∈ Zdに対し (An,x+z,y+z)x,y∈Zd は (An,x,y)x,y∈Zd と同分布,

4. N0 := (δ0,x)x∈Zd , Nn := N0A1 · · ·An （⇔ 時間発展は (1)と同じ）.

ここで空間的には独立性も有限レンジ（⇔あるMA > 0が存在して |x−y| ≥ MAならばA1,x,y = 0）
とも仮定していないことに注意. この意味では [5]で導入された linear stochastic evolutionより
広いが, 一方「open pathに沿っては減少しない」ために二番目の条件をおいている点では狭いク
ラスである.

Remarks. (i) 上の時間発展ルール (1)は, 時刻 nに xにいる粒子は次の時刻に yに An+1,x,y の
子孫を残すということを表しており,「同じ位置にいる粒子は同じ分裂をする」という意味で分枝
法則が位置に強く依存する分枝過程と見なすことができる.
(ii) ここではN0 := (δ0,x)x∈Zd の場合だけ扱うが, 初期値について線型であることに注意すると以
下に述べる結果は任意の初期値について成り立つ.

３．結果
結果を述べるため次の量を導入する：

cδ(A1) := P (Nn ̸= 0 for all n ∈ N)P (supx∈ZdA1,0,x ≥ 1 + δ). (2)
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Theorem. ある δ > 0に対して cδ(A1) > 0であるとする. このとき {Nn ̸= 0 for all n ∈ N}上ほ
とんど至る所で以下を満たすランダムな路 {Γ(n)}n∈N ⊂ (Zd)Nが存在する：

lim inf
n→∞

1
n

log Nn,Γ(n) ≥ cδ(A1) log(1 + δ). (3)

とくに絶滅しない事象の上でほとんど確実に総人口は指数増大する.

元の確率過程Nnをm-step毎に見てこの定理を適用することにより以下の系を得る：

Corollary. ある δ > 0と m ∈ Nに対して cδ(A1 · · ·Am) > 0であるとする. このとき {Nn ̸=
0 for all n ∈ N}上ほとんど至る所で以下を満たすランダムな路 {Γ(n)}n∈N ⊂ (Zd)Nが存在する：

lim inf
n→∞

1
n

log Nn,Γ(n) ≥
1
m

cδ(A1 · · ·Am) log(1 + δ). (4)

とくに絶滅しない事象の上でほとんど確実に総人口は指数増大する.

Remarks. (i) Oriented percolationは定理の仮定は満たさないが系の仮定は満たす.
(ii) A1が有限レンジであると仮定すると Nn,x ̸= 0となる xの数が高々多項式増大になることか
ら, 系の仮定は実は必要条件であることが分かる.

定理の証明の基本的なアイデアはAn,Γ(n−1),Γ(n) ≥ 1 + δが nに比例した回数起こる（即ち大数
の法則が成り立つ）ような open pathを構成することである. しかし初めから open pathになるよ
うに構成しようとすると未来に言及しながら行うことになるため {An,Γ(n−1),Γ(n) ≥ 1 + δ}n∈Nの
独立性が保証できず, 実現する回数を評価することが難しくなる. そこで今回は Kuczekが [4]に
おいて１次元 oriented percolationの right edgeに対して中心極限定理を示す際に使った手法を参
考にしてやや込み入った構成を行った.

４．関連する最近の研究
Kesten-Nazarov-Peres-Sidoraviciusは [3]において

“maximal path” = 時刻 nまでに最も多くの open site/bondを通った path

を考え, その数が常に（subcriticalや criticalにおいても）指数増大することを示した. これは
percolateしている事象の上では open pathと一致するので oriented percolation の場合に限って
は我々の結果を含んでいる.
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