
余次元１のホモロジー生成元に関する

パーコレーション

見上　達哉 ∗

本研究は平岡裕章氏（京都大学高等研究院）との共同研究である．

1 背景

パーコレーション理論とは，ランダムに生じる対象のなすクラスターのふるまいを考察する確率論

の一分野である．最も基本的なモデルとして，d次元正方格子 Ld = (Zd,Ed)の各ボンド（辺）を確

率 p ∈ [0, 1]で独立に発生させるボンドパーコレーションモデルがある．C(0) ⊂ Ld を発生したボン

ドからなる部分グラフの連結成分のうち原点を含むものとするとその頂点数 |C(0)|は確率変数とな
り，C(0)が無限グラフとなる浸透確率 θbond(p) = Pp(|C(0)| = ∞)および，θbond(p)が 0より真に

大きくなる臨界確率 pbondc (d) = inf{p ∈ [0, 1] : θbond(p) > 0}が定義される．任意の空間次元 d ≥ 2

に対して 0 < pbondc (d) < 1であることが容易に示され，p < pbondc , p > pbondc のときの相をそれぞれ

亜臨界相，超臨界相と呼ぶ．ボンドパーコレーションモデルの特徴のひとつとして，この臨界確率前

後における相転移現象が挙げられ，次のように定式化される．

定理 1.1. p > pbondc に対しある正定数 c > 0が存在し，任意の 2頂点 x, y ∈ Zd に対し

Pp(x
bond←→ y) ≥ c. (1)

p < pbondc に対しある正定数 σ > 0が存在し，任意の 2頂点 x, y ∈ Zd に対し

Pp(x
bond←→ y) ≤ e−σn. (2)

ここで 2頂点 x, y ∈ Zdが発生したボンドにより接続される事象を x
bond←→ yと書いた．定理 1.1は，

接続確率 Pp(x
bond←→ y)のふるまいが臨界確率の前後で定性的に変化することを述べている．ボンド

パーコレーションモデルの詳細については文献 [1]を参照されたい．

パーコレーション理論は，多孔質岩への水の浸透現象などの物理的背景を持つが，近年関連が注

目されている新たな物理現象として，高分子の破壊現象が挙げられる．論文 [3]では，高分子化合物

に張力を加えたときにできる亀裂が，高分子内部に生じる微小な空隙の連なりによって生成される

ことを示しており，これは亀裂の生成が空隙のパーコレーションとして記述され得ることを示唆して

いる．

2 ホールパーコレーションモデル

本講演では，この破壊現象を背景にもつ新たなパーコレーションモデルを提案する．このモデルに

おいて，高分子内に生じる空隙は，Rd 内にランダムに生じる図形の (d − 1)次のホモロジー生成元

として表される．従来のパーコレーションモデルは主にランダムグラフの枠組みで考察され，頂点の

連なりを調べているものが多い．本研究では，この「頂点」を 0次のホモロジー生成元と捉え，その

高次元版として「空洞」に相当する余次元 1のホモロジー生成元の連なりを考察することを考えた．

このモデルをホールパーコレーションモデルと呼ぶ．
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以降，d ≥ 2とする．Rd 上の余次元 1の基本方体を面と呼ぶ．即ち，面とはある整数 l ∈ Zを用
いて I = [l, l+ 1]または [l, l]と書ける区間の d個の直積であり，その次元が (d− 1)であるものとす

る．Rd 上の面全体を Kd
d−1 とおく．上述のパーコレーションモデルと同様，各面 Q ∈ Kd

d−1 が同確

率 p ∈ [0, 1]で独立に発生する確率過程を与える．

面の発生状態ω ∈ {0, 1}K
d
d−1から定まるRd内の図形K(ω)に対し，補集合Rd\K(ω)の各有界連結

領域はK(ω)の (d−1)次体系数ホモロジー群の生成元と自然に一対一対応する．この有界連結領域を

ホールと呼ぶ．ωから誘導されるホールグラフG(ω)を，各ホールを頂点とし，隣接関係を共通の境界面

を持つこととして定めたグラフとする．G(ω)の連結成分G0(ω)を一つ固定し，ボンドパーコレーショ

ン理論と同様，浸透確率 θhole(p) := Pp(|G0(ω)| =∞)および臨界確率 pholec := inf{p : θhole(p) > 0}
が定義される．

以上の設定のもとで，まず本研究では臨界確率 pholec (d)に関する評価を与えた．

定理 2.1. 任意の空間次元 d ≥ 2に対し，

0 < pholec (d) ≤ 1− pbondc (d).

定理 2.1から，このモデルに対しても亜臨界相，超臨界相が存在することが分かる．さらに本研究

では，ボンドパーコレーションモデルの超臨界相における接続確率の評価 (1)の類似を得た．ここで，

(Zd)∗ = Zd + (1/2, . . . , 1/2)を双対格子の頂点集合とし，2頂点 x∗, y∗ ∈ (Zd)∗がホールグラフの同

一の連結成分に含まれていることを x∗ hole←→ y∗ と表す．

定理 2.2. p > pholec に対し，ある定数 c > 0が存在し，任意の x∗, y∗ ∈ (Zd)∗ に対し

Pp(x
∗ hole←→ y∗) ≥ c

が成立する．

本講演は論文 [2]に基づく．
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