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1. Laplacianの比較定理

この講演では中国科学院の Xiang-Dong Li 氏との Laplacianの比較定理
に関する共同研究 [5] に基づき, 氏と北京師範大学の Songzi Li 氏との共同
研究 [6]について報告する. (M, g)を完備で滑らかな境界のないリーマン多
様体とする。ϕ ∈ C2(M)を固定する。C∞

0 (M)上の作用素 Lを L := ∆ −
⟨∇ϕ,∇·⟩で定めると，これは µ := e−ϕvolg について対称になる。すなわち∫
M (−Lf)gdµ =

∫
M ⟨∇f,∇g⟩dµ =: E(f, g) が f, g ∈ C∞

0 (M) で成立する。
LをWitten Laplacian あるいは重み付き Laplacianと呼ぶ。ディリクレ形
式 (E ,F)を (E , C∞

0 (M))の L2(M ;µ)上の最小閉拡張とし，(E ,F)に対応す
る拡散過程を X = (Ω, Xt,Px)とおく。(E ,F)の L2(M ;µ)-半群は連続な熱
核を許容することが知られている (ϕ ∈ C∞(M)のときは [3, 7.5]を参照)。
m ∈]−∞,+∞]に対してm-Bakry-ÉmeryリッチテンソルRicm,n(L)を

Ricm,n(L)(x) := Ric(x) + Hessϕ(x)− ∇ϕ(x)⊗∇ϕ(x)

m− n

で定める。M 上の関数Kに対してRicm,n(L)(x) ≥ K(x), x ∈ M が成立する
とき曲率次元条件CD(K,m)が成立すると呼ぶ。m = nのときは ϕは定数と
規約する。この場合はRicm,n(L)(x) = Ric(x)となる。m ≥ nでKが定数な
ら (M,dg, µ)の RCD(K,m)-条件と同値になる。本講演ではm ≤ 1の場合に
重み付き Laplacian Lの比較定理 ([5])に基づいてXの保存性と Feller性への
変形されたやや強い判定条件を与える。rp(x) := dg(x, p)を距離関数とする。
以下の比較定理はm = 1で κが定数の場合に [9]で最初に証明された。

定理 1.1 (Laplacian の比較定理 [5], cf. [9]). x, p ∈ M , m ≤ 1 とする。

Ricm,n(L)(x) ≥ (n−m)κ(sp(x))e
− 4ϕ(x)

n−m なら，Lrp(x) ≤ (n−m)cotκ(sp(x))e
− 2ϕ(x)

n−m

が sp(x) < δκで成立する。ここで κは [0,+∞[上の連続関数で，sp(x)は

sp(x) = inf

{∫ rp(x)

0
e−

2ϕ(γt)
n−m dt

∣∣∣∣∣ γは単位速度測地線でγ0 = p, γrp(x) = x

}
で与えられる。cotκは初期条件 lims→0 s cotκ(s) = 1をみたすRiccati方程式

−dcotκ
ds

(s) = κ(s) + cotκ(s)
2,(1.1)

の [0, δκ[上の解で δκ はその爆発時刻である。κ ≤ 0なら δκ = +∞となる。
δκ < ∞なら末期条件 lims→δκ(δκ − s) cotκ(s) = 1も満たされる。κが定数の
ときはκ ≤ 0の場合も込めて cotκ(s) =

√
κ cos(

√
κs)/ sin(

√
κs), δκ = π/

√
κ+

となる。
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2. 主結果

ϕp(r) := infBr(p) ϕとする。Kを [0,+∞[上の非負連続な非減少関数で以下
の (K)という条件を満たすとする:

(K) :

∫ ∞

ro

dr√
K

(
e−

2ϕp(r)

n−m r

)
e−

2ϕp(r)

n−m

= +∞ for some ro > 0.

条件 (K)は p ∈ M には依存しない。

定理 2.1 (Xの保存性). p ∈ M を固定する。条件 (K)を仮定し

Ricm,n(L)(x) ≥ −K(sp(x))e
− 4ϕ(x)

n−m for any x ∈ M(2.1)

が m ∈]−∞, 1 ]で成立するとする。このときXは保存的である。

定理 2.2 (Xの Feller性). 条件 (K)を仮定し

Ricm,n(L)(z) ≥ −K(sq(z))e
− 4ϕ(z)

n−m for any z, q ∈ M(2.2)

がm ∈]−∞, 1 ]で成立するとする。このときXは Feller性をもつ。

定理 2.1の証明は Grigor’yan [2]の保存性の判定条件に帰着される。また
定理 2.2の証明は Azencott [1]の Feller性の判定条件に帰着される ([4]に通
常の Laplacianの場合での証明がある)。m ≥ nの場合の Laplacianの比較
定理は Ricm,n(L)(x) ≥ (m − 1)κ(rp(x))なら Lrp(x) ≤ (m − 1)cotκ(rp(x)),
rp(x) < δκの形のため, Xの保存性や Feller性は (K)よりも弱い条件である∫ ∞

ro

dr√
K (r)

= +∞ for some ro > 0

で成立することが知られている ([8, Theorems 1.4 and 1.5])
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