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1. 序
乱関数が確率Fourier係数 (SFC)で同定されるか,という問題が論じられてきた. 特に

SFCがOgawa積分で与えられた場合において, [5], [1], [6]で先行結果がある. [5], [1]で
は, 有界変動乱関数の重複対数の法則を用いたSFCからの再構成, [6]では, 適当な複素
数値乱関数の cross variationを用いた再構成が示されている. 本講演では, 正則CONS

に関してOgawa可積分な乱関数の cross variationを用いた再構成を与える.

2. 設定
(Bt)t∈[0,1]をfilter付確率空間(Ω,F , (Ft)t∈[0,1], P )上のBrown運動, (en)n∈NをL2([0, 1] ;C)
のCONSで各enの実部, 虚部は有界変動であるとする. L2([0, 1] ;R)のCONS (φm)m∈N

は, sup
M∈N

∣∣∣ M∑
m=1

φm

∫ ·
0
φm(s) ds

∣∣∣
L2[0,1]

< ∞を満たすとき正則であるという. L2([0, 1] ;R)

の正則 CONSに関する Ogawa積分 (正則 Ogawa積分), Itô 積分, 可微分指数 rの i-

parameter 2乗可積分Wiener汎関数のSobolev空間, Skorokhod積分をそれぞれ
∫ 1

0
d∗B,∫ 1

0
dB, Lr,2

i ,
∫ 1

0
δB と表す ([2]のDefinition 2.1,2.3,2.4を参照). X,Y : [0, 1] → L0(Ω)

の tでの cross variationが存在するとき, それを ⟨X,Y ⟩t と表し, quadratic variation

⟨X,X⟩tが存在するとき, それを [X]tと表す.

a ∈ L0([0, 1]× Ω ;C), b ∈ L0(Ω ;L2([0, 1] ;C))に対して以下を定義する.

定義 1 (正則Ogawa型SFC) 各n ∈ Nに対し, ena は正則Ogawa積分可能であるとす
る. 正則Ogawa型確率微分 d∗Yt = a(t) d∗Bt + b(t) dt, t ∈ [0, 1] の (en)n∈N に関する確
率Fourier係数 (正則Ogawa型SFC, 或いは, SFC-O∗) (en, d∗Y ) を次式で定義する:

(en, d∗Y ) :=

∫ 1

0

en(t) d∗Yt =

∫ 1

0

en(t)a(t) d∗Bt +

∫ 1

0

en(t)b(t) dt.

特に, b = 0のとき, (en, d∗Y ) = (en, a d∗B)をa(t)のSFC-O∗ともいう.

3. 乱関数の正則Ogawa型SFCによる再構成
まず, 以下の乱関数の族 (L0([0, 1]× Ω)の部分集合) を定義する:

A = {A ∈ L0([0, 1]× Ω) |ReA, ImA は 有界変動 a.s. },

M =
{∫ ·

0

f dB
∣∣∣ f ∈ L0(Ω ;L2[0, 1]), f は (Ft)t∈[0,1]-発展的可測

}
,

W =
{∫ ·

0

f δB
∣∣∣ f ∈ L2,2

1

}
+span

{
TKf

∣∣∣ f ∈ L1,2
1 , sup

t∈[0,1]
|K(t, ·)|L2[0,1] < ∞

}
,

但し, f ∈ L1,2
1 , K ∈ L2([0, 1]2) に対し, TKf(t) :=

∫ 1

0
K(t, s)f(s) ds. また, A,Wの元は

非因果的であることに注意する. L = A+M+Wとおく.
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命題 1 a ∈ L とするとき, 以下が成り立つ:

(1) 任意の有界変動関数 v : [0, 1] → Rに対し, va は正則Ogawa積分可能である.

(2) 0にL2-収束する任意の有界変動関数列(vn)n∈Nに対し, l.i.p.
n→∞

∫ 1

0
vna dφB = 0. 特に,

P((en, d∗Y ))n∈N(t) := l.i.p.
N→∞

N∑
n=1

∫ t

0
en(s) ds (en, d∗Y ) = Yt, ∀t ∈ [0, 1],

ここで, d∗Yt = a(t) d∗Bt + b(t) dt, t ∈ [0, 1].

次に, Pと cross variation ⟨ , ⟩tによりSFC-O∗で同定される乱関数の全体としてL e,∗
PC

を次で定める:

L e,∗
PC =

{
a ∈ L0([0, 1]× Ω)

∣∣∣P((en, a d∗B))n∈N =

∫ ·

0

a d∗B,

∀s, t ∈ [0, 1]
[ ∫ ·

0

a d∗B
]
t
=

∫ t

0

|a(u)|2 du,
⟨∫ ·

0

a d∗B, B·∧s

⟩
t
=

∫ t∧s

0

a(u) du
}
.

∑
命題 2 A,M,W ⊂ L e,∗

PC .

定理 1 L e,∗
PC は線形空間となる.

系 1 a(t)はRe a, Im a ∈ L e,∗
PC を満たすとする. このとき, d∗Yt = a(t) d∗Bt+b(t) dt, t ∈

[0, 1]とすると以下が成り立つ:

(1) a(t)は ((en, d∗Y ))n∈Nでa(t) = d
dt

⟨
P((en, d∗Y ))n∈N, B

⟩
t
により同定される.

(2) |Re a|, |Im a|, Re a Im a, (sgn a)a† は ((en, d∗Y ))n∈Nで Yt = P((en, d∗Y ))n∈Nと
性質: ∀f, g ∈ L e,∗

PC

∫ t

0
f(s)g(s) ds =

⟨∫ ·
0
f d∗B,

∫ ·
0
g d∗B

⟩
t
により同定される.

注1) (2)における同定には (Bt)t∈[0,1]を必要としない.

注2) ((en, d∗Y ))n∈Nから有限個のSFC (en, d∗Y )が欠落していても (1),(2)は成り立つ.

注3) a(t)が同定されるので bも ((en, d∗Y ))n∈Nで同定される.

注4) a ∈ L であれば, a(t)は系1の仮定を満たす.
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Locally risk-minimizing (LRM) is a well-known hedging method for contingent claims in a quadratic
way (see e.g., [2] and [3]). By using Malliavin calculus, we can obtain explicit representations of LRM for
incomplete market models whose asset price process is described by a solution to a stochastic differential
equation (SDE) driven by a Lévy process ([1]).

On the other hand, there is one important derivative security describe by indicator function called digital
option. A digital option pays a fixed cash amount if some condition is realized. Mathematical representation
of digital (or binary) options are given by

1[K,∞)(ST ) =

{
1 for ST ≥ K,
0 otherwise,

where {St}t∈[0,T ] is a stock price process and K > 0 is a constant number that is fixed by the contract.
It is popular and important derivative security. Therefore, to study digital options, we consider Malliavin
differentiability of indicator functions ([4]).

In this talk, we first consider Malliavin differentiability of indicator functions on canonical Lévy spaces.
By using it, we obtain explicit representations of LRM for digital options in markets driven by Lévy processes.
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FBSDES の解とニュートン法について

土屋貴裕 （会津大学），田口大 （大阪大学)

Forward-backward stochastic differential equations (FBSDEs)

(1)


X(t) = X(0) +

∫ t

0

b
(
s, ω,Θ(s)

)
ds+

∫ t

0

σ
(
s, ω,Θ(s)

)
dW (s),

Y (t) = φ (X(T )) +

∫ T

t

f
(
s, ω,Θ(s)

)
ds−

∫ T

t

Z(s) dW (s),

を満たす三組 Θ ≡ (X,Y, Z) ≡ (X(t), Y (t), Z(t))t∈[0,T ] は Rl × Rm × Rm×d に値を取るとする．W は d-次元
の Wiener 過程，b, f , σ, そして φ は可測な関数であり，一般にランダムであっても良い．この FBSDEs (1)
はいわゆる終端条件 Y (T ) = φ (X(T )) があるため Stochastic differential equations (SDEs) とはかなり様相
が異なる．その解の存在と一意性について次のようなアプローチがある, 例えば [8]や [4]を参考にすると

Contraction mapping: 局所的，すなわち小さい T > 0 でのみで解が構築できる.
The Four Step scheme: 大域的であるがマルコフ型のみ有効.
The method of continuation: マルコフ型を過程しないが “monotonicity”条件がいる.

本講演では (X,Y, Z)を近似列 (Xn, Yn, Zn)を Newton法のアナロジーで構成する: φ, b, f, σ に適当な滑らか
さを仮定して，

Xn+1(t) = Xn+1(0) +

∫ t

0

bn

(
s, ω,Θn+1(s)

)
ds+

∫ t

0

σn

(
s, ω,Θn+1(s)

)
dW (s),

Yn+1(t) = φn(Xn+1(T )) +

∫ T

t

fn

(
s, ω,Θn+1(s)

)
ds−

∫ T

t

Zn+1(s) dW (s).

(2)

ここで，φn(x) = φ(Xn(T )) + ∇xφ(Xn(T ))(x − Xn(T )), x ∈ Rl であり，係数 bn, σn, fn は (1)の状態変数
θ = (x, y, z) ∈ Rl × Rm × Rm×d に関して１次近似したものとする：

bn

(
s, ω, θ

)
= b
(
s, ω,Θn(s)

)
+∇θb

(
s, ω,Θn(s)

)
(θ −Θn(s)), (s, ω, θ) ∈ [0, T ]× Ω× Rl × Rm × Rm×d,

同様に σn, fn も定義する．
すると線形な係数 bn, σn, fnであるから三組Θn ≡ (Xn, Yn, Zn) ≡ (Xn(t), Yn(t), Zn(t))t∈[0,T ]を定義できそ

うに思えるが，一般に well-defined でない．それどころか FBSDEs (1)は係数が線形かつ有界，さらに一次元
であっても大域的には解の一意性が崩れ，しかも上記の既存の方法のいずれも適応できない，[4].
そこで論文 [6]では特にX（の拡散係数）は (Y, Z)に関係しない decoupled FBSDEs,

(3)


X(t) = X(0) +

∫ t

0

b(s,X(s)) ds+

∫ t

0

σ(s,X(s)) dW (s),

Y (t) = φ (X(T )) +

∫ T

t

f(s,X(s), Y (s), Z(s)) ds−
∫ T

t

Z(s) dW (s).

のときに次を示した．

Theorem 1 ([6]). b, σ, f , φ は微分可能，微分係数は (s, ω)-a.e.で一様に有界，さらに

E

(
|X(0)|2 +

∫ T

0

∣∣∣b(s, ω, 0)∣∣∣2 + ∣∣∣σ(s, ω, 0)∣∣∣2 + ∣∣∣f(s, ω, 0, 0, 0)∣∣∣2 ds

)
< ∞,

1



とする．このとき，decoupled FBSDEs (3)の解が存在し，T と係数 b, σ, f の微分で定まる定数 C > 0が存在
する：X0(0) = X(0)を満たす任意の初期値 (X0, Y0, Z0) ∈ S2l × S2m ×H2 に対して

∥(X −Xn+1, Y − Yn+1, Z − Zn+1)∥ ≤ C2−n, n ∈ N ∪ {0}.

通常のニュートン近似の収束は有限次元であっても関数の凸性 [5, page 453]，もしくは初期値を解に十分に
近く取る条件を仮定する [2, Theorem XVI]．実際に Vidossichは（応用分野で常微分方程式の解の効率的な
近似方法として用いられていた）Chaplygin近似は無限次元 Banach空間のニュートン法であることを見抜き，
その大域的な収束を [7, Theorem (1.3)]で与えた．さらに SDEsにおいてニュートン法の収束が [3]で示され
た. ただし，それらは（局所的な一次もしくは単に）収束は示しているが大域的に一次収束することまでは得
られていなかった．
本研究の貢献は decoupled FBSDEsにおけるニュートン法の大域的な一次収束である．鍵となるとはForward

X については天野氏 [1]によるGronwall不等式型の評価であり，Backward (Y, Z)については重み付きノルム
を考えることにある．ここで必要な表記について一部，記載する．終端時間を T > 0とする．m ∈ Nに対して

S2m =

{
Y : Ω× [0, T ] → Rm continuous, adapted : ∥Y ∥S2m = E

[
sup

0≤s≤T
|Y (s)|2

]
< ∞

}
,

H2 =

{
Z : Ω× [0, T ] → Rd adapted : ∥Z∥H2 = E

[∫ T

0

|Z(s)|2 ds

]
< ∞

}
,

各々の Banach 空間 S2m ×H2，S2l は
∥(Y, Z)∥2 = ∥Y ∥2S2m + ∥Z∥2H2 , ∥X∥2 = ∥X∥2S2l .

また α ∈ Rに対し, 重み付きノルムは

∥(Y, Z)∥2α = E
[

sup
0≤s≤T

eαs|Y (s)|2
]
+ E

[∫ T

0

eαs|Z(s)|2 ds

]
.

さらにKantorovitch定理を援用することで十分大きい n ∈ Nでは二次収束することを述べる．また論文 [6]
では証明はできたものの，凸性を仮定していない（ように見えた）が大域的な収束が導かれるのか不鮮明であっ
た．本講演ではその点をできる限り整理して解説する．
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CONSERVATIVENESS AND FELLER PROPERTY OF

DIFFUSION PROCESSES ON RIEMANNIAN MANIFOLDS

　　WITH m-BAKRY-ÉMERY RICCI TENSOR FOR m ≤ 1

桑江一洋 (K. Kuwae) 福岡大学理学部

1. Laplacianの比較定理

この講演では中国科学院の Xiang-Dong Li 氏との Laplacianの比較定理
に関する共同研究 [5] に基づき, 氏と北京師範大学の Songzi Li 氏との共同
研究 [6]について報告する. (M, g)を完備で滑らかな境界のないリーマン多
様体とする。ϕ ∈ C2(M)を固定する。C∞

0 (M)上の作用素 Lを L := ∆ −
⟨∇ϕ,∇·⟩で定めると，これは µ := e−ϕvolg について対称になる。すなわち∫
M (−Lf)gdµ =

∫
M ⟨∇f,∇g⟩dµ =: E(f, g) が f, g ∈ C∞

0 (M) で成立する。
LをWitten Laplacian あるいは重み付き Laplacianと呼ぶ。ディリクレ形
式 (E ,F)を (E , C∞

0 (M))の L2(M ;µ)上の最小閉拡張とし，(E ,F)に対応す
る拡散過程を X = (Ω, Xt,Px)とおく。(E ,F)の L2(M ;µ)-半群は連続な熱
核を許容することが知られている (ϕ ∈ C∞(M)のときは [3, 7.5]を参照)。
m ∈]−∞,+∞]に対してm-Bakry-ÉmeryリッチテンソルRicm,n(L)を

Ricm,n(L)(x) := Ric(x) + Hessϕ(x)− ∇ϕ(x)⊗∇ϕ(x)

m− n

で定める。M 上の関数Kに対してRicm,n(L)(x) ≥ K(x), x ∈ M が成立する
とき曲率次元条件CD(K,m)が成立すると呼ぶ。m = nのときは ϕは定数と
規約する。この場合はRicm,n(L)(x) = Ric(x)となる。m ≥ nでKが定数な
ら (M,dg, µ)の RCD(K,m)-条件と同値になる。本講演ではm ≤ 1の場合に
重み付き Laplacian Lの比較定理 ([5])に基づいてXの保存性と Feller性への
変形されたやや強い判定条件を与える。rp(x) := dg(x, p)を距離関数とする。
以下の比較定理はm = 1で κが定数の場合に [9]で最初に証明された。

定理 1.1 (Laplacian の比較定理 [5], cf. [9]). x, p ∈ M , m ≤ 1 とする。

Ricm,n(L)(x) ≥ (n−m)κ(sp(x))e
− 4ϕ(x)

n−m なら，Lrp(x) ≤ (n−m)cotκ(sp(x))e
− 2ϕ(x)

n−m

が sp(x) < δκで成立する。ここで κは [0,+∞[上の連続関数で，sp(x)は

sp(x) = inf

{∫ rp(x)

0
e−

2ϕ(γt)
n−m dt

∣∣∣∣∣ γは単位速度測地線でγ0 = p, γrp(x) = x

}
で与えられる。cotκは初期条件 lims→0 s cotκ(s) = 1をみたすRiccati方程式

−dcotκ
ds

(s) = κ(s) + cotκ(s)
2,(1.1)

の [0, δκ[上の解で δκ はその爆発時刻である。κ ≤ 0なら δκ = +∞となる。
δκ < ∞なら末期条件 lims→δκ(δκ − s) cotκ(s) = 1も満たされる。κが定数の
ときはκ ≤ 0の場合も込めて cotκ(s) =

√
κ cos(

√
κs)/ sin(

√
κs), δκ = π/

√
κ+

となる。
1



2. 主結果

ϕp(r) := infBr(p) ϕとする。Kを [0,+∞[上の非負連続な非減少関数で以下
の (K)という条件を満たすとする:

(K) :

∫ ∞

ro

dr√
K

(
e−

2ϕp(r)

n−m r

)
e−

2ϕp(r)

n−m

= +∞ for some ro > 0.

条件 (K)は p ∈ M には依存しない。

定理 2.1 (Xの保存性). p ∈ M を固定する。条件 (K)を仮定し

Ricm,n(L)(x) ≥ −K(sp(x))e
− 4ϕ(x)

n−m for any x ∈ M(2.1)

が m ∈]−∞, 1 ]で成立するとする。このときXは保存的である。

定理 2.2 (Xの Feller性). 条件 (K)を仮定し

Ricm,n(L)(z) ≥ −K(sq(z))e
− 4ϕ(z)

n−m for any z, q ∈ M(2.2)

がm ∈]−∞, 1 ]で成立するとする。このときXは Feller性をもつ。

定理 2.1の証明は Grigor’yan [2]の保存性の判定条件に帰着される。また
定理 2.2の証明は Azencott [1]の Feller性の判定条件に帰着される ([4]に通
常の Laplacianの場合での証明がある)。m ≥ nの場合の Laplacianの比較
定理は Ricm,n(L)(x) ≥ (m − 1)κ(rp(x))なら Lrp(x) ≤ (m − 1)cotκ(rp(x)),
rp(x) < δκの形のため, Xの保存性や Feller性は (K)よりも弱い条件である∫ ∞

ro

dr√
K (r)

= +∞ for some ro > 0

で成立することが知られている ([8, Theorems 1.4 and 1.5])

References

[1] R. Azencott, Behavior of diffusion semi-groups at infinity, Bull. Soc. Math. France
102 (1974), 193–240.

[2] A. Grigor’yan, On stochastically complete manifolds, Dokl. Akad. Nauk. SSSR 290
(1986), 534–537.

[3] A. Grigor’yan, Heat kernel and analysis on manifolds, AMS/IP Studies in Advanced
Mathematics, 47. American Mathematical Society, Providence, RI; International
Press, Boston, MA, 2009.

[4] E. P. Hsu, Stochastic analysis on manifolds, Graduate Studies in Mathematics, 38.
American Mathematical Society, Providence, RI, 2002.

[5] K. Kuwae and X.-D. Li, Laplacian comparison theorem on Riemannian manifolds
with CD(K,m)-condition for m ≤ 1, preprint, 2018.

[6] K. Kuwae, S.-Z. Li and X.-D. Li, Conservativeness and Feller property of diffusion

processes on Riemannian manifolds with m-Bakry-Émery Ricci tensor for m ≤ 1,
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Geometry of the random walk range conditioned on survival
among Bernoulli obstacles

福島　竜輝1

京都大学数理解析研究所

Jian Ding (University of Pennsylvania), Rongfeng Sun (National University of Singapore),
Changji Xu (University of Chicago)との共同研究

格子Zd上にBernoulli分布する障害物を避けながらランダムウォークする粒子を考え
る．粒子と媒質の両方について平均をとると (annealedという2) 粒子は出発点を含む球状
の領域に局在することが知られている．本研究ではこの粒子の軌跡が局在している球を埋
め尽くすことを示し，さらに軌跡の境界の大きさに関する評価を得たので報告する．

(ω,Pp)をZd上の独立同分布Bernoulli(1− p)確率変数，({Sn}n≥0, P0)を原点を出発点
とする d次元ランダムウォークとする．ω = (ωx)x∈Zdに対して obstaclesをO(ω) := {x ∈
Zd : ωx = 1}で定め，ランダムウォークの到達時刻を τOと書くことにする．粒子の挙動
を記述するのは条件付き確率

µN( · ) := Pp ⊗ P0( · | τO(ω) > N)

であり，annealed path measureと呼ばれる．
以下 d ≥ 2とする．次が冒頭に述べた局在現象である．

Confinement property. (Sznitman [6], Bolthausen [2] for d = 2, Povel [5] for d ≥ 3)
d ≥ 2, p ∈ (0, 1)に対して ϱ0(d, p) > 0，xN(ω) ∈ Zdが存在して，任意の ϵ > 0に対して次
が成り立つ：

µN

(
S[0,N ] ⊂ B(xN(ω), (ϱ0 + ϵ)N

1
d+2 )

)
→ 1, N → ∞. (confinement)

講演者は [4]において S[0,N ]がB(ω)をほとんど埋め尽くしていることを示した：

∀ϵ > 0, µN

(∣∣∣N− d
d+2 |S[0,N ]| − |B(0, ϱ0)|

∣∣∣ > ϵ
)
→ 0, N → ∞.

今回報告する一つ目の結果は， 「ほとんど」を「境界の近くを除いて全て」に改善する
ものである．これは [2]で予想として述べられていたものである．

Theorem 1. Confinement propertyと同じ xN と任意の ϵ > 0に対して，

µN

(
S[0,N ] ⊃ B(xN(ω), (ϱ0 − ϵ)N

1
d+2 )

)
→ 1, N → ∞. (covering)

Remark. この定理に関しては最近Berestycki–Cerf [1]が同じ結果を発表した．ただしそ
こでの問題の定式化は障害物を使わないもので，従って証明の方法も異なっている．例えば
我々の議論は (confinement)を（おそらく必要ないものの現時点では）仮定しているが，彼ら
は (covering)を独立に示す．実はBolthausenの論文 [2]は，(covering)から (confinement)
を導く構成になっており，[1]はその方針を d ≥ 3でも完遂しようとしている．

1E-mail:ryoki@kurims.kyoto-u.ac.jp
2これに対して媒質は固定した場合を quenchedという．
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上の (confinement)と (covering)によりランダムウォークの軌跡は漸近的に（中身の詰
まった）球であることが分かる．二つ目の結果は軌跡の表面積が logN の冪の因子を除い
てB(xN(ω), ϱ0N

1
d+2 )の表面積と一致することを示すものである．

Theorem 2. ある a > 0が存在して

µN

(
|∂S[0,N ]| ≤ N

d−1
d+2 (logN)a

)
→ 1, N → ∞.

界面の揺らぎの問題として見るならば，表面積より ∂S[0,N ]と ∂B(xN(ω), ϱ0N
1

d+2 )のHaus-
dorff距離などを考察する方が自然であるが，それははるかに難しい問題のように思われ
る．

最後に技術的な側面について少し言及しておく．このモデルの研究は1990年代にSznit-
manが「障害物の拡大」と呼ばれる多重スケール解析によってランダム作用素の固有値
を評価する方法でかなり進展させた．この方法は実際の適用に際して確率論的な考察を伴
うことが多いものの，原理的には解析的なものである．一方で今回の結果を導くために用
いた手法はその本質において組合せ論的であり，この種の問題の研究としては目新しいと
ころがあると思われるので，講演ではできるだけそこに焦点を当てたい．
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A limit theorem for persistence diagrams of random complexes

built over marked point processes *1

九州大学 マス・フォア・インダストリ研究所 学術研究員 須崎 清剛*2

ある現象を観測して得られたデータの多くは，Euclid 空間内の有限集合として表現される．い

ま，初期時刻でデータが入力され，時刻 tで各データ点を中心とする半径 tの閉球を与える．すな

わち，時間とともに各データ点を太らせていく過程を考える．この過程は，データ集合を様々な解

像度で解析していると見なすこともできる．各時刻で閉球の和とホモトピー同値な脈体を対応させ

たとき，単体複体の増大列が得られるが，横軸を発生（birth）時刻，縦軸を消滅（death）時刻とし

て，その増大列中の q 次ホモロジー類の発生・消滅を∆ = {(x, y) ∈ [0,∞]2 : 0 ≤ x < y ≤ ∞} 上
にプロットした図は，q 次パーシステンス図と呼ばれる．

t= t=t1 t=t2 t=t3

図 1 下部は閉球の和の脈体（Čech 複体）

t 3

t 2

death

birth

図 2 1次パーシステンス図

本講演では，マーク付き点過程に対してある規則で単体複体の増大列を対応させた際のパーシス

テンス図について考える．本研究は，九州大学の白井朋之氏との共同研究に基づく．

集合 S に対して F(S) を S の非空の有限部分集合全体とし，M を Polish 空間とする．κ :

F(Rd ×M) → [0,∞]は次の条件 (K1), (K2)をみたすとする．

(K1) A ⊂ B ならば κ(A) ≤ κ(B).

(K2) 単調非減少な ρ : [0,∞] → [0,∞] が存在して，t < ∞ならば ρ(t) < ∞をみたし，すべての
(x,m), (y, n) ∈ Rd ×Mに対して，|x− y| ≤ ρ(κ({(x,m), (y, n)})) が成立する．

また，場合によって κには以下の平行移動・回転不変性を仮定する．

(T) すべての x ∈ Rd に対して，κ(TxA) = κ(A) が成り立つ. ここで，Tx : F(Rd × M) →
F(Rd ×M)は TxA = {(y + x,m) : (y,m) ∈ A}である.

(R) すべての U ∈ O(d)に対して，κ(RUA) = κ(A) が成り立つ. ここで，O(d)は d次直交行列

全体，RU : F(Rd ×M) → F(Rd ×M)は RUA = {(Ux,m) : (x,m) ∈ A}である.

π : R ×M → Rを標準射影とする．Ξ̃ ∈ F(Rd ×M)が単純であるとは，π |Ξ̃ が単射となるとき
をいい，このとき Ξ = π(Ξ̃) と表す．単純な Ξ̃ ∈ F(Rd × M) に対しては，π により自然な全単

射 F(Ξ̃) ∋ σ̃ 7→ σ ∈ F(Ξ)が誘導され，各 σ̃ = {(x0,m0), (x1,m1), . . . , (xq,mq)}は，Rd 内の有

限点配置 σ = {x0, x1, . . . , xq} にマーク {m0,m1, . . . ,mq} が付加されていると見なせる．単純な
Ξ̃ ∈ F(Rd ×M)が与えられたとき，抽象単体複体の増大列 K(Ξ̃) = {K(Ξ̃, t)}t≥0 を

K(Ξ̃, t) = {σ ⊂ Ξ : κ(σ̃) ≤ t}

*1 本研究は，JST CREST JPMJCR15D3 の支援を受けたものである．
*2 k-suzaki@imi.kyushu-u.ac.jp
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で定める．すなわち κ(σ̃) は，K(Ξ̃) における単体 σ の発生時刻である. K(Ξ̃) を κ-フィルトレー

ションと呼ぶ．κの基本的な例については，講演中に述べる．

非負整数 q に対して，Hq(K(Ξ̃, t))を体上の K(Ξ̃, t)の q 次ホモロジー群とし，r ≤ sに対して，

ιsr : Hq(K(Ξ̃, r)) → Hq(K(Ξ̃, s)) を包含写像 K(Ξ̃, r) ↪→ K(Ξ̃, s) から誘導される線形写像とす

る．Hq(K(Ξ̃)) = ({Hq(K(Ξ̃, t))}t≥0, {ιsr}r≤s) は，q 次パーシステントホモロジー群と呼ばれる．

単項イデアル整域上の次数付き加群の構造定理により，Hq(K(Ξ̃))は区間分解

Hq(K(Ξ̃)) ≃
nq⊕
i=1

I(bi, di)

をもつことが知られている ([2])．ここで I(bi, di) は，ある q 次ホモロジー類が K(Ξ̃) において

t = bi で発生し，bi ≤ t < di 間で持続し，t = di で消滅することを表している．多重集合

Dq(Ξ̃) = {(bi, di) ∈ ∆ : i = 1, 2, . . . , nq} を q 次パーシステンス図という．我々は Dq(Ξ̃)を数え

上げ測度
ξq(Ξ̃) =

∑
(bi,di)∈Dq(Ξ)

δ(bi,di)

と同一視し，パーシステンス図の収束を Radon測度の漠収束で考える．

Φ̃は Rd ×M上の点過程であって，Rd へ射影した点過程 Φ(·) = Φ̃(· ×M)が Rd 上の単純点過

程となるとき，Mをマーク空間とする Rd 上のマーク付き点過程であるという．作用 {Tx}x∈Rd と

{RU}U∈O(d) は，Rd ×M上の配置空間へ自然な作用を与えるが，Φ̃に対する定常性とエルゴード

性，および等方性は，これら作用に関するものとして定義される．また，Φが全有限モーメントを

もつとは，Rd の任意の有界な Borel可測集合 Aと p ≥ 1に対して，E[Φ(A)p] < ∞が成り立つと
きをいう．各 L > 0に対して，ΛL = [−L/2, L/2)d ×Mとおく．Φ̃から定まるランダムな κ-フィ

ルトレーション K(Φ̃|ΛL
) = {K(Φ̃|ΛL

, t)}t≥0 に対応する q 次パーシステンス図 ξq(Φ̃|ΛL
)を，簡単

に ξq,L と表す．多次元エルゴード定理を応用して，次のことを示すことができる．

定理 1. κ は (T) をみたし，Φ̃ は定常マーク付き点過程で，その Rd への射影点過程 Φ は全有限

モーメントをもつと仮定する. このとき各 q ≥ 0 に対して，∆ 上の Radon 測度 νq が存在して，

L → ∞のとき E[ξq,L]/Ld v−→ νq が成立する．ここで
v−→は漠収束を表す．さらに κは (R)をみた

し，̃Φがエルゴード的で等方的であれば, ほとんど確実に L → ∞のとき

1

Ld
ξq,L

v−→ νq

が成立する．

証明は，点過程のパーシステンス図の極限定理について論じている [1]で用いられている手法を，

マーク付き点過程版へ拡張して行う．
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Fluctuation results in First-passage percolation

中島秀太 ∗ 京都大学 数理解析研究所　博士後期課程 3年

キーワード：First-passage percolation, optimization problem, random environment

First-passage percolationはHammersleyとWelshにより 1965年に導入された動的な浸
透モデルである。モデルは次のように定義される。隣接しているZdの二点をつなぐ辺の全
体をE(Zd)で表す。各辺 e ∈ E(Zd)には、その辺を通過するのに必要な時間を表す独立で
同一分布に従う非負確率変数 τeが与えられているとする。また、Zdの辺を e1 → · · · → ek
の順にたどる路 πの移動時間を t(π) =

∑k
i=1 τei で定義する。さらに二点 x, y ∈ Zd間の最

小移動時間を次で定義する:

T (x, y) := inf{t(π) : πは xから yへの路 }.

物理的には τe は e の浸透に要する時間、T (0, x) は液体の浸透領域が x に到達するまで
の時間、B(t) = {x ∈ Rd|T (0, [x]) ≤ t}は時刻 t での浸透領域を表す。

本講演では浸透領域B(t)の揺らぎの大きさについて議論する。

Definition 1. 次を満たす時、τ の分布が適切であると言う:

P(τe = τ) <

{
pc(d) if τ = 0,

p⃗c(d) otherwise,

ここで τ は τeの分布の supportの下限、pc(d), p⃗c(d)はそれぞれ d次元 percolation モデル、
d次元 oriented percolation モデルの臨界確率である。

次に浸透領域B(t)の揺らぎの大きさを定義する。

Definition 2. 任意の l > 0と任意の集合 Γ ⊂ Rdについて、

Γ−
l = {v ∈ Γ| d(v,Γc) ≥ l} and Γ+

l = {v ∈ Rd| d(v,Γ) ≤ l},

と定める。ここで dはユークリッド距離。与えられた集合A,B ⊂ Rdに対して、Bに対す
るAの揺らぎの大きさを次で定義する:

F (A,B) = inf{δ > 0| B−
δ ⊂ A ⊂ B+

δ }.

Theorem 1. F が適切で指数モーメント有限であるとする。このときある c, C > 0が存在
して任意の t > 0と任意の原点を含む凸集合 Γ ⊂ Rdについて、次が成り立つ。

P(F (B(t),Γ) ≤ c log t) ≤ C exp (−tc).

本講演では研究の背景や動機を説明するとともに、証明で用いるアイデアについても議
論する予定である。
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