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Dysonにより導入された 3つのクラスの円アンサンブル (COE, CUE, CSE)の一つ，円
直交アンサンブル (circular orthogonal ensemble, COE)について考察する．N ×NのCOE

行列 V は，対称ユニタリ行列の値をとるランダム行列であり，次の性質により特徴付け
られる: 「固定されたN ×N ユニタリ行列U0に対し，V と tU0V U0は同分布」．特にU0

として実直交行列を選ぶことで，V の分布は直交変換で不変なことが分かる．
V = (vij)1≤i,j≤N を N × N の COE 行列とする．添字の列 i = (i1, i2, . . . , i2k), j =

(j1, j2, . . . , j2k) ∈ {1, 2, . . . , N}×2kに対して，

MN(i, j) = E[vi1i2vi3i4 · · · vi2k−1i2k
vj1j2vj3j4 · · · vj2k−1j2k

]

とおく．MN (i, j)は，どのように計算したら良いであろうか．ガウス型行列 (GOEなど）
に対してこの問題は，良く知られているように「Wickの公式」を用いることで解決され
る．COEの場合に対応する公式を得たことが今回の主結果である．

定理 1 ([Mat]). 上の記号の下で，MN(i, j)は次のように表示される．

MN (i, j) =
∑

σ∈S2k

j=iσ

WgO
k (σ; N + 1).

上の式の和は，
j = iσ := (iσ(1), iσ(2), . . . , iσ(2k))

を満たす置換 σ ∈ S2k全体を走る．また S2k ∋ σ 7→ WgO
k (σ; N + 1)は 2k次対称群 S2k上

の関数であり，直交Weingarten関数と呼ばれるものである（定義は後述する．上添字の
Oは「直交 (orthogonal)」を表す）．

CUEにおける同様の公式は既に知られており，「ユニタリWeingarten関数」が必要とさ
れる．

例 1. E[|v12v13|
2]を計算しよう．上の記号で，E[|v12v13|

2] = MN (i, i), i = (1, 2, 1, 3)とな
る．iσ = iを満たす σ ∈ S4は，恒等置換 ( 1 2 3 4

1 2 3 4 )と互換 ( 1 2 3 4
3 2 1 4 )の 2つである．このと

きWgO
2 (σ; N + 1)の値は簡単に求まり，それぞれ N+2

N(N+1)(N+3)
, −1

N(N+1)(N+3)
である．した

がって，

E[|v12v13|
2] =

N + 2

N(N + 1)(N + 3)
+

−1

N(N + 1)(N + 3)
=

N − 1

N(N + 1)(N + 3)

を得る．
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系 2. V = (vij)1≤i,j≤Nを N ×NのCOE行列とする．対角成分 viiと非対角成分 vij (i 6= j)

のモーメントは具体的に次のように与えられる．任意の正整数 kに対し，

E[|vii|
2k] =

2kk!

(N + 1)(N + 3)(N + 5) · · · (N + 2k − 1)
.

E[|vij |
2k] =

k!

N(N + 1)(N + 2) · · · (N + k − 2)(N + 2k − 1)
.

また k 6= mならば，E[vk
iiv

m
ii ] = E[vk

ijv
m
ij ] = 0である.

zを複素数とする．直交Weingarten関数WgO
k (·; z)の定義は，以下のように表現論と組

合せ論の言葉で記述される．登場する用語については，例えば [Mac]の I-1とVII-2 を参
照されたい．

WgO
k (σ; z) =

1

(2k − 1)!!

∑

λ⊢k

f 2λ

C ′
λ(z)

ωλ(σ) (σ ∈ S2k).

ここで和は，kの分割 λ = (λ1, λ2, . . . ), λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ 0, k =
∑

i≥1 λi, 全体を走る．
分割 λは k個の箱を持つヤング図形と同一視される．C ′

λ(z) :=
∏

(i,j)∈λ(z +2j− i−1)であ
り，(i, j)はヤング図形λの箱（の座標）を走る．χ2λを 2λ = (2λ1, 2λ2, . . . )に対応するS2k

の既約指標，Hk (⊂ S2k)を超八面体群とする．ωλ(σ)は ωλ(σ) = (2kk!)−1
∑

ζ∈Hk
χ2λ(σζ)

で定義され，ゲルファント対 (S2k, Hk)の帯球関数と呼ばれている．f 2λはχ2λの恒等置換
での値，同じことだが型 2λの標準ヤング盤の個数である．σを固定したときに，WgO

k (σ; z)

は zに関して有理式である．
関数WgO

k (·; z)|z=N は，実直交群O(N)のハール測度に従うランダム行列に関する研究
で初登場した（[CM]）．定理 1では，パラメータ zが z = N ではなく z = N + 1で現れ
ているところに注意してほしい．
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