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1 Introduction

(X,F ,m)を確率空間として、(E , D(E))をL2(X, m)上のDirichlet formとする。Weak Poincaré
inequality(=WPI)とは、次の不等式を言う:
WPI (0,∞)上で定義された関数非負非増加関数 ξ(·)が存在して、任意の δ > 0と f ∈ D(E) ∩
L∞(X, m)に対して、次が成立する。

∫

X
(f − 〈f〉m)2 dm ≤ ξ(δ)E(f, f) + δ‖f‖2

L∞ . (1.1)

〈f〉mは期待値を表す。この不等式は、[8]で導入された。なお、[8]では、functional ‖f‖2
L∞ はもっ

と一般なΦ(f)になっており、Φ(f) < ∞なる関数について、Ptfが 〈f〉mに収束する (指数オーダー
より遅い)早さについて関数 ξを用いて論じている。Poincaré inequality(=PI)は、全ての δ > 0に
対して、ξ(δ)を定数としてWPIが成立することと同値であるから、WPIは、PIより弱い。しか
し、既約性 (E(f, f) = 0ならば、f = const, a.s.) よりは強い概念である。WPIは、実は、楠岡 [5]
により導入されたWeak spectral gap property (〈fn〉m = 0, fn ∈ D(E) with supn ‖fn‖L2 < ∞が
E(fn, fn) → 0 をみたせば、fnは 0に確率収束する。 ) と同値である。また、[5]で、この性質は
Wiener空間上の “連結な開集合” 上で自然に定義される Dirichlet formに対して、成立すること
が示されている。ここで言う “連結な開集合”の典型例は、N 次元ユークリッド空間RN に等長に
埋め込まれた単連結なコンパクトリーマン多様体M 上の次の確率微分方程式の解であたえられる
Ux,y,ε = {w ∈ WN | X(1, x,w) ∈ Bε(y)}である (Bε(y)は y ∈ M を中心とした半径 εの可縮な開
球を表す):

dX(t, x,w) = P (X(t, x,w)) · dw(t) (1.2)

X(0, x,w) = x ∈ M. (1.3)

ただし、WN は、N 次元Wiener空間、P (x) : RN → TxM は射影作用素である。また、[3]では、
その結果を用いて、M 上のループ空間で定義されるDirichlet form についてもWPIが成立する
ことが示された。しかし、これらの証明では ξの評価が具体的に得られているわけではない。講演
者は、ξの具体的な評価を与えることを目的として、Wiener空間上の通常の意味での連結な開集
合上のDirichlet formに対するWPIの証明を与えた [3]。そのキーポイントは次の 3つであった：
1. WPIは state spaceの連結和をとる操作に関して、安定であること。



2. Wiener空間の中の (開集合の)ボールのような凸 (H-convex [4])な集合上ではPI(実はより強
い対数ソボレフ不等式=LSI) が成立すること
3. Wiener空間の連結な開集合はボールの可算個の連結和で表されること
連結和をとると係数 ξ(·)は、そのたびに悪くなるが、一応評価を与えることはできる。しかし、
我々の考えたいUx,y,εは明らかに通常の位相で連結な開集合ではなく、ボールの連結和で書けるも
のではない。しかし、Terry Lyons [6]により、確率微分方程式の解は通常の位相では連続ではな
いが、Lévyの確率面積の汎関数も込めたBrownian rough pathとしての連続関数 (roughnessは、
2 < p < 3) になるという結果が知られている。したがって、rough pathとしてのボール (それは、
もはやWiener空間で考えると、ボールのような凸性をもたない)を最小単位と考えて、その上で
WPIが成立すること、Ux,y,εの集合がそのような基本単位の集合の可算個の連結和で表されるこ
とが示されれば、上の 1,2,3のボールをこの基本単位の集合に置き換えて、同じ証明が通用するこ
とになる。講演では、実際にこのことが可能であることを話したい。ここでは、WPIが成立する
上で言うところの原点の近傍の基本単位の集合 Ua,0をN = 2の場合に書いておく。この集合が、
H-convex ([4])ならば、話しは簡単だが、実はそうではない。現在のところ、さらに強く、LSI,
PIが成立するかどうかわからない。

Ua,0 :=
{
w = (w1, w2) ∈ W2

∣∣∣ ‖Cw1,w2‖p/2 < a, ‖w1‖p < a, ‖w2‖p < a
}

.

ただし、a > 0で、Cw1,w2(s, t) =
∫ t
s (w1(u) − w1(s))dw2(u), wi(s, t) = wi(t) − wi(s), (0 ≤ s ≤

t ≤ 1)で ∆ = {(s, t) | 0 ≤ s ≤ t ≤ 1}上の連続関数 η(s, t)に対して、‖η‖q は次の q-variation
normを表す。

‖η‖q = sup
D

{
n−1∑

i=0

|η(ti, ti+1)|q
}1/q

, (1.4)

ここでD = {0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1}は [0, 1]の全ての有限分割を動く。

参考文献
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