
熱核の対数微分とループ空間上の
対数ソボレフ不等式

平成 15 年 1 月 9 日

1 主結果
以下に述べる内容は, 熱核がある評価を満たしているような多様体上で一般に成立する.

しかし, いまのところ, そのような評価が示せているのは hyperbolic space だけなのでこ
こでは hyperbolic spaceに限って述べることにする. ある程度一般なHadamard多様体で
成立すると予想している. Hnを負定曲率−aの hyperbolic spaceとする.

Px,y(Hn) = C([0, 1] → Hn | γ(0) = x, γ(1) = y)

を pinned measure νx,yが与えられた pinned path spaceとする. ただし, 通常のユークリッ
ド空間も a = 0の hyperbolic space と考えて我々の枠組に入る.

Theorem 1.1 (主定理 1) Px,y(Hn)上で次の対数ソボレフ不等式が成立する.
∫

Px,y(Hn)

F 2 log(F 2/‖F‖2
L2(νx,y))dνx,y ≤

∫

Px,y(Hn)

C(γ)‖D0F (γ)‖2
H1dνx,y (1)

ここで

C(γ) = 2

[
1 + 2

{
1 +

√
a sup

0≤t≤1
d(γt, y) +

(
Cn(a) +

n− 1

2

)
a

}
· e(Cn(a)+n−1

2 )a

]2

, (2)

ここでCn(a)は aの単調増加関数で d(y, z)はRiemannian distanceを表す.

証明は, Px,y(Hn)上でまずClark-Ocone-Haussmann formula (Theorem 2.4)を示してか
ら, その応用として示す.

注意: (1) 十分小さな正数 εについては

Eνx,y

[
exp

(
ε sup

0≤t≤1
d(y, γt)

2

)]
< ∞ (3)
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となることからC(γ)は強い可積分性をもつ.

(2) a = 0の通常の標準 pinned Brown運動のとき, COH formulaを用いる証明では
C(γ) = 18となる. しかし、a = 0のときベストな結果はC(γ) = 2である. 2に改良でき
るかどうかはまだわからない.

(3) Hnを等長変換群で割った商空間として得られる負定曲率のコンパクトリーマン多
様体Mの上の pinned path spaceやループ空間C(S1 → M)の各ホモトピー類でも同様な
不等式を示すことができる.

2 COH formula on Px,y(Hn)

Brown運動の測度 µxが与えられた Path space

Px(Hn) = {γ : [0, 1] → Hn | γ(t) is continuous and γ(0) = x}

およびPx,y(Hn)上でH微分をそれぞれ次のように定義する. ここでF (γ) = f(γt1 , . . . , γtk)

は smooth cylindrical function.

DF (γ)t =
k∑

i=1

∇f(γ)ti
ti ∧ t, (4)

D0F (γ)t =
k∑

i=1

∇f(γ)ti
(ti ∧ t− tit), (5)

ここで∇f(γ)ti
= τ(γ)−1

ti ∇if(· · · , γti , · · · ). 一般に多様体M 上にベクトル場X が与えら
れたとき

X(γ)t := τ(γ)−1
t X(γt)

のように確率平行移動 τ(γ)t : TxM → TγtM を用いて TxMの元とみなせる. これは, 一般
のテンソルでも同様で T (γ)t のように書くことにする.

Vy(t, z) = gradz log p(1− t, y, z) ∈ TzM (6)

に対しては,

Vy(t, γ)t = τ(γ)−1
t gradγt

log p(1− t, y, γt) ∈ TxM (7)

となる. p(t, y, z)は e
t∆
2 の heat kernelを表す. 次のように書き直そう.

Vy(t, z) =
vz,y

1− t
+ gradz log f(1− t, y, z). (8)
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ここで, vz,y ∈ TzHnは expz (vz,y) = yとなる zから yに向かう大きさ d(y, z)の方向ベク
トル,

f(t, y, z) = exp

(
d(y, z)2

2t

)
p(t, y, z) (9)

である.

sup
0≤t<1,y,z∈Hn

|gradz log f(1− t, y, z)| < ∞ (10)

を示すことができる. (Lemma 3.1による.) COH formulaを述べるため filtrationを導入
する.

Ft = σ(γ(s) | 0 ≤ s ≤ t)の µxによる完備化. (11)

Filtration付の確率空間 (Px(Hn), Ft, µx)上のマルチンゲール

ρ(t, γ) =
p(1− t, y, γ(t))

p(1, x, y)
= exp

(∫ t

0

(Vy(s, γ)s, db(s))− 1

2

∫ t

0

|Vy(s, γ)s|2ds

)
(0 ≤ t < 1).

(12)

を考える. ここで b(t) =
∫ t

0
τ(γ)−1

t ◦ dγtは µxの下で TxHn上のBrown運動である. 次の二
つの補題がCOH formulaを述べかつ示すのに必要である.

Lemma 2.1 (1) νx,y is the unique probability measure Qx,y on Px,y(Hn) such that Qx,y

is absolutely continuous to µx on the σ-field Ft and

dQx,y

dµx

∣∣∣
Ft

(γ) = ρ(t, γ) µx − a.s. γ (0 ≤ t < 1).

In particular, γ(t) is an Ft-semimartingale for t ∈ [0, 1) under νx,y.

(2) For any 1 ≤ q < 2, it holds that

Eνx,y

[∫ 1

0

|Vy(s, γ)s|qds

]
< ∞. (13)

(3) Let us set

w(t) := b(t)−
∫ t

0

Vy(s, γ)sds (0 ≤ t < 1),

where b(t) is an Ito-Cartan development of the semimartingale γ(t). Then w(t) (0 ≤
t < 1) is an Ft-Brownian motion under the probability measure νx,y and continuously

extended to the time 1 νx,y -a.s. γ. In particular under νx,y, γ(t), b(t) are Ft-adapted

semimartingales for 0 ≤ t ≤ 1.
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(4) Let

Ht = σ(w(s) | 0 ≤ s ≤ t)の µx,yによる completion.

Then

Ft = Ht. (0 ≤ t ≤ 1) (14)

0 ≤ T < 1をひとつとる. Lemma 2.1 (4)より, F ∈ L2(Px,y(Hn)に対してマルチンゲー
ルEνx,y [F | Ft]は伊藤の表現定理によりある Ft-predictable L2-processH(s, γ)で

Eνx,y [F | Ft] = Eνx,y [F ] +

∫ t

0

(H(s, γ), dw(s)) (0 ≤ t ≤ 1)

と書ける. F がある regularity をもつとき, H(s, γ) を具体的に Px,y(Hn) 上の H 微分
D0F (γ)で表示するのが COH formulaである. その具体形を求めるためには部分積分
の公式 (Lemma 2.3)を用いる.

Definition 2.2 0 < T < 1とする. S(γ)T をパス γごとに定まるL2([0, T ] → TxHn)上の
次の有界線形作用素とする.

S(γ)T (h)(t) = h(t)−K(γ)t

∫ t

0

h(s)ds (15)

K(γ)t = − 1

1− t
+

1−√art coth(
√

art)

1− t

(
P⊥

γ,y

)
t
+

(n− 1)a

2
+ C(t, γ) (16)

C(t, γ) = ∇2 log f(1− t, y, γ)t (17)

ここで

rt = d(y, γt) (18)

P⊥
z,y = ベクトル vz,y ∈ TzHn の直交補空間への射影 (19)

注: (1) 一般の場合は

K(γ)t = ∇2 log p(1− t, y, γ)t −
1

2
Ric(γ)t (20)

とする. Hnでは

∇2
z

{
d(y, z)2

2

}
= ITzHn − (

1−√ad(y, z) coth(
√

ad(y, z))
)
P⊥

z,y (21)

Ric = −(n− 1)a (22)

となっていることから (16)を得る.
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(2) aの単調増加関数Cn(a)が存在して

sup
0<t≤1,y,z∈Hn

|∇2
z log f(t, y, z)| ≤ Cn(a)a (23)

を示すことができる. このCn(a)がTheorem 1.1に出ている.

Lemma 2.3 (1) Let F (γ) = f(γt1 , . . . , γtn) ∈ FC∞
b , (0 < t1 < · · · < tn ≤ T < 1). Let

h(t, γ) be an Ft-adapted process and satisfying that for some ε > 0

Eνx,y

[∫ T

0

|h(t, γ)|2+εdt

]
< ∞.

Then the following integration by parts formula holds.

Eνx,y

[∫ T

0

(DF (γ)·t, h(t, γ))dt

]
= Eνx,y

[
F (γ)

∫ T

0

(S(γ)T (h)(t), dw(s))

]
. (24)

(2) The following identity holds.

Eνx,y

[∫ T

0

((
(S(γ)−1

T )∗DF (γ)·
)

t
, h(t, γ)

)
dt

]
= Eνx,y

[∫ T

0

(H(t, γ), h(t, γ))dt

]
. (25)

The operator (S(γ)−1
T )∗ is given explicitly as follows:

(
S(γ)−1

T

)∗
ϕ(t) = ϕ(t) + (M(γ)∗t )

−1

∫ T

t

M(γ)∗sK(γ)sϕ(s) ds. (26)

Gong-Ma [7]でもこの部分積分の公式を用いて我々の結果 Theorem 2.4とは違った形で
COH formulaを示している. さて我々のCOH-formulaを述べよう. L2([0, 1] → TxHn)上
の有界線形作用素 J(γ)T を

J(γ)T ϕ(t) = (M(γ)∗t )
−1

∫ 1

t

M(γ)∗sK(γ)sχ[0,T ](s)ϕ(s)ds. (27)

と定義する. K(γ)tはDefinition 2.2で定義されている. ここでM(γ)t (0 ≤ t < 1)は次の
End(TxHn)値のODEの解である.

M(γ)·t = K(γ)tM(γ)t (28)

M(γ)0 = I (29)

更にN(γ)tを次のEnd(TxHn)値ODEの解とする.

N(γ)·t =

(
1−√art coth(

√
art)

1− t

(
P⊥

γ,y

)
t
+

n− 1

2
a + C(t, γ)t

)
N(γ)t (30)

N(γ)0 = I (31)
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M(γ)t = (1− t)N(γ)tだから (27)は次のようになる.

J(γ)T ϕ(t) =
1

1− t

∫ 1

t

(
N(γ)sN(γ)−1

t

)∗
{
−1 +

(
1−√ars coth(

√
ars)

) (
P⊥

γ,y

)
t

+

(
n− 1

2
a + C(s, γ)s

)
(1− s)

}
χ[0,T ](s)ϕ(s)ds. (32)

x > 0のとき,

1− x coth x ≤ 0 (33)

ゆえN(γ)tは次の評価を持つ. 任意の 0 ≤ t ≤ s ≤ 1について

‖N(γ)sN(γ)−1
t ‖op ≤ e(Cn(a)+n−1

2
)(s−t)a. (34)

ここでCn(a)は (23)にでてきているものである.

評価 (23)とHardyの不等式
{∫ 1

0

∥∥∥∥
1

1− t

∫ 1

t

ϕ(s)ds

∥∥∥∥
2

dt

}1/2

≤ 2

{∫ 1

0

‖ϕ(s)‖2ds

}1/2

(35)

と x ≥ 0のとき,

|1− x coth x| ≤ x (36)

となることを用いて νx,y-a.s. γについて

‖J(γ)T ϕ‖L2(0,1) ≤ 2

{
1 +

√
aq(γ) +

(
Cn(a) +

(n− 1)

2

)
a

}
e(Cn(a)+n−1

2 )a‖ϕχ[0,T ]‖L2(0,1)

(37)

q(γ) := sup
0≤t≤1

d(y, γt) (38)

となる. さらに L2([0, 1] → TxHn) 上の有界線形作用素 J(γ) が存在して任意の ϕ ∈
L2([0, 1] → TxHn)に対して

lim
T→1

‖JT (γ)ϕ− J(γ)ϕ‖ = 0 (39)

となることがわかる.

L(γ) = I + J(γ) (40)

と定める.
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Theorem 2.4 (主定理 2) 任意のF (γ) = f(γt1 , . . . , γtn) ∈ FC∞
b (t1 < . . . < tn ≤ T < 1)

について

Eνx,y [F (γ)|Ft] = Eνx,y [F ] +

∫ t

0

(H(s, γ), dw(s)) , (0 ≤ t ≤ 1) (41)

ここで

H(s, γ) = Eνx,y [L(γ)(D0F (γ)·)(s)|Fs] ds⊗ dνx,y-a.s. (s, γ). (42)

(42)は predictable projectionを表す.

この定理の証明には Lemma 2.3を用いる.

Theorem 1.1の証明: Gt = Eνx,y [F 2 | Ft] とおく. Theorem 2.4から,

Gt = Eνx,y [F 2] + 2

∫ t

0

(Eνx,y [F · L(γ)(D0F (γ)·)(s) | Fs] , dw(s)) .

伊藤の公式を g(Gt) = Gt log Gtに適用して,

(1)の左辺 = E[g(G1)− g(G0)]

=
1

2
Eνx,y

[∫ 1

0

d〈G〉t
Gt

]

≤ 2Eνx,y

[∫ 1

0

|L(γ)(D0F (γ)·)(t)|2 dt

]
.

ここで, (37), (39)より (1)を得る.

(注) (1) F は Px,y(Hn)上のH微分で定義されるDirichlet形式の定義域にはいるような
関数ならば (42)の表示をもつ.

(2) MをRnにRiemann計量 gが与えられたRiemann多様体とする. 一般にRiemmann

多様体上ではzがyのcut-locusに含まれないならexpy w = zとなるw ∈ TyMとW (0) = 0,

W (1) = v ∈ TzM となる yから zに至る速度 d(y, z)の測地線 {x(t)}0≤t≤1に沿う Jacobi

field W (t)を用いて

∇2
z

{
d(y, z)2

2

}
(v, v)

=

∫ 1

0

{
| ˙
W (x)t|2TyHn −

(
W (x)t, R(x)t(W (x)t, w)w

)
TyHn

}
dt (43)

=
(

˙
W (x)1, W (x)1

)
TyHn

(44)
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これを用いると

Riemann計量の微分が無限遠 (z →∞)で早く 0に収束する (45)

ようなHadamard多様体ならば, ある ε > 0があって

∇2
z

{
d(y, z)2

2

}
≥ 1 + ε

2
ITzM (for any z ∈ M) (46)

sup
z

∣∣∣∣∇2
z

{
d(y, z)2

2

}∣∣∣∣ < ∞ (47)

が示される. 更に (23)の f の対数微分の有界性 (このときは aは出てこないが) が示され
ればHardyの不等式の拡張 :

Jϕ(t) =
1

(1− t)α

∫ 1

t

(1− s)α−1ϕ(s)ds (α > 1/2)

とおくとき

‖Jϕ‖L2[0,1] ≤ 2

2α− 1
‖ϕ‖L2[0,1] (48)

となるということを用いて LSI (1)が有界な C(γ)を用いて成立することになる. この方
向の結果を述べる.

f̃(t, y, z) =
√

2πt
n
e

d(y,z)2

2t p(t, y, z) (49)

とおく. 同じ仮定 (45)の下で

inf
0<t≤1,z∈Rn

f̃(t, y, z) > 0 (50)

となることを示した [2]. おそらく同じ仮定の下

sup
0<t≤1,z∈Rn,i=1,2

|∇i
zf̃(t, y, z)| < ∞ (51)

となると予想している. もちろん (23)を示すにはこれで十分である. しかし, hyperbolic

spaceでは (50)は成立していないが ((58)を見よ), (23)は成立していることに注意せよ.

3 (23)の証明について
良く知られているように断面曲率−aのHn上の熱核 pa

n(t, y, z)は距離 r = d(y, z)の関
数で pa

n(t, y, z) = ka
n(t, r)と書ける. ここで, ka

n(t, r) は次の放物型方程式の解である.

∂

∂t
ka

n(t, r) =
1

2

∂2

∂r2
ka

n(t, r) +
1

2
(n− 1)

√
a coth(

√
ar)

∂

∂r
ka

n(t, r) (52)

lim
t→0

ka
n(t, d(y, z)) = δy(z). (53)
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例えば a = 1の式が [4]に見られる. この方程式から次の曲率のパラメータ aに関する
scaling equalityを得る.

ka
n(t, r) = an/2k1

n(at,
√

ar). (54)

ka
n(t, r)は次のMillsonにより見い出された ([4]の 178ページ,[5],[6]) recurrence relationを
みたす.

k1
n+2(t, r) = − e−nt/2

2π sinh r

∂

∂r
k1

n(t, r). (55)

さて

f 1
n(t, r) = e

r2

2t k1
n(t, r) (56)

と定めると (55)から f 1
n(t, r)は次の recurrence relationを満たすことがわかる.

f 1
n+2(t, r) =

(
−∂f 1

n

∂r
(t, r) +

r

t
f 1

n(t, r)

)
e−nt/2

2π sinh r
. (57)

更に

f 1
3 (t, r) = (2πt)−3/2 r

sinh r
e−

t
2 (58)

を用いて変形すると

f 1
n+2(t, r) =

√
2πt exp

(
−(n− 1)t

2

)
f 1

3 (t, r)f 1
n(t, r)

(
1− t

r

∂

∂r
(log f 1

n(t, r))

)
, (59)

∂

∂r
log f 1

n+2(t, r) =
∂

∂r
log f 1

3 (t, r) +
∂

∂r
log f 1

n(t, r) +
−t ∂

∂r

(
1
r

∂
∂r

log f 1
n(t, r)

)

1− t
r

∂
∂r

(log f 1
n(t, r))

. (60)

(23)を示すために次の補題を示そう.

Lemma 3.1 非負の整数 k, lで k + l ≥ 1をみたすものについて,

sup
0<t≤T,r≥0

∣∣∣∣∣

{
∂l

∂rl

(
1

r

∂

∂r

)k
}

log fa
n(t, r)

∣∣∣∣∣ ≤ Cn,k,l(aT )
√

a
l+2k

. (61)

ここでCn,k,l(τ)は τ の単調増加関数である.

証明のスケッチ: 任意の T > 0について

Cn,k,l(T ) := sup
0<t≤T,r>0

∣∣∣∣∣

{
∂l

∂rl

(
1

r

∂

∂r

)k
}

log f 1
n(t, r)

∣∣∣∣∣ < ∞. (62)
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を示せば十分である. というのは (54)より
{

∂l

∂rl

(
1

r

∂

∂r

)k
}

log fa
n(t, r) =

√
a

l+2k

{
∂l

∂ul

(
1

u

∂

∂u

)k
}

log f 1
n(τ, u)

∣∣∣∣∣
τ=at,u=

√
ar

. (63)

となるからである. (62)の証明は nに関する inductionによる. H2では

f 1
2 (t, r) =

√
2e−t/8

√
2πt

3

∫ ∞

0

{
cosh

√
u2 + r2 − cosh r

u2

}−1/2

e−u2/2tdu, (64)

H3では (58)で基本解は与えられる. これらを用いて実際に計算して inductionの最初のス
テップが示せる. さて nから n + 2に移るためには (60) を用いる. もしもすべての T > 0

について

C̃n(T ) := inf
r>0,0<t≤T

(
1− t

r

∂

∂r

(
log f 1

n(t, r)
))

> 0 (65)

が示せれば帰納法の仮定から (62)が n + 2のとき, k = 1, l = 0, k = 0, l = 1で示されるこ
とになる. 高階微分も同様である. (65)自身は nのときの帰納法の仮定と任意の r, tにつ
いて

1− t

r

∂

∂r

(
log f 1

n(t, r)
)

=
e

(n−1)t
2 k1

n+2(t, r)

k1
3(t, r)k

1
n(t, r)

· e−
r2

2t√
2πt

> 0 (66)

であることから従う. (66)の等式は (59)から出る. C̃n(T ) > 0を induction の仮定 (62)を
用いて証明しよう. まず任意の 0 < ε < T とR > 0を固定する. (66)および (66)の右辺が
t, rの連続関数であることから

inf
ε≤t≤T,0≤r≤R

(
1− t

r

∂

∂r

(
log f 1

n(t, r)
))

> 0 (67)

また inductionの仮定 (62)から

t ≤ 1

2Cn,1,0(T )
∧ T =⇒ 1− t

r

∂

∂r

(
log f 1

n(t, r)
) ≥ 1

2
(for any r > 0) (68)

r ≥ 2TCn,0,1(T ) =⇒ 1− t

r

∂

∂r

(
log f 1

n(t, r)
) ≥ 1

2
(for any 0 < t ≤ T ) (69)

(67), (68), (69)すべてをあわせれば (65)が得られる.
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(注)
∂

∂r
log f 1

3 (t, r) =
1

r
(1− r coth r) ≤ 0

ゆえ C̃3(T ) ≥ 1である.

(23)の証明:

∇2
z log fa

n(t, r)

=
∂2

∂r2
log fa

n(t, r)∇zr ⊗ (∇zr)
∗ +

{
1

r

∂

∂r
log fa

n(t, r)

}{
∇2

z

(
r2

2

)
−∇zr ⊗ (∇zr)

∗
}

=
∂2

∂r2
log fa

n(t, r)∇zr ⊗ (∇zr)
∗ +

1

r

∂

∂r
log fa

n(t, r) · √ar coth(
√

ar)P⊥
z,y

:= I1 + I2

Lemma 3.1により, sup0<t≤1,r≥0 |I1| ≤ Cn(a)a. また

sup
0<t≤1,r≥0

|I2| =

∣∣∣∣
1

r

∂

∂r
log fa

n(t, r) · √ar coth(
√

ar)

∣∣∣∣

≤ sup
0<
√

ar≤1

∣∣∣∣
1

r

∂

∂r
log fa

n(t, r) · √ar coth(
√

ar)

∣∣∣∣

+ sup√
ar≥1

∣∣∣∣
1

r

∂

∂r
log fa

n(t, r) · √ar coth(
√

ar)

∣∣∣∣
≤ Cn(a)a.

4 今後の問題
今後考えられる問題をいくつか述べる.

(1) 一般のHadamard多様体への一般化
上で述べたのは、hyperbolic spaceの上の pinned spaceの結果であったが、断面曲率

が pinchされているような Hadamard多様体に一般化できないだろうか? つまり、その
ような空間で u(t, z) = t∇2

z log p(t, y, z)が t → 0のとき (23)のような良い評価が得ら
れないだろうか? 関連する仕事として [10],[8],[11]などがある. 注意すべきは、一般に
lim inft→0 |u(t, z)| = ∞となることである. 実際、[11]で zが yの cut-locusの集合の中に
あるとこのようなことが起こる.

sup
0<t≤1

‖u(t, z)‖ ≤ C1 (C2d(y, z) + C3) (70)

u(t, z)の最大固有値 ≤ −1

2
(71)
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のような評価が証明できれば Theorem 1.1, Theorem 2.4 のような定理が証明できる. と
くに、C2 = 0とできれば拡散係数C(γ)は定数に置き換えられる.

(2) Driverの heat kernel LSIとの関連:

Driverは loop group上の heat kernel measureについて LSIを証明した. heat kernel

measureはpinned measureに絶対連続であることがわかる. driftの変換は測度の絶対連続
な範囲での有限次元的な変換であるが、無限次元的な変換の “よい”一般論があって heat

kernel measureは pinned measureから得られるのだろうか?

また、このような変換の一般論は一般のRiemann多様体上でもあるのだろうか?

heat kernel measureに関してCOH-formulaは証明できるのだろうか? この測度のもと
での Filtrationに adaptedなブラウン運動はなにだろうか?
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