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モンジュの問題

下のように同じ面積の土地A、Bがある。Aには芝
生が生えているが、それを土地Bにはりかえたい。
芝のはりかえには移動距離に依存したコストがか
かるとき、どのようにはりかえるのが最良か。

A B
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モンジュの問題

ある砂山をそれと同じ体積の穴に移したい。砂の移

動には移動距離に依存したコストがかかるとき、最

適な移動のさせ方は何か？
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歴史

これらの問題はフランスの数学者・工学者Gaspard
Monge(ガスパール・モンジュ)が 1781年の論文の中で提唱
した問題でモンジュの最適輸送問題と言う。

その後、Sudakovが問題解決を宣言した (1979年)が、それ
には誤りがあった。Sudakovの論文が現れる以前にこの問題
に関して重要なアイデアを出していたのは Leonid
Kantorovich(1940年代)であった。

そのアイデアに基づいて (ある場合ですが)初めて厳密に解か

れたのは 1987年、Yann Brenierによると言えます。今回は

この問題に関してお話します。
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歴史

この問題で使われる数学の概念は、面積、体積、積分などで
す。このモンジュの問題の解決には「ルベーグ積分」,「測
度論」が必要です。

このルベーグ積分はHenri Lebesgue(アンリ・ルベーグ)が
1902年の学位論文で創始し、20世紀に発展したものです。
高校や大学初年級で学ぶ微積分で出てくる積分 (リーマン積
分)は 19世紀のリーマンにより整備されたものですが、基本
的にニュートン・ライプニッツ (17世紀)の数学と言えます。

このような理論的準備が必要だったのが、この問題の難しさ

の一つと言えます。
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話の流れ

1 離散的な場合のモンジュの問題

2 ヒッチコック型の輸送問題

3 モンジュの問題の定式化 (I)

4 モンジュの問題の定式化 (II)

5 モンジュ・カントロヴィッチの問題

6 モンジュの問題の解 (Brenier-McCannのアイ
デア)

7 最適輸送写像の応用 (Warping map)

8 確率分布全体の集合の幾何
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離散的な場合:二点の移動

異なる二つの位置 {P1,P2}に同じ重さの砂一粒ずつ
があるとする。これを指定された位置 {Q1,Q2}に
移動させる。砂一粒の移動のコストはその距離に
比例するとする。どのように移動させるとコスト
が最小になるか？
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離散的な場合:一般な場合

相異なる位置 {P1, . . . ,Pn}に同じ重さの砂粒がある。
それをやはり相異なる位置 {Q1, . . . ,Qn}に移動させる。
PiからQjへの移動には PiとQjの間の距離 d(Pi,Qj)
に比例したコスト cd(Pi,Qj)がかかる。

最適な移動のさせ方は何か？

2点の場合よりは複雑になるが、移動のさせ方は n!通りだか
らそれらの中で最小のものを探すことになる。

モンジュの問題はこれの連続版と言える。

この離散モンジュ問題の一般化にあたるヒッチコック型輸送

問題を紹介する。
モンジュの最適輸送問題をめぐる話題について – p.8/107



問題 1

工場 1,工場 2がありそれぞれ製品を100個、
200個生産する.

それらを町 1に 75個,町 2に 225個輸送し
たい.

各工場から各町への1個あたりの輸送費用は
次の表のようにかかる. 輸送費用を最小にする
には,どのように輸送すればよいか?

町 1(75個) 町 2(225個)
工場 1(100個) 2円 6円
工場 2(200個) 1円 4円

=⇒ 問題 1 の場合 モンジュの最適輸送問題をめぐる話題について – p.9/107



解

x :工場 1から町 1への配送量，y : 工場 2から
町 1への配送量とする．

x + y = 75, 0 ≤ x ≤ 100, 0 ≤ y ≤ 200の条件
の下で総費用 (F1→C1) (F1→C2) (F2→C1) (F2→C2)

2x + 6(100 − x) + 1 · y + 4(200 − y)
= −4x − 3y + 1400
= −4x − 3(75 − x) + 1400 = −x + 1175

を最小にしたい．

x = 75, y = 0のとき，最小値 1100を取る．
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行列

2次正方行列 (2 × 2行列): A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ a11 a12

a21 a22

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
aij : (i, j)成分と呼ばれる。

(m, n)行列 (m × n行列, m行 n列の行列)

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 · · · a1 j · · · a1n

...
. . .

...
. . .

...

ai1 · · · aij · · · ain

...
. . .

...
. . .

...

am1 · · · amj · · · amn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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ヒッチコック型の輸送問題

工場がm個、町が n個ある

工場 iの生産量は μi,町 jの必要量が ν j,
1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

m∑
i=1

μi =

n∑
j=1

ν j

工場 iから町 jへの単位あたりの輸送コストは cij

工場 iから町 jへの輸送量を xij

輸送コスト C(X) =
n∑

j=1

m∑
i=1

cijxij を
n∑

j=1

xij = μi,
m∑

i=1

xij = ν j

の 条 件 の 下 で 最 小 と す る X を 求 め よ ．

=⇒離散モンジュ問題のページ =⇒ MK 問題のページ モンジュの最適輸送問題をめぐる話題について – p.12/107



解の存在

実行可能解の存在
n∑

j=1

xij = μi,
m∑

i=1

xij = νj を

みたす xijを実行可能解という。
北西隅ルールで実行可能解の存在はわかる．

最適解の存在
最大・最小の存在定理

コンパクト集合上で定義された連続関数には
最大値・最小値をとるところがある.

による．
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北西隅ルール

1. 工場 1から可能な限りの量を町 1に必要な範囲で送る．

2. まだ工場 1に残量があれば町 2が必要としている範囲で
送る．それでもなお工場 1に残量があれば町 3へ送る．
これを繰り返し，工場 1の残量が 0になるまで続ける．

3. 工場 1から出荷した製品だけではナンバー i以後の町の
必要量が不足していれば，次は工場 2から町 iへ可能な
限り配送し，以下同様な方法で配送する．
=⇒実行可能解の存在

町 1 (75個) 町 2 (225個)
工場 1 (100個) 75個 25個
工場 2 (200個) 0個 200個
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最大・最小の存在定理

KをRdのコンパクト集合とする． fをKを定義域
とする連続関数とする．このとき，Kのある点P,
Qで fは最大値，最小値を取る．

(注) 最大・最小の存在定理はユークリッド空間

のコンパクト集合だけではなく、一般の位相空間

(距離空間あるいはより一般に位相が与えられた空

間)のコンパクト集合上の連続関数に対して成立し

ている. =⇒ MK 問題の解の存在 =⇒ C(T) とその定義域
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[問題1]の場合

[問題 1]のときは、

f (x, y) = −x + 1175

K =
{
(x, y) | x+ y = 75, 0 ≤ x ≤ 100, 0 ≤ y ≤ 200

}
に対して適用することになる。=⇒最大・最小の存在定理

y

x+y=75

x
75

75
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北西隅ルールに対する注意

北西隅ルールで実行可能解が作れる.

価格行列がモンジュ性を満たせば北西隅ルー
ルで作った解は最適解になる.

モンジュ性が無いときは、その得られた解を
さらに改良して (例えば飛び石法と呼ばれる方
法で)最適解を作る.
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行列C = (cij)のモンジュ性

1 ≤ i < r ≤ m, 1 ≤ j < s ≤ nをみたすすべての
i, r, j, sについて

cij + crs ≤ cis + crj

n = m = 2のときは、c11 + c22 ≤ c12 + c22

この式は [問題1]の価格行列で成立している。なぜ
なら (

c11 c12

c21 c22

)
=

(
2 6
1 4

)
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モンジュ性について

例えば下の凸多角形で

cij = d(Pi,Qj)

とするとモンジュ性が成り立つ：
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d(P2, Q2)+d(P3, Q3)
      ≦ d(P2, Q3)+d(P3, Q2)
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離散モンジュの問題との関連 (I)

相異なる位置 {P1, . . . ,Pn}に同じ重さの砂粒がある。
それをやはり相異なる位置 {Q1, . . . ,Qn}に移動させる。
PiからQjへの移動には PiとQjの間の距離 d(Pi,Qj)
に比例したコスト cd(Pi,Qj)がかかる。

最適な移動のさせ方は何か？

という問題は n = mのヒッチコック型の輸送問題で

cij = cd(Pi,Qj), μi = 1 (1 ≤ i ≤ n), νj = 1 (1 ≤ j ≤ n).

xij = 0または 1(⇐=この条件が加わる！)

の場合にあたる。これは線形計画法の問題の「割り当て問題」

と呼ばれるものである。
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離散モンジュの問題との関連 (II)

xij = 0または 1の条件: これは、砂粒が分割できない
ことを意味する。この条件が無い通常のヒッチコック型
の問題は砂粒を分割して輸送するプランも含んでいるわ
けです。

しかし、今の場合は砂粒を分割しないで運ぶ範囲に最
小値を取るプランがあることがわかる。

{Pi}が n個の工場, {Qj}がm個 (m > n)の町でPiの生
産量が 1, Qjの必要量が n

m のときは、当然生産量 1を分
割しなければならない。=⇒存在定理のページ
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モンジュの問題について

最初に述べたモンジュの問題は {P1, . . . ,Pn},
{Q1, . . . ,Qn}のnを限りなく大きくし、物質が連続
的に分布している場合である。以下、この問題を

考える。
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まとめ

離散モンジュ問題はヒッチコック型の輸送問題の特別な
問題である。

特別というのは、工場から町へ物質を分割して輸送する
場合を考えないからである。

ヒッチコック型の問題での実行可能解が物質を分割して
運ぶ輸送プランのみであることもある。

しかし、分割しない範囲で最適な輸送プランがあること
もある。

そのときは、離散モンジュの問題の解とヒッチコック型
の輸送問題の解が一致している (Birkoffの定理)。
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モンジュの問題の定式化 (I)

D1,D2 ⊂ Rd,密度が一定 (1とする)で連続的に分布して
いる物質,かつ |D1| = |D2|
c(x, y) : 位置 xの物質を位置 yに移動するのに要する単
位質量あたりの価格

D1からD2への次の性質を持つ輸送写像を考える。
x � x′ =⇒ T(x) � T(x′),

T(D1) = {T(x) | x ∈ D1} = D2

(MP) U ⊂ D1のとき |T(U)| = |U|.
この条件の下でC(T) =

∫
D1

c(x, T(x))dxを最小にする Tを求

めよ．(注)　MP=measure preserving=保測（質量保存）
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C(T) =
∫

D1

c(x, T(x))dxの説明

Δx ⊂ D1のとき、Δxを位置T(x)に移動させると

そのコストは c(x, T(x))|Δx|.
これが足されるので積分∫

D1
c(x, T(x))dx が総コストになる。=⇒ モンジュの問題 (I)

 

D
D2

1

x

Δx

T(x)
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コスト関数の例

x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd), p > 0に対して

cp(x, y) = |x − y|p =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

d∑
i=1

|xi − yi|2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

p/2

.

p = 2のときをこの講演では主に考える。p = 1の
ときがモンジュの本来の問題と言えるが、それは、

より難しい問題になる。Brenierの解は p = 2の場
合で、p = 1の場合は Ambroiso, Evans, Gangbo

らによりその後に解決された。
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例

以下、平面上で例をあげる。平面の２点 x, yを

x = (x1, x2), y = (y1, y2)

と表す。x, yが x軸、y軸を表しているのではない
ことに注意してほしい。
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図形の平行移動

(1) x = (x1, x2),v = (v1, v2)に対し
x + v = (x1 + v1, x2 + v2)と平行移動を定義。

(2) 平面上の図形Dを考える。

(3) D1 = D, D2 = D+ v := {x+ v | x ∈ D}と定義。
(4) 平行移動の写像T : D1 → D2, (T(x) = x + v)
は上への一対一かつMPを満たす。

T はコスト c(x, y) = |x − y|p = {∑i=1,2 |xi −
yi|2}p/2 (p ≥ 1)の場合、最適輸送写像になる。p < 1
のときは一般にはそうではない。
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一次変換と平行移動

A =
(

a11 a12

a21 a22

)
とおく。

c(x, y) = |x − y|2
Aの行列式det A = a11a22 − a12a21 = ±1.

図形D(= D1とする)に対して、
D2 = {Ax + v | x ∈ D} .

このとき、T(x) = Ax + vはD1からD2への上への

一対一写像でMPをみたす。これが最適輸送写像に

なるのは a12 = a21, a11 > 0, det A = 1のときに限
る。=⇒ 「一次変換と平行移動の例について」
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合同な図形

D1, D2: 合同な図形

c(x, y) = |x − y|2

例えばD2はD1を原点のまわりに回転して得られ
るとする。この変換は最適輸送写像ではない。

=⇒回転行列について
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c(x, y) = |x − y|のとき (I)

D1 : 平面上の図形でその第一座標 x1は x1 > 0である。
D2 = {(−x1, x2) | (x1, x2) ∈ D1} : x1 = 0に関してD1を反
転したもの

T : D1 → D2を T(x1, x2) = (−x1, x2)とおくと上への一
対一とMPをみたす。

この写像 Tは c(x, y) = |x − y|のときの最適輸送写像。しか
し c(x, y) = |x − y|2のときは違う。

x1

x2

D1D2
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c(x, y) = |x − y|のとき (II)

D1 : 平面上の図形

f (x2) : x2の滑らかな関数で f (x2) > 0.

D2 = {(x1 + f (x2), x2) | (x1, x2) ∈ D1}

とおき、写像 T : D1 → D2を T(x1, x2) = (x1 +

f (x2), x2)で定める。このTは上への一対一、MPを

満たす。c(x, y) = |x − y|のときに最適輸送写像に
なる。c(x, y) = |x − y|2のとき、最適輸送写像にな
るのは f (x2) = 定数のときに限る。
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モンジュの問題の定式化 (II)

以上は密度が一定の物質の輸送問題。これを場所
によって密度が変わる物質の輸送問題に拡張する。
そのため、確率分布 (確率測度)の概念を導入する。

確率分布とは?
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確率分布

μがd次元ユークリッド空間Rd上の確率分布 (確率
測度)とは，A ⊂ Rdに対して確率μ(A)を与えるも
のを言う。確率であるので、

(1) μ(A) ≥ 0

(2) μ(Rd) = 1

(3) A ∩ B = ∅(排反事象)ならば
μ(A ∪ B) = μ(A) + μ(B)

を仮定する。
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確率分布

代表的な例として

離散型確率分布

密度関数をもつ連続型確率分布

と呼ばれるものがある。
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離散型確率分布

• Rdの中の相異なるm個の点P1, . . . ,Pmが存在して
μ({Pi}) = μi,

∑m
i=1
μi = 1となるもの．A ⊂ Rdに対しては

μ(A) =
∑

{i | Pi∈A}
μi

と定める．下の絵の場合
μ(A) = μ ({P2}) + μ ({P3}) + μ ({P5}) + μ({P9})である．

P
P

P
P2

5

3

9

A
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密度関数を持つ連続型確率分布

f (x)をRd上の関数で

すべての xについて f (x) ≥ 0∫
Rd

f (x)dx = 1

となるものとする．集合A ⊂ Rdの確率を

mf (A) =
∫

A
f (x)dxと定めるとmfは確率分布にな

る．これを密度関数 f (x)をもつ連続型確率分布と
言う．
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例１一様分布

DをRdの部分集合で有界 (大きさが有限というこ
と)とする．|A|で集合Aの体積を表す。

μ(A) =
|A ∩ D|
|D| .

これは密度関数
1D(x)

|D| をもつ連続型確率分布. た

だし

1D =

{
1 (x ∈ D)
0 (x � D).

=⇒ Quadratic cost モンジュの最適輸送問題をめぐる話題について – p.38/107



例２正規分布

ρ(x) =
1

(2π)
d
2

exp
(
−|x|

2

2

)

とすると ∫
Rd
ρ(x)dx = 1.

mρをd次元正規分布と言う．

=⇒ Quadratic cost

=⇒対数ソボレフ不等式のページ
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離散型でも密度を持つ連続型でもない確率分布 (I)

平面上の 2点P,Qを結ぶ線分PQを考える。

A ⊂ PQに対して

μ(A) =
Aの長さ

PQの長さ

とする。

この確率分布は線分PQ上に一様に分布する確率分
布である。
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離散型でも密度を持つ連続型でもない確率分布 (II)

(x, y)平面上で関数 y = f (x)のグラフ

G( f ) = {(x, f (x)) | 0 ≤ x ≤ 1}
を考える。A ⊂ G( f )に対してAを x軸に射影した図形
Proj(A)の長さを ν(A)とする。このνはG( f )上の確率分布
になる。

A
y=f(x)

y

x

Aのx軸への射影Proj(A)
0 1

G( f )の長さで決まる確率とは違う！=⇒ 像測度 (III)
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測度による積分 (I)

μ : Rd上の確率分布 (確率測度)
ϕ(x) : Rd上の連続関数に対して

積分
∫

A
ϕ(x)μ(dx) (A ⊂ Rd)を次のように定義する。

(1) Aを小さい集合Aiに分ける。

(2) 和
∑

i

ϕ(Pi)μ(Ai)を取る。PiはAiに属す点。

(3) (1)の分割を細かくしていくとき、(2)の総和がある一定

の値に収束するとする。その極限値を
∫

A
ϕ(x)μ(dx)と

定義する。
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測度による積分 (II)

mf : 密度関数 f (x)をもつ連続型確率分布つまり、
A ⊂ Rdの確率が

∫
A

f (x)dxであるような確率分布。
∫
Rd
ϕ(x)mf (dx) =

∫
Rd
ϕ(x) f (x)dx
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測度による積分 (III)

μ : μ(Pi) = μi (1 ≤ i ≤ m)となる離散型確率分布
とする。(

∑m
i
μi = 1に注意)このとき

∫
Rd

f (x)μ(dx) =
m∑

i=1

f (Pi)μi.
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像測度 (I)

二つの集合D1, D2の体積に関するモンジュの問題を定式化
したとき、写像 T : D1 → D2に

x � x′ =⇒ T(x) � T(x′),
T(D1) = {T(x) | x ∈ D1} = D2

(MP) U ⊂ D1のとき |T(U)| = |U|.
の条件をおいた。これを次のように緩めて考える：

V ⊂ D2に対して |V | = |T−1(V)|ただし
T−1(V) = {x ∈ D1 | T(x) ∈ V}

と定める。
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像測度 (II)

前ページの条件では Tが上への一対一対応であることは必要
無い。そこで,一般に次の定義をおく。
μ : Rdの確率分布
T : RdからRdへの写像
に対して新しい確率分布 T�μを

A ⊂ Rdに対して
(
T�μ

)
(A) = μ(T−1(A)) A ⊂ Rd

と定める。T�μを μの Tによる像測度と言う。
(
T�μ

)
(A)の値

はAに輸送写像で持ち込まれる図形T−1(A)のμで計った質量

である。
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モンジュの問題の定式化II

μ, νをRdの確率分布とする。次の性質をみたす写像
T : Rd → Rd を考える：

(MP) Tによる μの像測度は νである。
すなわちA ⊂ Rdに対して ν(A) = μ(T−1(A)).

ただし T−1(A) =
{
x ∈ Rd | T(x) ∈ A

}
.

[モンジュの問題 (II)] 上記の性質をみたす T の中

で C(T) =
∫
Rd

c(x, T(x))μ(dx) を最小にする T を求め

よ。c(x, y)は xから yへ単位質量の物質を移動させるのに要

するコスト。
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∫
Rd c(x, T(x))μ(dx)について

Δx ⊂ Rdのとき、Δxを位置T(x)に移動させると

そのコストは c(x, T(x))μ(Δx).

これが足されるので積分
∫
Rd c(x, T(x))μ(dx)

が総コストになる。=⇒モンジュの問題 (II)

 

D
D2

1

x

Δx

T(x)
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モンジュの問題 (I)との関連

(1) D1, D2を同じ体積をもつ集合

(2) μ: D1上の一様分布, ν : D2上の一様分布

のときを考えるとモンジュの問題 (I)の問題と同じになる。
ただし、

•問題 (I)
(i) x � x′ =⇒ T(x) � T(x′), T(D1) = {T(x) | x ∈ D1} = D2

(ii) U ⊂ D1のとき |T(U)| = |U|.

•問題 (II) T�μ = ν.
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(MP)の言い換え

• μ = mf , ν = mg : 密度をもつ分布
•写像 Tが滑らか
とする。(MP)(=保測)は次のように言い換えられる：

det (DT(x)) g(T(x)) = f (x).

n = 1, 2のときは T′(x)g(T(x)) = f (x) (n = 1),

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∂T1

∂x1
(x) ∂T1

∂x2
(x)

∂T2

∂x1
(x) ∂T2

∂x2
(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ g(T(x)) = f (x) (n = 2)

(注) 一般に det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ a b

c d

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = ad − bc.
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関数C(T)とその定義域

以上の定式化で

D = (MP)をみたす写像全体の集合

Dを定義域とする関数
C(T) =

∫
Rd

c(x, T(x))μ(dx)

に対して最小値を取る写像が存在するか？という
問題になる。しかし、Dに入る要素があるか？は
自明でない。
しかも最大・最小の存在定理は使えない！

D: コンパクト集合、C(T):連続関数でないから！
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Kantorovichのアイデア (1942)

Dを定義域とする関数Cは扱いにくい。

定義域を広げ、関数をより広い範囲Πで定義した新し
い関数 I : Π → Rを考える。Iの最小値を見つける。

最後に、その最小値がもとの定義域Dに属すことを言

えばよい。

D
Iと Cの共通

の最小値を

取るところ

Π

I : Π → R
C : D → R, I|D = C
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Monge-Kantorovichの問題

Π(μ, ν) =
{
π

∣∣∣∣∣∣ πはRd × Rd 上の確率分布で

R
dの任意の集合A,Bについて

π(A × Rd) = μ(A), π(Rd × B) = ν(B)�
}

I(π) =
∫
Rd×Rd

c(x, y)π(dxdy) (π ∈ Π(μ, ν))

Π(μ, ν)の中でI(π)を最小にするものを求めよ。
(注)　� :πの周辺分布がμ, νということ。
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Π(μ, ν) � ∅

μ, νに対して次の性質をもつ確率測度π∗の存在を
示すことができる。任意のA ⊂ Rd,B ⊂ Rdに対
して

π∗(A × B) = μ(A)ν(A).

したがって、π∗ ∈ Π. このπ∗をμ × νと書き、μと
νの直積確率測度と言う。
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ヒッチコック型輸送問題との関連 (I)

μ : μ({Pi}) = μi
∑m

i=1
μi = 1

ν : ν({Qj}) = νj
∑n

j=1
νj = 1

のとき、Πは {(Pi,Qj)}のmn個の点の上に確率が
ある離散型分布でその確率
πij = π({(Pi,Qj)}) (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)が

m∑
i=1

πij = νj,
n∑

j=1

πij = μi

をみたすものである。
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ヒッチコック型輸送問題との関連 (II)

また、cij = c(Pi,Qj)とおくと

I(π) =
∑

1≤i≤m,1≤j≤n

cijπij.

これを
m∑

i=1

πij = νj,
n∑

j=1

πij = μi の条件の下で最

小にするわけだからヒッチコック型の問題になる。

直積確率測度 μ × νはπij = μiνjとなる (単純な配

送プラン！)。
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モンジュの問題との関連

モンジュの問題は非線形な輸送写像に対する
最小化問題

Monge-Kantorovich問題 (=MK問題)は積空間
R

d × Rd = R2d 上の確率分布全体で定義され
た線形関数に対する最小化問題

です。写像の問題がどうして確率分布の問題にな
るのか？その橋渡しが必要です。それは

輸送写像TのグラフG(T)上の像測度

によりなされる。
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像測度 (III)

一般に写像 T : Rd → Rdがあるとき、n = 1のときと同様グ
ラフG(T) =

{
(x, T(x)) ∈ Rd × Rd | x ∈ Rd

}
が考えられる.

μ : Rd上の確率分布のとき,写像
I × T : x → (x, T(x)) ∈ G(T)による μの像測度 (I × T)�μは
次のようになる. A ⊂ G(T)に対して

(
(I × T)�μ

)
(A) = μ

({
x ∈ Rd | (x, T(x)) ∈ A

})
.

n = 1で μが [0, 1]上の一様分布のとき、これは、前、定義し

た (x, y)平面のグラフG( f )上の確率分布と同じである。
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G(T)上の像測度の性質

T : Rd → Rd

μ : Rd上の確率分布μ, T�μ = ν

とする (すなわち、T ∈ D)。このとき

πT := (I × T)�μ : G(T)(⊂ Rd ×Rd)上の確率分布は
以下の性質をみたす：

(1) πT(A × Rd) = μ(A), πT(Rd × B) = ν(B)

(2)
∫
Rd×Rd

c(x, y)πT(dx, dy) =
∫
Rd

c(x, T(x))μ(dx)

= C(T)
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DのΠ(μ, ν)への埋め込み

T(∈ D) → πT ∈ Π(μ, ν)

の一対一写像でTをΠ(μ, ν)へ埋め込む。

D

写像の空間 Π(μ,ν）
測度の空間

埋め込み

T
πT

C (T)     =     I(πＴ ）
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c(x, y) = |x − y|2の場合
以下、簡単のため、
x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd)に対し

c(x, y) = |x − y|2 =
d∑

i=1

|xi − yi|2
∫
Rd
|x|2μ(dx) < ∞

∫
Rd
|x|2ν(dx) < ∞

の場合のみを考える。この条件は、前にあげ

た標準正規分布や有界な集合上の一様分布はみた

している。
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注意

∫
Rd |x|2μ(dx) < ∞, ∫

Rd |x|2ν(dx) < ∞
ならば

π ∈ Π(μ, ν)のとき

I(π) =
∫
Rd×Rd

|x − y|2π(dxdy)

≤
∫
Rd×Rd

(
2|x|2 + 2|y|2

)
π(dxdy)

= 2
∫
Rd
|x|2μ(dx) + 2

∫
Rd
|y|2ν(dy) < ∞

モンジュの最適輸送問題をめぐる話題について – p.62/107



MK問題の解の存在

Π(μ, ν)はweak convergence(弱収束)の位相
でコンパクト集合になる。

I : Π(μ, ν) → Rは弱収束の位相で連続である。

したがって、最大・最小の存在定理により最小値

を取る確率分布 π ∈ Π(μ, ν) が存在する。しか
し、前ページの条件 (２次モーメントの存在) だ

けでは解が D に属すとは言えません。そもそも
μ を ν に移す輸送写像が存在しないこともある。

離散モンジュの問題との関連 (II)のページを参照。
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最適解がDに属すための条件

定理 (Yann Brenier)

μ, νは密度関数を持つ連続型確率分布で、２次の

モーメントが存在するとする。このとき、Iの最小
値を取るπについて写像T ∈ Dが存在してπ = (I×
T)�μと書ける。すなわちこのTは c(x, y) = |x− y|2
のときのモンジュの問題の解でもある。また、Tは
μの確率密度関数が正である範囲で定義されている

写像である。
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証明のアイデア (I)

以下の証明のアイデアはR.J.McCannによる。

(1) μn : 離散型確率分布で相違なる n個の点に確率 1
n がある

ものを取る。

(2) さらに n → ∞のとき μnは μに収束するとする。

(3) νnも同様に離散的で νn → νとなるものとする。
(4) μn, νnに対するMK問題の解を πn とする。

(5) πnの極限 πが μ, νのMK問題の解であることを示す。

(6) πがある写像 Tのグラフの上に載っていることを示す。
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証明のアイデア (II)

(6)で鍵になるのは次の事実。
• {P1, . . . ,Pn} : μnが分布している点
{Q1, . . . ,Qn} : νnが分布している点
とし、Pi → Qi (1 ≤ i ≤ n)が最適輸送写像とする。Rd × Rd

の部分集合

S = {(Pi,Qi) | 1 ≤ i ≤ n}
を定義する。このとき、πn({(Pi,Qi)}) = 1

n , πn(S) = 1かつ

(SのCyclically Monotonicity) 任意の {(xi, yi)}ki=0
⊂ Sに

対して (xk+1 = x0とする, kは任意の自然数)

k∑
i=0

(
yi, xi+1 − xi

) ≤ 0.
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Cyclically Monotonicity

Cyclically Monotonicity=巡回的単調性は次の自明
な式と同値：
{x1, . . . , xk} : {P1, . . . ,Pk}を並べかえたもの
{y1, . . . , yk} : {Q1, . . . ,Qk}を並べかえたもの
とすると

k∑
i=1

|Pi − Qi|2 ≤
k∑

i=1

|xi − yi|2.
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巡回的単調性と凸関数 (I)

y = f (x) (−∞ < x < ∞)を f ′′(x) > 0となる関数
とする。

S =
{
(x, f ′(x)) | − ∞ < x < +∞}

と定める。このとき、Sは巡回的単調である。すな
わち数列 {xi | 0 ≤ i ≤ k}に対し xk+1 = x0とおくと

k∑
i=0

f ′(xi) (xi+1 − xi) ≤ 0.

これは高校の範囲内の知識で示せる。
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巡回的単調性と凸関数 (II)

f ′′(x) > 0をみたす関数は次の凸性をみたす。
0 < λ < 1のとき

f (λx1 + (1 − λ)x2) ≤ λ f (x1) + (1 − λ) f (x2).

y

y=f(x)

x1 x2
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Tの求め方

πnの測度が巡回的単調な集合の上に載っているこ
とからその極限πも巡回的単調な集合の上に分布
している確率とわかる。さらに

定理 (Rockafeller)巡回的単調な集合はある凸関数
φの微分の関数のグラフ

G(∇φ) = {(x,∇φ(x)) | x ∈ Rd}
の上にある。
したがって、πの分布している集合がやはり凸関
数の微分のグラフ上にあることがわかる。T = ∇φ
である。
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R
d上の関数の微分

一変数関数 y = f (x)の凸性は述べたが、Rd上の関
数φ(x) (x = (x1, . . . , xd))の凸性、微分は次のよう
に定義される。

φが凸：任意の x, y ∈ Rd, 0 < λ < 1に対して
φ

(
λx + (1 − λ)y) ≤ λφ(x) + (1 − λ)φ(y)

φの微分 (グラジエント)：

∇φ(x) =
(∂φ
∂x1

(x), . . . ,
∂φ

∂xd
(x)

)
.
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Brenierの定理の補足 (I)

μの確率密度関数を f (x),
νの確率密度関数を g(x)

D = {x ∈ Rd | f (x) > 0},
D′ = {x ∈ Rd | g(x) > 0}

Brenierの定理のTはDからD′への写像でRdで
定義された凸関数φ(x)を用いて

T(x) = ∇φ(x), x ∈ D

と書ける。
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Brenierの定理の補足 (II)

同様にνをμに写す最適輸送写像Sも存在する。
この Sについて：

SはD′からDへの写像である。

Sもある凸関数の微分になる。

Tと Sは互いに逆写像である。

f(x)>0

D g(x)>0    D’

T

S

T(S(x))=x

S(T(x))=x

T(x)=∇φ(x) S(x)=∇ψ(x)
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一次変換と平行移動の例について

B : 2 × 2行列でdet B � 0(すなわち逆行列が
存在する)とする。

v : 2次元ベクトル

φ(x) = 1
2(Bx,Bx) + (v, x)とおく (x ∈ R2).

このφは凸関数でT(x) = ∇φ(x) = tBBx + v.

A = tBB =
(

a11 a12

a21 a22

)
とおくと

det A > 0, a11 > 0, a12 = a21が成立する。このT(x)
が以前、「一次変換と平行移動」に出て来たもので

ある。
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回転行列について

A =
(

cosθ − sinθ
sinθ cosθ

)
.

T(x) = Ax (x ∈ R2).

これは原点のまわりの角度θの回転を表すが、こ
の行列の成分がa12 = a21, a11 > 0をみたすのは
sinθ = 0, cosθ = 1の単位行列に限る。したがっ
て、それ以外はT(x)は最適輸送写像ではない。
=⇒合同な図形
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最適輸送写像の性質

μをνに写すBrenierの写像Tは次の性質を持つ：

(1) Tt(x) = (1 − t)x + tT(x)と定義する。

(2) (Tt)�μ = μtとおく。(μ0 = μ, μ1 = νである)。

定理 (McCann) Ttはμをμtに写す最適輸送写像で
ある。

t 1-t
x T(x)Tt(x)D

D’

=⇒リーマン多様体としての P(Rd) のページ
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最適輸送写像の応用 (I)

前ページで 2点 xとT(x)を t : (1 − t)の比で内分す
る点Tt(x)を取るとこれがやはり最適輸送写像であ
ることがわかった。

μ : D1上の一様分布,

ν : D2上の一様分布

のときT0(D1) = D1, T1(D1) = D2.
したがって、

Tt(D1)はD1とD2を補間する図形

と言える。
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最適輸送写像の応用 (II)

ある異なる時刻の画像が与えられたときその二つ
の画像を連続的に画像で補間したいことがある。
画像データを全時刻得ていないような場合。最適
輸送写像はそのような問題に応用されている。
Allen R. Tannenbaum(Georgia Tech University)
のweb page
http://www.bme.gatech.edu/groups/bil/

にある例をお見せします。
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空の画像

始め 　終わり
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炎の画像

　　始め 　終わり
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心臓の画像

　始め 　終わり
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ある不等式

Φ(m)をR上の関数でΦ(m0) = 0,
Φ(m) > 0 (m � m0)とする (m0 ∈ R)

(�) 2Φ(m) ≤ Φ′(m)2 ∀m ∈ R
=⇒ |m − m0|2 ≤ 2Φ(m) ∀m ∈ R

Φ(m) = 1
2 |m − m0|2で等号が成立する。また、Rn

上の関数Φ(m) (m ∈ Rn)がΦ(m0) = 0,
Φ(m) > 0 (m � m0)とする (m0 ∈ Rn). このとき、

(∗) 2Φ(m) ≤ |∇Φ(m)|2 ∀m ∈ Rn

⇒ |m−m0|2 ≤ 2Φ(m) ∀m ∈ Rn
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対数ソボレフ不等式

f (x) : Rd上の関数で f (x) > 0,
∫
Rd f (x)mρ(dx) = 1

とする。次の不等式 (対数ソボレフ不等式)が成立
する：

∫
Rd

f (x) log f (x)mρ(dx) ≤ 1
2

∫
Rd

|∇ f (x)|2
f (x)

mρ(dx).

mρ(dx)は標準正規分布. この不等式は場の量子論
の研究と関連してLeonard Grossにより 1975年
に発見された不等式である。

=⇒ Stam の不等式
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輸送コスト不等式

定理 (Talagrand, 1996)
mf :密度関数 f (x)をもつ確率分布で∫
Rd |x|2 f (x)dx < ∞とする。

W2(mf ,mρ) =
{
inf{I(π) | π ∈ Π(mf ,mρ)}

}1/2

とおくと

W2(mf ,mρ)2 ≤ 2
∫
Rd

f (x) log
( f (x)

ρ(x)

)
dx.
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確率分布の空間上の解析

P(Rd) =
{
mf

∣∣∣∣ mfは確率密度関数 fをもつRd上の

連続型確率分布で
∫
Rd |x|2 f (x)dx < ∞

}

Φ(mf ) = H(mf | mρ) =
∫
Rd

f (x) log
( f (x)

ρ(x)

)
dx

とおくと (�), (∗)のように
対数ソボレフ不等式 (LSI)=⇒輸送コスト不等式 (TI)

がOtto-Villaniらにより示されている。時間があれ

ばこの話を最後にします。
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リーマン多様体

集合Mがリーマン多様体であるとは：

Mは局所的にはユークリッド空間の開集合と
微分同相である

M上の滑らかな曲線 c(t)に対して接ベクトル
c′(t)とその大きさ |c′(t)|が定まるもの

接ベクトルの大きさを定めるものをリーマン計量と

いう。
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例

ユークリッド空間

M = Rd

c(t) = (c1(t), . . . , cd(t))に対して、

c′(t) = (c′
1
(t), . . . , c′

d
(t))

|c′(t)| =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

d∑
i=1

c′
i
(t)2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
1/2
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例

球面

M = Sd−1 = {x = (x1, . . . , xd) | ∑d
i=1

x2
i
= 1}

c(t) = (c1(t), . . . , cd(t)) ⊂ Sd−1 ⊂ Rdに対して
c′(t) = (c′

1
(t), . . . , c′

d
(t)) ∈ Tc(t)Sd−1

= c(t)におけるSd−1の接平面 ⊂ Rd

|c′(t)| =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

d∑
i=1

c′
i
(t)2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
1/2
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リーマン多様体上の距離と測地線

p, q: リーマン多様体Mの 2点

p, qの間の距離を

d(p, q) = min
{∫ 1

0
|c′(t)|dt

∣∣∣∣ c(t)はM上の

c(0) = p, c(1) = q を満たす曲線
}

と定義する。minは右辺の集合の中の最小値
を取ることを意味する。l(c) =

∫ 1

0
|c′(t)|dtは

曲線 cの長さである。
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リーマン多様体上の距離と測地線

d(p, q)の右辺の性質をみたす曲線の中で最小値を取
る曲線を最短測地線と言う。
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グラジエントベクトル場

Mがリーマン多様体のとき、関数Φ : M → Rに対して、グ
ラジエントベクトル場 gradΦ(m)が定まる。微分方程式

d
dt

m(t) = −gradΦ(m(t))

m(0) = m0

の解をグラジエントフローと言う。

Φ(m(t))は tの減少関数である。

Φがm0で最小値を取るなら、m(t)は t → ∞でm0に
収束することが期待できる。

モンジュの最適輸送問題をめぐる話題について – p.91/107



リーマン多様体上での不等式 (∗)

Mをリーマン多様体とすると (∗)の一般化として次
が成立する：Φ(m)はM上の関数でΦ(m0) = 0,
Φ(m) > 0 (m � m0)を満たすならば (+ある仮
定で)

2Φ(m) ≤ |gradΦ(m)|2 ∀m ∈ M

⇒ d(m,m0)2 ≤ 2Φ(m)∀m ∈ M

証明にはΦによるグラジエントフローが使われる。
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リーマン多様体としてのP(Rd) (I)

ここまで考えてきたリーマン多様体は有限次元の
リーマン多様体。しかし、“無限次元”のリーマン
多様体の定義もある。

例えば：
ヒルベルト多様体, etc

P(Rd)はそのような無限次元リーマン多様体のよう
なものでは無い。しかし、形式的には、リーマン多

様体と思えて次がわかる：

モンジュの最適輸送問題をめぐる話題について – p.93/107



リーマン多様体としてのP(Rd) (II)

W2(mf ,mg)はP(Rd)上の距離(Wasserstein
distance)を定めることが知られているが、こ
の距離はリーマン多様体としての距離
d(mf ,mg)と一致する。

「最適輸送写像の性質」で述べた {μt}0≤t≤1は
μとνを結ぶ最短測地線である。
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リーマン多様体としてのP(Rd) (III)

g ∈ P(Rd) (g(x) > 0 ∀xとする)を固定する。
相対エントロピー
Φ(mf ) = H(mf |mg) =

∫
Rd F(x) log F(x)mg(dx)に

ついて次が成立する。ただし、F(x) =
f (x)
g(x)である。

すなわち、F(x)はmfのmgをもとに考えた密度関
数である。

(1) Φ(mf ) ≥ 0

(2) Φ(mf ) = 0 ⇐⇒ f = g
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リーマン多様体としてのP(Rd) (IV)

次の同値性が示せる (F(x) =
f (x)
g(x)である)。

(∗1) (LSI) 2αΦ(mf ) ≤
∫
Rd

|∇F(x)|2
F(x) dmg(x) ∀ f

(∗2) 2αΦ(mf ) ≤ |gradΦ(mf )|2 ∀ f

(�1) (TI) W2(mf ,mg)2 ≤ 2
αΦ(F) ∀F

(�2) d(mf ,mg)2 ≤ 2
αΦ(F) ∀F

(∗1)⇐⇒ (∗2), (�1)⇐⇒ (�2)
有限次元の類推から、(∗2)が成立すると仮定すると
(�2)が示せそうである。実際それは正しい。
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P(Rd)上のグラジエントフロー

Φによるグラジエントフローの方程式

d
dt

m(t) = −gradΦ(m(t))

m(0) = mh0g

の解をm(t) = mh(t)gと書いたとき h(t, x)は次の熱方程式に
従う：

∂h

∂t
(t, x) = Δh(x) − (∇U(x),∇h(x))

h(0, x) = h0(x)

ただし、U(x) = − log g(x)としている。このことを用いて、

inf∇2U(x) > −∞のとき (LSI)→(TI)が示せる。
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非線形偏微分方程式への応用

熱方程式は従来、L2(Rd,mg)上の汎関数

E( f ) =
1
2

∫
Rd
|∇ f (x)|2mg(dx)

によるグラジエントフローととらえられてきた。
今回の新しい見方はFelix Ottoによるもの (1998
年ぐらい)で、その拡張も含めて現在発展中の分野
である。
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数学用語

d次元ユークリッド空間 Rd：
d個の実数の組みからなる集合
R

d = {(x1, . . . , xd) | xi ∈ R}のこと。d = 1のときは数直
線、d = 2のときは平面、d = 3のときは空間を表して
いる。数学では d ≥ 4に対しても考える。
=⇒最大・最小の存在定理 =⇒確率分布

連続関数:
xの関数 y = f (x)が連続関数であるとは、xが連続的に
動くとき、それとともに f (x)も連続的に動くような関
数を言う。正確には ε-δ論法で定式化され、理系の学部
では通常大学 1年次に勉強することになります。
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数学用語

部分集合K ⊂ Rdがコンパクト集合：
AはRdの部分集合で大きさが有限 (非常に大きな円、
球を考えるとその中に入ってしまう)かつ、その境界も
Aに含まれているような集合. 例えば

{(x, y) | x2 + y2 ≤ 1} = 半径 1の円板

{(x, y) | |x| ≤ 1, |y| ≤ 1} = 一辺の長さ 2の正方形

など。{(x, y) | x + y ≤ 1, x > 0, y ≥ 0}
= 三角形で y軸上にある辺が欠けているもの

はコンパクト集合ではない. =⇒最適解の存在
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数学用語

最大・最小の存在定理

「コンパクト集合上の連続関数は最大値・最小値
を取る」と主張する定理。
コンパクト性が無いと最大値・最小値を取らない
ことがあることに注意して下さい。

例　開区間 (0, 1) = {x | 0 < x < 1}上の連続関数
f (x) = x.
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数学用語

• 距離空間 集合Xが距離空間であるとは, Xの要素 x, y
の間に距離 d(x, y)が定まり、次の性質が成立しているときに
言う：

すべての x, yについて d(x, y) ≥ 0

d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

(三角不等式)　すべての x, y, zについて
d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

z

x
y

=⇒最大・最小の存在定理 モンジュの最適輸送問題をめぐる話題について – p.102/107



数学用語

積分
∫

A
f (x)dxを次のように定義する。 f (x)は xが原点から

離れて行くと十分早く 0に収束する関数とする。

(1) Aを小さい集合Aiに分ける。

(2) 和
∑

i

f (Pi)|Ai|を取る。PiはAiに属す点, |Ai|はAiの

体積。

(3) (1)の分割をどんどん細かくして行くとき、(2)の和があ

る一定の値に収束するとする。その極限値を
∫

A
f (x)dx

と定義する。

=⇒ ∫
D1

c(x, T(x))dx

=⇒密度関数をもつ連続型確率分布の定義 モンジュの最適輸送問題をめぐる話題について – p.103/107



数学用語

Birkoffの定理
n × n行列X = (xij)が bistochastic matrix(両側確
率行列)とはすべての 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ nにつ
いて

n∑
i=1

xij = 1,
n∑

j=1

xij = 1.

両側確率行列全体の集合上で定義された関数

C(X) =
∑n

i=1

∑n
j=1

cijxij は、適当な {1, . . . , n}の並
べかえ {k1, . . . , kn} が存在して xiki = 1となるよう
な確率行列で最大・最小を取る。=⇒離散モンジュの問題 (II)
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数学用語

•積集合 A ⊂ Rd,B ⊂ Rdに対して

A × B = {(x, y) | x ∈ A, y ∈ B}.
A = Rd, B = Rdのときの積空間Rd × RdはR2dと
同じになる。=⇒ MK 問題のページ

A×B

A

B
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数学用語

•周辺分布 積空間
R

2d = {(x, y) | x ∈ Rd, y ∈ Rd}上の確率分布πに
対して

π1(A) = π
(
A × Rd

)
(A ⊂ Rd)

π2(B) = π
(
R

d × B
)

(B ⊂ Rd)

をπの周辺分布と言う。MK問題の条件を言い換え

るとπの最初のd次元空間と後のd次元空間の周辺
分布がそれぞれμ, νであることである。=⇒ MK 問題の定式化
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数学用語

Stamは 1959年に次の不等式を証明した。

N ( f )I( f ) ≥ d.

ここで

N ( f ) =
exp

(
− 2

d

∫
Rd f (x) log f (x)dx

)
2πe

,

I( f ) =
∫
Rd

|∇ f (x)|2
f (x)

dx.

N ( f ) : Schannon’s entropy power functional

I( f ) : f の Fisher information

と呼ばれる。=⇒対数ソボレフ不等式のページ
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