
Short Time Asymptotics of Transition Probability

1 序
(E , D(E))を確率空間 (Ω, B,m) 上のDirichlet形式とし

E(u, u) =
1

2

∫

Ω

Γ(u, u)dm = (−Lu, u). (1.1)

とする. Lは generator, Γ(·, ·)は square field operatorで local propertyを満たすとする.

すなわち f ∈ C∞
b (R), u, v ∈ D(E)に対して

Γ(f(u), g(v)) = f ′(u)g′(v)Γ(u, v)

とする. Ptを対応する拡散半群とする. Ptが熱核 p(t, x, y)をもつとする. Ω上に適当な
距離関数 d(x, y) が存在して p(t, x, y)の t → 0のときのつぎのような漸近挙動が成立する
とき

lim
t→0

t log p(t, x, y) = −d(x, y)2

2
(1.2)

(1.2) をVaradhan型の評価 (Varadhan’s asymptotics, Varadhan formula)という. 拡散半
群が熱核をもたないときも推移確率などを考えて同種の asymptotics を考えることができ
る. A,BをΩの正の確率をもつ可測集合とする。

Pt(A,B) = (Pt1B, 1A) (1.3)

はAからスタートしたプロセスがBに到達する確率を与えているがこの確率の t → 0の
振る舞いを考えよう. 可測集合A,BにたいしてA,Bの間の距離を

d(A,B) = sup
Γ(f,f)≤1

essinfx∈A,y∈B (f(x)− f(y)) (1.4)

と定義するとき次のような asymptoticsを証明したいのである.

lim
t→0

−t log Pt(A,B) =
d(A,B)2

2
. (1.5)
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この問題はS. Fang [6]により考えられた。筆者も本研究課題の研究期間の最中に論文 [3],[4]

を書いた. これらについてはプレプリントを本成果報告書に付することにする. 論文 [3],[4]

の完成後, この問題に関して日野 [8], Ramirez [10]などの著しい進展があった。ここでは
Ramirezの結果の概要とそれ以前に日野氏により得られていた結果を書いておくことにす
る. また今後の問題も最後のセクションで述べた. (1.5)において lim inf −t log Pt(A,B)が
右辺で下から評価されるのは Lyon-Zheng分解を用いることにより拡散半群にほとんどな
んの仮定もなしで証明される. 以下はトリヴィアルでない lim sup−t log Pt(A,B)の上か
らの評価についてのみふれる.

2 Ramirezの結果
以下ではDirichlet formは spectral gapをもつとする. すなわちある λ > 0が存在して

任意の u ∈ D(E)に対して,

λ

∫

Ω

(u− 〈u〉)2dm(x) ≤ E(u, u) (2.1)

が成立するとする. 〈u〉 =
∫

Ω
u(x)dm(x)と書いた. 1AをAの定義関数とする。また

1δ
A(x) =

{
1 x ∈ A,

δ x ∈ Ac.
(2.2)

とおく。
∫

Ω

− log 1δ
A(x)dm(x) = (1−m(A)) log(

1

δ
) (2.3)

である。

wδ
A(t, x) = log Pt1

δ
A(x) (2.4)

ηδ
A(t, x) = −twδ

A(t, x) (2.5)

uδ
A(t) =

∫

Ω

−wδ
A(t, x)dm(x) (2.6)

vδ
A(t) =

∫

Ω

wδ
A(t, x)2dm(x) (2.7)

と定義する. 1δ
Aの定義から (2.6),(2.7)の積分は可能で uδ

A(t), vδ
A(t)はすべての t ≥ 0に対

して有界で tのC1−関数である。w0
A(t, x)はwA(t, x)と簡単に書くことにする. u0

A, v0
Aに

ついても同様である. wA(t, x)は次の非線型熱方程式をみたす.

∂wA(t, x)

∂t
= LwA(t, x) +

1

2
Γ(wA(t, ·), wA(t, ·))(x) (2.8)
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(1.5)からも

lim
t→0

ηA(t, x) = d(A, x) (2.9)

と期待されるがこのことは証明されず平均化した関数

η̄A(t, x) =
1

t

∫ t

0

ηA(s, x)ds (2.10)

についてこれより弱い結果 (2.18)が証明される. wA(t, x)の L1評価は日野氏によっても
証明されている. L1評価については次のセクションで紹介する. さて Ramirezのアイデ
アを紹介しよう.

(1) L2評価 sup0<t<ε ‖ηA(t, ·)‖L2 < ∞ を示す.

この証明には (2.1)から導かれる次の不等式を用いる. AをΩの正の測度をもつ可測集
合とすると

∫

Ω

(
u− 1

m(A)

∫

A

u(z)dm(z)

)2

dm(z) ≤ 1

λ

(
1 +

1

m(A)

)
E(u, u). (2.11)

右辺の係数はもっとよい改良があるかもしれないがここではこだわらない. 日野氏の L1

評価 (Lemma 4.1 [8]) (オリジナルは [5] Lemma 3.3.2にある)もスペクトルギャップ不等式
を用いている. (1)は非線型方程式 (2.8)から得られるエネルギー等式とスペクトルギャッ
プ不等式 (2.11)から vA(t)に関する微分不等式が得られ, それから証明される.

(2)

sup
0<t≤ε

E1(η̄A(t, ·), η̄A(t, ·)) < ∞ (2.12)

が証明される.証明について簡単に述べる. (2.8)から ηA(t, x)は次の方程式をみたすこと
がわかる.

∂

∂t
(tηA) = 2ηA + tLηA − 1

2
Γ(ηA, ηA) (2.13)

両辺を [0, t]× Ωで積分し tで割り (1)の L2評価 (この段階では L1評価で十分!)と

Γ

(
1

t

∫ t

0

u(s, ·), 1

t

∫ t

0

u(s, ·)ds

)
≤ 1

t

∫ t

0

Γ(u(s, ·), u(s, ·))ds (2.14)

から得られる.

(3) (1),(2)の結果から任意の部分列 {tk}∞k=1 ↓ 0 について適当な部分列をとると ηA(tj, ·)
がL2空間で η̄A(tj, ·)が E1ノルムの与えられたDirichlet spaceの元としてある元 ηA,0(·)に
弱収束することがわかる. この段階でどうしても (1)の L2評価が必要のようである.

ηA,0(x) ≤ d(A, x)2

2
(2.15)
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が示される. ただし

AA = {u ∈ D(E) | Γ(u, u) ≤ 1, u ≥ 0, u = 0 a.e. on A} (2.16)

と定めるとき d(A, x)は
• d(A, x) ∈ AA

• 任意の u ∈ AAについて d(A, x) ≥ u(x) a.e.となる.

をみたす一意的な関数として定義されている. (2.15)の導出について少し述べる. (2.13)

の両辺に有界な正の関数 φをかけて [0, t]× Ωで積分して

1

2
(Γ(η̄A(t, ·), η̄A(t, ·)), φ) ≤ 1

2

(
1

t

∫ t

0

Γ(ηA, ηA)ds, φ

)

= 2 (η̄A(t, ·), φ) +
1

t

∫ t

0

sE(ηA, φ)ds− (ηA(t, ·), φ)

≤ 2 (η̄A(t, ·), φ) +
1

t

∫ t

0

sE(ηA(s, ·))1/2E(φ)1/2ds

t → 0で 1
2
Γ(ηA,0, ηA,0) ≤ 2ηA,0(x) すなわち

Γ(
√

ηA,0,
√

ηA,0) ≤ 1. (2.17)

しかし欲しい評価は 1ではなくて 1
2
である. 1

2
にするには少し工夫を要する. 1

2
にできた

ら d(A, x)の性質から, √
2ηA,0 ≤ d(A, x)

となる.

さて不等式 (2.15)から

lim sup
T→0

1

T

∫ T

0

−t log Pt1
δ
A(x)dt ≤ d(A, x)2

2
(2.18)

を得る. この結果から

lim sup
T→0

1

T

∫ T

0

−t log Pt(A,B)dt ≤ d(A,B)2

2
(2.19)

が得られる.

(4) WienerのTauber型評価から得られる次の定理を用いる.

補題 f(t)を [0, ε]で定義された実数値関数で

lim
t→0

1

t

∫ t

0

f(s)ds = 0
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とする. さらに任意の 0 < s < tについて

f(t)− f(s) ≤ C

s
(t− s) (2.20)

とする. このとき
lim
t→0

f(t) = 0.

この結果
ある u ∈ D(E) (Γ(u, u) ≤ 1)が存在して

B = {x ∈ Ω | u(x) > 0} (2.21)

とかけるような Γ-regular set Bについて最終的な結論

lim sup
t→0

−t log Pt(A,B) ≤ d(A,B)2

2
. (2.22)

を得る.

Γ-regularityが必要になるのは f(t) = − log Pt(A,B)について不等式 (2.20)が証明で
きずmodifyした f̃(t)について示され f̃ の asymptoticsから f の asymptotics を出すには
Γ-regularityが必要になるのである. しかし, 日野氏は Γ2が下から有界という条件の下で
任意の可測集合A,Bについて (2.22) を証明している.

3 wδ
A(t, x)のL1評価

以下の証明は Lemma 4.1([9])と本質的に同じである. 次の評価が成立する。

Theorem 3.1 Dirichlet form E が spectral gapをもつ, i.e., 次を仮定する。u ∈ D(E)に
対して,

λ

∫

Ω

(u− 〈u〉)2dm(x) ≤ E(u, u) (3.1)

(1) 簡単のためm(A) = εと書くことにする.

(1− ε) log(
1

δ
) > 2 + log(

2

ε
) (3.2)

をみたすように 0 < δ < 1をとる。このとき

∫

Ω

− log Pt1
δ
A(x)dm(x) ≤ max

{
2 + log(

2

ε
),

2

λεt + 1
(1−ε) log( 1

δ
)

}
(3.3)
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(2)

∫

Ω

− log Pt1A(x)dm(x) ≤ max

{
2 + log(

2

ε
),

2

λεt

}
. (3.4)

(3) min {m(A),m(B)} ≥ εとする。このとき

log (Pt1A, 1B) ≥ 2 min

{
log(

ε

2
)− 2, − 4

λεt

}
(3.5)

Proof. (1):

u̇δ
A(t) = −

∫

Ω

LPt1
δ
A(x)

Pt1δ
A(x)

dm(x)

= −
∫

Ω

Γ(Pt1
δ
A)(x)

Pt1δ
A(x)2

dm(x)

= −
∫

Ω

Γ(log Pt1
δ
A)(x)dm(x)

≤ −λ

∫

Ω

(
log Pt1

δ
A(x) + uδ

A(t)
)2

dm(x)

= −λuδ
A(t)2

∫

Ω

(
1 +

log Pt1
δ
A(x)

uδ
A(t)

)2

dm(x) (3.6)

Ωt :=
{
x ∈ Ω | log Pt1

δ
A(x) + uδ

A(t) ≥ 2
}

(3.7)

とおく。ほとんどすべての x ∈ Aについて

lim
t→0

log Pt1
δ
A(x) + uδ

A(t) = (1− ε) log(
1

δ
) > 2 + log(

2

ε
)

だから tが十分小ならばm(Ωt) > 0となることに注意する。x ∈ Ωtならば

0 ≤ 1 +
log Pt1

δ
A(x)

2− log Pt1δ
A(x)

≤ 1 +
log Pt1

δ
A(x)

uδ
A(t)

≤ 1. (3.8)

ゆえに x ∈ Ωtのとき
(

1 +
log Pt1

δ
A(x)

uδ
A(t)

)2

≥
(

2

2− log Pt1δ
A(x)

)2

=

(
1− log Pt1

δ
A(x)

2

)−2

. (3.9)

b ≥ 0ならば eb ≥ (1 + b/2)2. ゆえに e−b ≤ (1− −b
2

)−2. したがって

a ≤ 0 =⇒ ea ≤ (1− a

2
)−2. (3.10)
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a = log Pt1
δ
A(x)にこの不等式を適用して

(
1− log Pt1

δ
A(x)

2

)−2

≥ elog Pt1δ
A(x) = Pt1

δ
A(x).

(3.6)より

u̇δ
A(t) ≤ −λuδ

A(t)2

∫

Ωt

Pt1
δ
A(x)dm(x)

= −λuδ
A(t)2

(∫

Ω

Pt1
δ
A(x)dm(x)−

∫

Ωc
t

Pt1
δ
A(x)dm(x)

)

≤ −λuδ
A(t)2

(
‖1δ

A‖L1 − e2−uδ
A(t)

)

= −λuδ
A(t)2

(
ε + δ(1− ε)− e2−uδ

A(t)
)

(3.11)

(3.11)はすべての t ≥ 0で成立する。uδ
A(t)は tの連続な単調減少関数で

uδ
A(0) > 2 + log(

2

ε
)

だから

t0 := inf

{
t > 0 | uδ

A(t) ≤ 2 + log(
2

ε
)

}
> 0 (3.12)

さて t > t0ならば

uδ
A(t) ≤ 2 + log(

2

ε
). (3.13)

0 ≤ t ≤ t0ならば

u̇δ
A(t) ≤ −λ

(ε

2
+ δ(1− ε)

)
uδ

A(t)2 ≤ −λ

2
εuδ

A(t)2.

したがって
(
− 1

uδ
A(t)

)′
≥ λ

2
ε

1

uδ
A(t)

− 1

uδ
A(0)

≥ λε

2
t. (3.14)

(3.13), (3.14)は (1)の結論を示している。
(2):

− log Pt1
δ
A(x) ≥ 0

lim
δ→0

− log Pt1
δ
A(x) = − log Pt1A(x)
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だから (1)と Fatouの補題より結論を得る.

(3): Jensenの不等式と (2) を用いて

log(Pt1A, 1B) = log(Pt/21A, Pt/21B)

≥
∫

Ω

log Pt/21A(x)dm(x) +

∫

Ω

log Pt/21B(x)dm(x)

≥ 2 min

{
log(

ε

2
)− 2, − 4

λεt

}

(3)の不等式はUPIPの成立を示している. これは日野 [8]で示されている.

4 今後の問題
(1)リーマン多様体M上のパス空間Px(M) = C([0, 1] → M)上に自然に localなDirich-

let formが定義され拡散過程が定まる. この Dirichlet formについては Fangによってス
ペクトルギャップの存在が証明されているので Ramirezの結果を適用できる. 距離関数
d(A, x)は上で述べたように定義されている. d(A, x)を [3],[6]のようにもう少し幾何学的
に定義できないだろうか? これは Px(M)上のDirichlet formの拡大の一意性に関係する
問題である.

(2)

Pε(A,B) = Pm(X(0) ∈ A,X(ε) ∈ B) (4.1)

である. ここでX(t)はDirichlet form (1.1)で定まる拡散過程である. CをC([0, 1] → Ω)

の部分集合とする. Pm(X(ε·) ∈ C)の ε → 0の asymptoticsはどうなるであるか? (4.1)は
もちろん

C = {γ | γ(0) ∈ A, γ(1) ∈ B}
の場合である. とくに Px(M)のときはどうなるか考えると面白いかも知れない.

(3) スペクトルギャップの存在, Γ-regularityをはずせないだろうか?

(4)問題と言うよりは簡単な注意を与える. リーマン多様体M上のループ空間C([0, 1] →
M | γ(0) = γ(1) = x) 上のDirichlet formを考えるとM 上の heat kernel p(t, y, z)の対数
2階微分の asymptotics limt→0 t∇2

z log p(t, y, z)を考える必要がある (c.f. 成果報告書「熱
核の対数微分とループ空間上の対数ソボレフ不等式」). 上記の short time asymptoticsで
必要になる 1階微分 t∇z log p(t, y, z)はL2評価をもつなど singularityは発生しないが (例
えばコンパクト多様体では実際は一様な評価が成立する).
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二階微分 t∇2
z log p(t, y, z)の方は zが yの cut-locusの中にあると t → 0で発散する. (た

だし, cut-locusの集合は測度 0だから L1あるいは L2評価があるかもしれない.)

このようにさらに多様体の細かい情報が必要になる. Asymptotics (1.2), (1.5)の収束の
早さを調べるときこのような幾何学的な状況を調べる必要があるのかも知れない.
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