
4. 関数の極限

4.1 定義

Definition 1 (1) x = aの近くで定義された関数 y = f(x)を考える. f(x)は x = aでは定義さ
れていなくてもよい.

lim
x→a

f(x) = A

を ε-δ論法を用いて定式化する (Cauchy, Weierstrassによる)と
「任意の正数 εに対して、ある正数 δが存在して 0 < |x − a| < δ をみたすすべての xについて

|f(x) − A| < ε となる.」
(2) lim

x→+∞
f(x) = A を次のように定義する．

「任意の正数 εに対して，あるRが存在して x > Rならば |f(x) − A| < ε.」
(3) lim

x→−∞
f(x) = A を次のように定義する．

「任意の正数 εに対して，ある Sが存在して x < Sならば |f(x) − A| < ε.」
(4) lim

x→+∞
f(x) = +∞ を次のように定義する．

「任意の正数M に対して，あるRが存在して x > Rならば f(x) > M .」

注意 2 (1) δは εに応じて変わるし、いろいろな取り方がある. ただし，εが小さくなればなるほ
ど δ を小さくしなければならないだろう．
(2) aが f(x)の定義域に入っていて f(a) 6= Aでも limx→a f(x) = Aとなり得ることに注意して
ほしい.
(3) 右側極限値 lim

x→a+0
f(x) (x > aを満たしつつ，xは aに近付くとする), 左側極限値 lim

x→a−0
f(x)

(x < aを満たしつつ，xは aに近付くとする) も ε-δ論法で定式化される (教科書を参照して下さ
い).
(4) 上記のように極限を定式化すると，この定義に基づいて，“1. 数列の極限、関数の極限、関数
の連続性 (高校の復習)“についての Theorem 4, Theorem 5を証明できる．

問 1 次に従い lim
x→1

x2 = 1を示せ.

(1) |x − 1| < 1のとき |x2 − 1| < 3|x − 1| となることを示せ.
(2) ε > 0が与えられたとする.

|x − 1| < δならば |x2 − 1| < ε

が成立するような δを εを用いて求め, lim
x→1

x2 = 1を示せ.

Definition 3 関数 y = f(x)は aを含むある集合 I を定義域とする関数とする．f(x)が x = aで
連続とは lim

x→a
f(x) = f(a)のときにいう．すなわち「任意の正数 εに対して、ある正数 δが存在し

て 0 < |x − a| < δ をみたすすべての xについて |f(x) − f(a)| < ε となる.」y = f(x)が定義域 I

の各点で連続のとき, y = f(x)は I で定義された連続関数であるという.
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注意 4 (1) 上の定義で、0 < |x − a| < δを |x − a| < δにしても同じである.
(2) 関数 f(x)が x = aで連続でないということは命題の否定を考えることにより,
「ある正数 εが存在して、どのように正数 δをとっても |x−a| ≤ δ をみたすxで |f(x)−f(a)| ≥ ε

となるものが存在する.」となる．

4.2 補足
関数の極限について，よく使われる二つの定理を述べる．

Theorem 5 (コーシーの判定条件) f(x)を aの近くで定義された関数とする．次の (1), (2)は同
値である．
(1) 極限値 limx→a f(x)が存在する．
(2) 任意の ε > 0に対してある δ > 0が存在して 0 < |x − a| < δ, 0 < |x′ − a| < δをみたすならば
|f(x) − f(x′)| < ε.

このコーシーの判定条件は、数列の収束に関するコーシーの判定条件「{an}が収束する」と
「limn,m→∞ |an − am| = 0」が同値ということと次の定理を用いて証明される．

Theorem 6 f(x)を aの近くで定義された関数とする．次の (1), (2)は同値である．
(1) limx→a f(x) = A

(2) limn→∞ xn = a (ただし xn 6= a ∀n) をみたすすべての数列 {xn}について limn→∞ f(xn) = A.

4.3 ε-δ論法, ε-N 論法が必要になる理由
これまで極限の厳密な定義を学んできたが，なぜ「限りなく近付く流」の定義では不十分なの

か説明したい．(興味深いことに微積分法の発見者ニュートンやライプニッツもすでに ε-N 論法,
ε-δ論法に近い考え方を持っていたらしい.)
(1) 至るところ微分不可能な連続関数の存在

fn(x) =
n∑

k=1

ak cos(bkx) (x ∈ R).

ただし 0 < a < 1, ab > 1 + 3
2π とおく. このとき, fn(x)は nを限りなく大きくするとある連続な

関数 g(x)に近付いていくことがわかる. 驚くべき事にこの関数 g(x)は連続だが, どの xでも微分
不可能である. g(x)が x = aで微分可能とは極限

lim
h→0

g(a + h) − g(a)
h

が存在することである. もちろん, fn(x)は cosの三角関数を足し合わせているだけだから, 何回で
も微分できる関数だが, その極限の関数はそうでは無いというのである. このような微妙なことを
チェックするには限り無く流では到底無理である.

(2)次のような問題を考えよう：
問 2 {fn(x)}∞n=1を [0, 1]の上で定義された関数の列とする. 各 fn(x)は [0, 1]で連続とする. 今,
各 x ∈ [0, 1]について極限 limn→∞ fn(x) が存在するとする. その極限は各 xに依存するので, f(x)
と書くことにする. では, 関数 f(x)は [0, 1]上の連続関数になるだろうか?
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答えは「YesのときもあるしNOのときもある」である. ε-N 論法など極限の概念の厳密な定義
に貢献した Cauchy(1821)ですら、上の問はYesと思っていたらしく, Abelの反例 (1826) に関し
て頭を悩ませていたという。簡単な例として fn(x) = xnと fn(x) = 1

n+x を考えてみるとよい.
f(x)が x = aで連続とは

lim
x→a

f(x) = f(a)

ということだから, fn(x)が連続関数であることに注意すると

lim
x→a

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→a

fn(x)

という “二つの極限”の順序交換ができるということと同じである. しかし, 一般的にはこのよう
なことはできないのである. このような「極限の順序交換」は実際上の計算でも理論上でもいろい
ろな場面 (たとえば「微分方程式の解の存在証明」など)で出て来るものである. この交換がいつ
できるかを論じるためには, 極限や連続性の定義において「限りなく流」では不十分で, 「ε-δ論
法」などのきちんとした定義が必要になるのである. 上記の問 2の問題はその後、Weierstrassに
よる関数の一様収束という概念 (1841)を生み出すことになる. 実は (1)であげた fn(x)は g(x)に
一様収束している. (解析学A, Bではこの問題は扱わない。)

5. 初等関数

多項式, あるいはそれの分数の形で書かれる関数, 三角関数, 指数関数, 対数関数などの関数を初
等関数と言う.
これらは, 連続関数の代表的な例だが, これらの関数の連続性はどのようにチェックするのだろ

うか?
(1) 多項式, それらの分数の関数：f(x) = xの連続性は自明であろう．このことを用いれば，これ
らが連続であることは, 1.高校の復習の Theorem 4 から従う．
(2) 三角関数：

lim
x→0

sin x = 0 は sinxの定義から xが十分小さい時, | sinx| ≤ |x|ということからわかる.

sin2 x+cos2 x = 1だから lim
x→0

cos x = 1がわかる. 一般のxでの sin x, cos xの連続性は加法定理を

用いて示される. tanx (x 6= nπ
2 ) の連続性は sinx, cos xの連続性と 1.高校の復習のTheorem 4 (4)

による.
(3) 指数関数：

a > 0とする. ax (x ∈ R)の定義について述べる．

(i) x = n ∈ Nのとき

anは aを n回掛け合わせたもの．また a0 = 1と定義する．

(ii) x = −n (n ∈ N) のとき

a−n := 1
an と定義する．

(iii) x = 1
n (n ∈ N)のとき

f(t) = tn (t ≥ 0)という関数を考える．f(0) = 0, t → f(t)は (狭義)単調増加, limt→∞ tn = ∞
より任意の a > 0に対して tn = aはただ一つの解をもつ. これは中間値の定理より従う．こ
の値を a1/nと定義する．
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(iv) x = m
n n,m ∈ Nのとき

m
n は既約分数とする．a

m
n =

(
a

1
n

)m
と定める．x = −m

n のときは a−
m
n = 1

a
m
n
と定める．

(v) xが無理数のとき

Theorem 7 (有理数の稠密性) 有理数は実数の中で稠密である．すなわち，任意の実数 x

に対して有理数の列 xnで limn→∞ xn = xとなるものがある．

を用いる．

xに対して，xに収束する有理数の列 xnを用いて，

ax = lim
n→∞

axn (1)

と定める．式 (1)の右辺の極限が収束することは，axn がコーシー列であることからわかる．
また，この極限が {xn}の取りかたによらないこともわかるので，この定義は well-defined
である．

以上 a > 0のとき axを定義した．この定義に基づき，指数関数 (f(x) = ax a > 0, x ∈ R)の連続
性が示される. また ax+y = ax · ay, axy = (ax)y, (ab)x = axbxなどの指数法則も示すことができる．

0については 0n = 0 (n ∈ N)である．01/nを xn = 0の解と考えても 01/n = 0とすべきことは
よいであろう．そこで, x 6= 0のとき 0x = 0と定める．ところで、a > 0なら a0 = 1です．また
x 6= 0のとき 0x = 0と定めた．では 00は 0とすべきでしょうか?それとも 1とすべきでしょうか?
(4) 対数関数
対数関数は指数関数の逆関数として定義される. ここで次の定理に注意する. この定理で逆関数

が存在することは，中間値の定理から従うことに注意せよ．

Theorem 8 y = f(x) (a ≤ x ≤ b)を単調増加 (すなわち, x < x′ならば f(x) < f(x′))または単
調減少 (x < x′ならば f(x) > f(x′))な連続関数とする. このとき, 逆関数 x = g(y)は yの連続関
数である.

この結果と指数関数が連続関数であることから, 対数関数 y = loga x (a > 0, x > 0)が xの連続
関数であることがわかる. また nを自然数とするとき，g(x) = x1/n (x ≥ 0)は単調増加な連続関
数 f(x) = xn の逆関数だから連続である．さらに一般的に g(x) = xa (x > 0, a ∈ R)の連続性は
g(x) = ea log xと書き直して下の定理を用いればよい．

Theorem 9 y = f(x) (a ≤ x ≤ b), z = g(y) (α ≤ z ≤ β) は x, y の連続関数とする. さらに
f ([a, b]) ⊂ [α, β]とする. このとき, 合成関数 h(x) = g(f(x)) (a ≤ x ≤ b) はやはり xの連続関数
になる.

なども使えば, 上の初等関数の和,差,積,商,逆関数をとる操作,関数の合成を取る操作でたくさ
んの連続関数を作ることができる.

注意 10 三角関数, 例えば, f(x) = sinx (−π
2 ≤ x ≤ π

2 ) は単調増加関数だから連続な逆関数が定
義される. この関数は y = arcsin x (−1 ≤ x ≤ 1)と書かれる関数である. これも大事な関数だが,
高校までは出て来なかった関数である. この関数は微分法の解説のところで取り上げる.
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