
志村多様体を用いたGalois表現の構成
三枝 洋一（東大数理）

1 講演中で用いる記号
F を標数 0の体とし，ΓF をその絶対Galois群とする．Gを F 上の代数群とするとき，そのGalois

コホモロジーH1(ΓF , G(F ))をH1(F,G)と書く．
F が代数体（この講演ではQ）のとき，H1(F,G) →

⊕
vH

1(Fv, G)の核を ker1(F,G)と書く．ここ
で，vは F の素点を動き，Fvは F の vにおける完備化を表す．また，

⊕
vH

1(Fv, G) ⊂
∏
vH

1(Fv, G)

は有限個を除く成分が 1であるような元全体のなす部分集合である．
有限群H の Pontryagin双対Hom(H,C×)をHDと書く．群H の中心を Z(H)と書く．

2 PEL型志村多様体のエタールコホモロジー
2.1 設定と目標

(B, ∗, V, ( , ), h,OB,Λ)を A型または C型の（整）PELデータとし 注 1，それから定まる志村デー
タを (G,X)とする．(G,X)に伴う志村多様体を ShK とし，レフレックス体を Eと書く．素数 ℓおよ
び Cと Qℓの同型を固定する．ξをGの C = Qℓ上の既約代数的表現とし，それに伴う ShK 上の ℓ進
層をF と書く．エタールコホモロジーH i(Sh∞,F) = lim−→K

H i(ShK ⊗EE,F)にはG(Af )×ΓE が作用
する．この表現を理解することがこの講演の前半部の目標である．
伊藤さんの講演で解説された予想を再度述べておく．ここでは，交叉コホモロジーを避けるため，志

村多様体がコンパクトである場合を考えることにする．

予想 2.1

ShK がE上固有であると仮定する．このとき，次が成り立つ：∑
i

(−1)iH i(Sh∞,F) =
⊕
(ψ,ν)

±m(π)(πf ⊗ V (ψ, ν))．

ここで，記号は以下の通りである．ψ : LQ × SL2(C) → LGはAパラメータを動き，νはZ
Ĝ
(Imψ)の

有限次元既約表現（で適切な条件を満たすもの）を動く．Arthur予想により (ψ, ν)でパラメータ付け
られる保型表現を πとし，その離散スペクトラムにおける重複度をm(π)と書く．志村データ (G,X)

より定まる準同型 r(G,X) : Ĝ⋊WE → GLN (C)と ψ|LE×SL2(C)との合成を Z
Ĝ
(Imψ)の作用で既約分

解し，ν部分をとったものを V (ψ, ν)とする．

講演で使う記号の導入も兼ねて，m(π)を記述する公式（Arthurの重複度公式）も書いておく．Sψ =

Z
Ĝ
(Imψ), Sψ = π0(Sψ/Z(Ĝ)) とおく．ψ による (1, (−1 0

0 −1 )) の像を sψ と書く（これは Sψ の元）．
εψ : Sψ → {±1}をルートナンバー等を用いて定義される指標とする（省略）．このとき，

m(π) = |Sψ|−1
∑
x∈Sψ

εψ(sψx)ν(sψx)．

注 1この講演では PELデータが出てくる話はほとんどしないので，詳しく思い出さなくてもよい．
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2.2 Lefschetz数

p ̸= ℓを PELデータに関して不分岐な素数とする．すなわち，以下が成立するとする：
• B ⊗Q QpはQpの不分岐拡大上の行列環であり，OB ⊗Z Zpはその極大整環である．
• Λ⊗Z Zpは V ⊗Q Qpの自己双対的な Zp格子である．

このとき，pはE/Qにおいて不分岐である．pの上にあるEの素点 pを固定し，SKp をOEp 上のPEL

モジュライ空間とする（KpはG(Apf )のコンパクト開部分群）．{SKp}は {ShKpG(Zp)}の整正準モデル
の |ker1(Q, G)|個の直和であった（清水さんの講演を参照）．

定義 2.2

j > 0を整数とし，fp ∈ H(G(Apf )//K
p)（両側Kp不変なG(Apf )上の関数）とする．このとき，

T (j, fp) =
∑

x′∈Fix(Φjp◦fp)

Tr(Φjp ◦ fp;Fx)

とおく（Lefschetz数）．ただし，xは x′の SKp における像である．

定理 2.3（Kottwitz [Kot92]）

T (j, fp) = |ker1(Q, G)|
∑

(γ0;γ,δ)
α(γ0;γ,δ)=1

c(γ0; γ, δ)Oγ(f
p)TOδ(ϕj)Tr ξ(γ0)．

∑
の中身は基本的にGL2のときと同様である．c(γ0; γ, δ)はおおむね体積因子である（後述）．Oγ(fp),

TOδ(ϕj)は軌道積分，捻られた軌道積分を表す．詳細は省略する．
(γ0; γ, δ)は以下のような 3つ組であり，Kottwitz tripleと呼ばれる（以下 (γ0; γ, δ) ∈ KTと書く）．
• γ0はG(Q)の半単純元で，G(R)内で楕円的注 2なもの．安定共役（= G(Q)共役）なものを同一
視する．

• γはG(Apf )の元で γ0と安定共役なもの．G(Apf )共役なものを同一視する．
• δ は G(Lj)の元（Lj は Fp の不分岐 j 次拡大）で Nδ が γ0 と安定共役なもの．ここで，Nδ は
δσ(δ) · · ·σj[Fp:Qp]−1(δ)と共役なG(Qp)の元である（σはLj上の Frobenius自己同型）．σ共役な
ものを同一視する．

α(γ0; γ, δ)は (γ0; γ, δ)から定まるある種の障害類であり，有限群 K(I0/Q)上の指標である．なお，
I0 = ZG(γ0)であり，K(I0/Q)は π0((Z(Î0)/Z(Ĝ))

ΓQ) → H1(Q, Z(Ĝ))による ker1(Q, Z(Ĝ))の逆像で
ある．本講演ではG = GSp2nの場合を考えるが，このとき Z(Ĝ)は連結かつ ΓQが自明に作用するの
で，K(I0/Q) = π0(Z(Î0)

ΓQ)となる．
c(γ0; γ, δ) = vol(I(Q)\I(Af )) · |Ker(ker1(Q, I0) → ker1(Q, G))|である．ここで，I は I0の内部形式

で I ⊗Q Apf ∼= I0 ⊗Q Apf かつ I(R)が中心を法としてコンパクトなもの．後に，(γ0, γ, δ)に対応する構
造付きアーベル多様体の自己同種写像の群となる．測度の正規化については省略．

GL2の場合の結果と定理 2.3との違いは以下の 2点である：
• 3つ組 (γ0; γ, δ)が出てくる．これは一般のGにおいて共役と安定共役が一致しないためである．
• 障害類 α(γ0; γ, δ)が現れる．これはモジュライ問題における偏極の存在に由来する．
講演では，Siegel case (G = GSp2n)かつ fp = 1の場合に絞り，以下の 2点を解説する．

注 2中心を法としてコンパクトな極大トーラスに含まれることをいう．
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• 偏極付き n次元アーベル多様体 (A, λ)の同種類からKottwitz tripleを構成する方法．
• 障害類 α(γ0; γ, δ)が現れる理由．

α(γ0; γ, δ)の正確な定義を与える時間はないので，興味のある方は [Kot90]をご覽いただきたい．

2.3 安定跡公式の利用

ここではGがQ上非等方的であると仮定する．このとき，ShK はE上固有となる．
定理 2.3を指標の直交関係に注目して書き直すと，T (j, fp)は次のようになる：

|ker1(Q, G)|τ(G)
∑
γ0

∑
κ∈K(I0/Q)

∑
(γ,δ)

⟨α(γ0; γ, δ), κ⟩e(γ, δ)Oγ(fp)TOδ(ϕj)Tr ξ(γ0) vol(AG(R)0\I(R))−1．

τ(G)はGの玉河数，e(γ, δ)はKottwitz符号（詳細は略）．
この式の (γ0, κ)についての和を，Gのエンドスコピー群についての和で書き換える．(γ0, κ)が与え

られると，以下の 2つができる：
• エンドスコピー群 (H, s, η)．ここでH は Q上準分裂的な連結簡約代数群であり，sは Z(Ĥ)の
元．η : Ĥ

∼=−→ Ĝκは sを κにうつす同型（Ĝκは Z
Ĝ
(κ)の連結成分）．

• γと対応する γH ∈ H(Q)の安定共役類．これは (G,H)正則な楕円半単純元である．
この対応により，

∑
γ0

∑
κ =

∑
H

∑
γH
という書き換えができる．さらに，基本補題 (fundamental

lemma)および移送予想 (transfer conjecture)を用いると，
∑

H

∑
γH
の項は相対玉河数 ι(G,H)と

ST ∗
e (h) =

∑
γH

|(HγH/H
0
γH

)(Q)|−1τ(H)SOγH (h)

の積になる．ここで，SOγH (h) =
∑

γ
st∼γH

Oγ(h)は安定軌道積分を表す．また，H(A)上の関数 hは
hphph∞という積の形になっており，hp, hpはそれぞれ fp, ϕj の移送である．h∞は適切な擬係数の和
であるが，詳細は略．
ST ∗

e (h)は安定跡公式の幾何側の主要項である．安定跡公式を使うことで，これをHの保型表現の指
標と結び付けることができる．さらに，Hの保型表現とGの保型表現の指標関係 (endoscopic character

relation)により，T (j, fp)をGの保型表現の指標を用いて書くことができる．
以上の議論と Lefschetz跡公式から，

Tr(Φjp ◦ fp;H∗(Sh∞,F)) = |ker1(Q, G)|−1T (j, fp) =（Gの保型表現の指標の式）

となり，G(Af )× ΓE の表現H∗(Sh∞,F)を調べることが可能になる．
予想 2.1の証明のためには，特に無限素点においてさらに精密な分析を行う必要があるが，この講演

で述べることはできない．

3 GLnの保型表現に伴うGalois表現の構成
F を総実体またはCM体とする 注 3．素数 ℓおよび同型C ∼= Qℓを固定する．本節では，以下の定理

についての解説を行う．

定理 3.1（Harris-Taylor, Shin, Chenevier-Harris, Harris-Lan-Taylor-Thorne）
Πを正則 C 代数的なGLn(AF )の尖点的保型表現とする．このとき，ΓF の n次元半単純 ℓ進表現

RΠでΠと大域ラングランズ対応で対応するものが一意的に存在する．
注 3この両者を合わせて CM体と呼ぶこともある．これらの代数体は，複素共役が well-definedであるという特徴を共有す
る．
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注意 3.2

ここでの「大域ラングランズ対応で対応する」とは，ほとんど全ての不分岐素点における Frobenius

固有値と佐武パラメータが合致することを表す．伊藤さんの講演や [三枝]を参照．
一般の素点における，いわゆる局所大域整合性についても部分的な結果はあるが，ここでは述べない．

n = 2かつ F が総実体の場合，定理 3.1はHilbertモジュラー形式に対応するGalois表現の存在を主
張している．この場合（のほとんど）は，志村曲線のエタールコホモロジーを用いて構成ができる．
一方，n ≥ 3の場合は，GLn（およびその内部形式）の志村多様体が存在しないため，同様の方針は

使えない．以下の 2つのステップで構成が行われる．
(CSD case) Π∨ ∼= Πc（cは複素共役）の場合，ユニタリ志村多様体のエタールコホモロジーを用いる．
(general case) 保型形式の合同を用いて CSD caseに帰着させる．
講演では F がCM体の場合に限って構成を行い，必要に応じて F にさらなる仮定を課す．いわゆる

Galois表現の patchingにより，これらの仮定すべては最終的には不要となる．

3.1 CSD case

m ≥ 1を整数とする．V を F 上のm次元ベクトル空間とし，Φを V 上の Hermite形式とする．G
を (V,Φ)から定まるユニタリ群とする．これは F+ = F c=1上の代数群であり，G⊗F+ F ∼= GLmを満
たす．
Arthur予想が示唆するように，G(AF+)の保型表現 πに対してGLm(AF )の保型表現BC (π)を構成

することができる（ベースチェンジリフト）．BC (π)は自己共役双対的 (CSD)となる．さらに，Gが
全ての有限素点で準分裂的なときには，正則 C 代数的かつ CSDな GLm(AF )の尖点的保型表現 Πは
BC (π)（πはG(AF+)の尖点的保型表現）という形であることも分かる．
Π = BC (π)ならば，G注 4 に伴う志村多様体 Shのエタールコホモロジーの πf 部分をとることで

Galois表現を構成することができる．これがm次元表現となるためには，G(R)の符号が (1,m− 1)×
(0,m)× · · · × (0,m)とならねばならない．
問題は，
• 全ての有限素点で準分裂的
• G(R)の符号が (1,m− 1)× (0,m)× · · · × (0,m)

となるGが存在するかどうかということである．mが奇数ならばこのようなユニタリ群は必ず存在す
ることが証明できるが，mが偶数ならばそうではない．そこで，定理 3.1中の整数 nの偶奇で場合分け
を行う．

• nが奇数のとき，m = nとして上のようなGを使う．
• nが偶数のとき，m = n+ 1として上のようなGを使う．

3.2 General case

ここでは気分を出すために p = ℓとおく．
Πを定理 3.1の通りとし，Π∗ = (Πc)∨とする．Π⊞Π∗はGL2n(AF )の自己双対的な保型表現である

が，尖点的ではないのでこれに定理 3.1を用いることはできない．
アイデアは，Π ⊞ Π∗ に「p進的に近い（合同な）」GL2n(AF )の尖点的保型表現がたくさん存在す

ることを証明し，それらに対応するGalois表現を「貼り合わせて」Π ⊞ Π∗に対応するGalois表現を
構成するというものである．この議論の正当化は，擬指標 (pseudo character)あるいは Chenevierの
determinantという道具立てを用いて行われる．

注 4正確にはユニタリ群ではなく unitary similitude群を考える必要があるが，煩雑になるのでこれらを混同して説明を行う．
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実際はGL2nではなくユニタリ群 U(n, n)を用いて議論を行う．GLnが U(n, n)の Levi部分群とな
ることに注目すると，ΠからU(n, n)の保型表現 Ind

U(n,n)
GLn

Πが得られる（これをGL2nに持ち上げると
Π ⊞ Π∗となる）．Ind

U(n,n)
GLn

Πに合同な U(n, n)の尖点的保型表現を探すことが目標となる．これには
いくつかの方法が知られているが，いずれも U(n, n)の志村多様体のコンパクト化の境界がGLnの対
称空間の数論的商（n ≥ 3のときこれは志村多様体ではない！）と関係することを用いる．講演では，
Harris-Lan-Taylor-Thorneの方法と Scholzeの方法についての概要を紹介する．
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